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Nucleos I nvariantesy Teoremasde Dilatacion,
Parametrizacion y Prediccion

Mischa Cotlar

Mucho agradezco la invitacién de la comision editora a escribir un
articulo parael primer nimerodel BoletindelaAMV . Desdesuslineas
expreso mi gratitud amis col egas venezolanosy amiscomparieros del
seminario de andlisis. todos ellos me han brindado una magnifica
hospitalidad, amistad y generosidad.

El presente articulo reproduce en forma ampliada una exposicion
hechaen el Coloquio de Mateméticade Caracas. Su objeto esdescribir
unaserie de trabajos realizados en Caracas por un grupo de investiga-
dores del que formo parte. Estos trabajos desarrollan una teoria de
nucleos llamados NTGs (nUcleos de Toeplitz generalizados) y estu-
dian susaplicaciones. Lanocion de NTG apareci6 en losdos primeros
trabajos de esta serie, donde la transformada de Hilbert ha sido
enfocadapor unateoriadenucleosde M. Krein. Losnucleosdefinidos
positivos (p.d.) e invariantes respecto aciertas transformaciones sue-
len tener representaciones mediante niicleos elementales o propios, y
tal esteoremasderepresentaci dn constituyen un métodoimportantedel
andlisis. Asi, el enfoque que Gelfand y Raikov (1943) e independien-
tementeH.Cartany Godement dieron del analisisde Fourier en grupos
topoldgicos, asi como € de E.Cartan (1929) y M.Krein (1949) para
espacios homogéneos, se basan en representaciones de nlcleos, que
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también estan en la base de |a teoria de representacion de grupos. El
trabajo de Krein se basaba en un método general de representacion de
nucleosp.d. y defuncionales directores que €l elaboré en 1946, con €l
gue obtuvo también su teorema de extension (ver més abgjo) y
aplicaciones adesarrollosy problemas de Sturm-Liouville. La dltima
aplicacion vinculé a las funciones (matrices) de Heisenberg con
problemas de momentos, y este vinculo con la teoria de dispersion
(scattering) fue usada mas tarde en un ciclo de trabajos de Adamjam-
Arov-Krein (A-A-K) del que hablaremos mas adelante. La teoria de
Krein fue aplicada en aquellos dos trabajos alaclase A, de medidas m
talesquelatransformadade Hilbert esacotadaen L2(m). Se probo que
esposibleasociar atodamedidamunnuicleo Ky Z° Z ® C,demodo
quemi A, sii estenticleo es p.d. Estos nticleos Kmno son invariantes
por traslaciones, es decir no son Toeplitz, pero son Toeplitz en un
sentido generalizado, o local, lo que origind lanocion de NTGs. Los
NTGsenT no entran directamente en lateoriageneral de Krein, pero
los de R s entran en un refinamiento (local) de esta teoria. Esto
permitié obtener una representacion integral de los NTGs mediante
una clase de nucleos elementales, que constituy6 el primer resultado
basico llamado TBG (teorema de Bochner generalizado). Como la
claseA,jugbunrol enlateoriadeespaciosBM O, concepto central del
andlisis actual, asi como en la teoria de prediccion en procesos
gaussianos, €l TBG intereso a un grupo de amigos de Caracas que se
propuso desarrollar el TBG, en particular parametrizar susrepresenta-
cionesy extenderlo anucleosoperadores, y aestudiar susaplicaciones.
Resulté que e TBG proporcionaba un metodo unificador de muchos
topicosdel andlisisarmonicoy lateoriade operadores, conteniacomo
corolarios a los teoremas de dilatacion y levantamiento de Nagy y



Nagy-Foias(N-F) respectivamente, losdeNehari y Paley, |osteoremas
de parametrizacion y de aproximacion de A-A-K y € teorema de
extension de Krein. Mas aln, los NTGs conducen a nuevos enfoques
en la teoria de coligaciones y parametros de Schur en espacios de
Krein, y en lateoriade extensiones unitarias de Arov-Grossman. Los
NTGs encontraron también aplicaciones en trabajos de otros investi-
gadores en USA, Europa, Japon, Isragl y Uruguay. En particular V.
Katsnelson enfocd el TBG mediante las teorias de Potapov y Arov-
Grossman, mientrasque Rubio Franciay N. Kaltonlosvincularon con
la teoria de extrapolacion y factorizacion de las clases A, y con la
interpolacién de espacios de Hardy.
Antes de pasar ala descripcion de los trabajos realizados en Caracas
recordemos|as propiedades basicasdelosnucleos ToeplitzenZ. Si E
esun conjunto, unnucleoK: E” E® C sedicep.d (definido positivo)
s paratodo Xy,....Xn I E, Cy,....,.cn I C es & K(x;,X;) ¢C 3 0.

S K:E" E® L(H) esun nucleo avalores operadores acotados en €l
espacio Hilbert H, sedicequeK esp.d. Si Xy,....%n 1 E, Xq,...Xn1 Hes
aij & (x,%)) Xj,xiflh 3 0. Si E esun grupo entoncesK sediceinvariante
o Toeplitz s K(x,y) =K(x + z, y + z), paratodo z, |o que equivale a
K(x,y) = b (x - y) donde b (x) = K(x,0). En caso del grupo Z delos
enteros importan los intervalos Z={n 1 Z: 0 £ &} y las semirectas
discretasZ, ={n1 Z:n3 0}, Z,={nl Z:n<0},y andogamente
parael grupo R. Larestriccion de un nicleo ToeplitzdeZ aZ,” Z,
tambien se llama Toeplitz; en cambio la restriccion de un nucleo
ToeplitzK’:Z" Z® C aZ,” Z, sellamaHankd,y K:Z," Z, es
Hankel sii K(n+ p, m) =K(n, m- p), paratodo p3 0. No tiene sentido
hablar de nicleos Hankel p.d., pero si tiene sentido, y es importante,
hablar de nlicleosdeHankel acotados; K: Z,” Z,® C sediceacotado

53



s paratodoXy,....Xn 1 Z1,CipeesCn 1 C, YooY | Zo, ChyeenyOin 1
C severificald;; K(x.y) ¢d; |® (ilcPv2 (&;]d[2)v2.

Para estos nucleos en Z (0 en R) valen |los teoremas siguientes:

I) Teorema de Herglotz-Bochner: Un nucleo ToeplitzK: Z~ Z® C
esp.d. sii existeunamedidapositivau 3 0 enel grupodua T ~[0, 2p)
tal que K(mn) =0 (m-n),donde(: Z ® C eslatransformada de
Fourier deu: G(n) = dgn(t) du, en(t) = exp(int); estau esunica. Bochner
extendio esteteoremaalosgrupos T"y R" (en caso de R" serequiere
gue K sea continuo).

2) Teoremade extensiéon deM.Krein. S K: Ry~ Ra® C esunnicleo
continuo Toeplitz, entonces K es p.d. sii existe una medida finita
positivau enR tal que K(m,n) = (m-n), o seasii K seextiendeaun
nucleoToeplitz p.d. entodo R~ R. Idem paraZ.

3) TeoremadeNehari. UnnucleodeHankel K: Z,” Z,® C esacotado
sii existeunafuncion acotadau enT, tal que K(m,n) =0 (m - n), para
todo (mn)1 Z," Z,.

A cadat] T corresponde un nicleo Toeplitz elemental Ky (m,n) =
em-n(t), dado por ex(t), que como funcién det es propia del operador
L =id/dx, y como funcién en n espropia de la trasdacion n® n +1

El teorema de Bochner dice que todo nucleo Toeplitz p.d. de Z se
representa (o se desarrolla) por tales nicleos el emental es propios:

K =& du. EncasodenicleosK enR, K es Toeplitz siLy K(X,y) =
Ly" K(x,y), y el teorema de Bochner dice que s K es Toeplitz p.d.
entoncesK serepresentamediante nlcleoselementalespropios-L. La
teoria general de Krein, mencionada mas arriba, asegura que esto es
cierto si L es un operador diferencial arbitrario con coeficientes
bastante lisos. Berezanski combind la teoria de Krein con la de
Gelfand-K ostuchenko relativa a vectores propios generalizados, y



extendiG €l resultado precedenteaoperadoresenderivadasparcialesen
R". Ademés Berezanski sistematiz0 esta teoria en un tratado sobre
desarrollos en funciones propias, aparecido en 1965. LateoriaKrein-
Berezanski anticip0 |os nucleos reproductivos de Aronzajn, asi como
algunos aspectos de las formas integrales de Grothendieck y de la
teoriadeparticulaselementa esde L aurent Schwartz, y tieneaplicacio-
nes alosfuncional es de Wightman, espacios de Fock y otros aspectos
probabilisticosdelaMecanicaCuantica. Lau del teoremadeextension
de Krein, asi como la u en & de Nehari, no son Unicas y existen
descripciones parametrizadas de todas | as representaciones, y condi-
cionesdeunicidad. El teoremade Nehari fue encontrado independien-
tementeen lostrabajoscitadosde A-A-K, donde ademas seresolvio el
problema més dificil de la parametrizacion. Los teoremas anteriores
estan estrechamente relacionados a los teoremas de Caratheodory,
Schur y Nevanlinna-Pick de interpolacion de funciones analiticas.

L os nacleos invariantes estan relacionados con |as representaciones
unitarias de grupos, es decir con funciones que asocian atodo x de un
grupo abeliano G un operador unitario U(x) T L(H), en un espacio
Hilbert H, de modo que U(x+y)=U(x)U(y), U(0) = | . Larepresenta-
cion se dice ciclica si existe un vector ciclicox T H, tal que H es
generado por los elementos U(x) x; andlogamente se definen los
subespaciosciclicosN I H.Todo subespacio ciclico define un niicleo
p.d. de Toeplitz K: G~ G® L(N), dado por K(x,y) x =P U(x-y) X,
paratodo x de N, donde P eslaproyeccion de H sobre N. El teorema
de dilatacion de Naimark dice que reciprocamente todo nucleo p.d.
ToeplitzK: G” G® L(N), N deHilbert, se obtiene de estamanerade
una representacion unitaria de G que tiene a N como subespacio
ciclico. Cuando N consta de un solo elemento x, ciclico, este teorema
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sereduceal principio de Gelfand-Raikov que establece unacorrespon-
denciaentrerepresentacionesunitariasciclicasy nucleos Toeplitz p.d.,
gue condujo alo que los fisicos llaman € principio GNS (Gelfand,
Naimark, Segal). Como todo operador unitario U genera una
representacion U" del grupo Z, esteteorema proporcionael modelo de
los operadores unitarios ciclicos, del cua sigue facilmente que €l
teorema espectral de operadores unitarios (y € de Stone de grupos
unitarios) eslogicamenteequivalentea teoremadeBochnerenT (oen
R). Sz. Nagy mostré quesi T1 L(H) es una contraccion, es decir
[[T|| £ 1, entoncesesp.d. €l nicleo ToeplitzK: Z~ Z® L(H) definido
por K(O,n)=T"sin3 0,y =(T*)"s n<0. Del teoremaNaimark sigue
entonces.

4) Teorema de dilatacion de Nagy. Para toda contraccion T 1 L(H)
existe un espacio Hilbert H' E H y un operador unitario UT L(H’)
tal que paratodon? 0,y paratodox1 HesT"=PU"x, P& proyector
deH’ sobreH, y H esciclicoenH’. U sellamaladilatacién unitariade

T, que es esencial mente Unica (modul o isomorfismos unitarios). Mas
aun,

H =HA H. A H. donde H, essadliente: UH,  H., H. entrante:
UlH H.,demodoque(H’, H: H-,U) constituye un sistemal ax-
Phillips en sentido amplio. Todo tal sistema tiene asociada cierta
funcidn avaloresoperadores T ® L(Hg), Ho=H: © UH,, llamada
funcion o matrix de Heisenberg, que en cierto sentido traduce el
comportamientodel aevolucionU" en el futuro (n2 0) y pasado (n< 0)
remotos. Esto Ilevaa médel osimportantes de operadores, asi como a
una nueva etapa en la teoria espectral y e célculo funcional. Un
teorema basico de esta teoria, probado antes en € caso particular,
cuando T;=T,,U;=U, = un shift bilateral, por D. Sarason, es



5) Teorema de levantamiento del conmutante de Nagy-Foias (N-F).
Seaparai=1,2, T;1 L(H;) unacontraccion,U;T L (H;") sudilatacion
unitaria,y AT L (Hy,H,) unacontraccion que interlazaa T, con T,
T,A = AT,. Entonces existe una contraccion B 1 L (Ho(1,),Ho(,"))
queinterlazaU, conU, y tal queP,B = APy, P, laproyecciondeHo( ')
sobre H; se llama levantamiento del interlace A, y en general no es
unico. Laclasificacion detodosloslevantamientos B de A fuedescrita
en un ciclo de trabgjos de Arsene, Ceausescu y Foias (1978-1980).
Los dos ultimos resultados, junto con los trabgjos de A-A-K arriba
mencionados, constituyen el instrumento méas potente en la teoria
actual de momentos e interpolacion de funciones analiticas, y han
influenciado e desarrollo de la teoria de sistemas, coligaciones,
control y geofisica. Por otra parte el teorema de Nehari inspiré el
siguiente teorema de Hel son-Szego (H-S). Sea V €l espacio vectorial
generado por las funciones ey(t) = exp(int), n1 Z. El operador

G V ® V definido por G(& a, en(t)) = & h(n) a, en(t)), donde
h(n)=-isinl Z, yisinl Z, sellamadeHilberty seextiendeaun
operador acotadoenpsi 1 <p<¥,y esdado por unaintegral singular
[lamada de Hilbert. Esto no es necesariamente cierto paralos espacios
L?(n) s n esunamedidageneral, y diremosqueni A, con constante
¢, si el operador Gseextiendeaun operador acotado enL?(n) denorma
£ c. Por otra parte en lateoria de prediccion interesan |os numeros

r n(n) =cosenoenL2(n) del angulo entreel subespacio e,V 4, dondeV
estagenerado por lose(t) conk1 Z,,y el V, generado por los g, con
k1 Z,. Setiene entonces:

6) Teoremade Helson - Szego (H-S) (1960). nT A, sii ro(n) <1,y
sii n = expw(t) dt, donde w=f +Gg, conf, g1 L¥ y ||g Il < p/2,
demodoquewi L¥ +GL¥.
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Este teoremafue seguido por otros dos de Hel son-Sarason: €l primero
dicequer ,(n) <1 sii dn="P(t) expw(t)dt,wi L¥ +GL¥, Ppolinomio,
y €l segundo caracterizalasncon r ,(n) ® 0. lbrahimov caracteriz6 el
caso r ,(n) = 0(exp(-l »)) y extendio estos resultados a R.

Pasemos ahoraalanocién de NTG cuyo estudio comenzo en Caracas
alrededor del 1977, motivado por € problema de la acotacion de la
transformada de Hilbert. En aquel entonces ya se realizaba en Vene-
zuelaunaactividad mateméticade mucho nivel en casi todaslasramas
delamisma. Al mismo tiempo comenzo también el estudio de temas
relacionados con latranformadade Hilbert. EnlaUniversidad Central
deVenezuela(UCV) G. Camera, C. Sadosky y M. Cotlar coordinaban
un seminario sobreespaciosHardy, teoremadelacoronay transforma-
dadeHilbert al queasistian C. Casas, C. Ballester (cuyotrabajoen 1os
Proceedings AMS 1968, sobre un teorema de E.Stein, esta estrecha-
mentevinculado al temaaqui tratado) y mastarde R. Arocena, J. Leon,
M. Morén, J. Abreu (desaparecido prematuramente) J. Jiménez (quien
trabajaba en la teoria maximal de Calderon) y C. Finol (quien se
ocupabaen lateoriadeinterpol acion de espacios). Enlosultimosarios
este estudio se intensifico a través de los trabajos de G. Ponce, M.
Dominguez, R. Bruzual, S. Marcantognini, W. Urbina, José Giménez,
I Irribaren, V. Echandia, N. Merentes, entre otros.

La propiedad basica de latransformada de Hilbert es su acotacion en
los espacios LP. De la demostracién que Sz. Nagy di6 de un teorema
basico de mi tesis doctoral quedd claro que dicha propiedad era
consecuenciadel calculo funcional de operadoresy del hecho que la
transformada de Hilbert, asi como la medida de Lebesgue, eran
invariantespor traslacionesy dilataciones. Esteenfoqueno seaplicaen
caso de medidas generales, pues estas son invariantes respecto del
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operador shift s f(t) = (exp(it)) f(t) pero no respecto de traslaciones,
mientras que latransformada de Hilbert no es invariante respecto del
shift. Sin embargo latransformadaHilbert tiene una propiedad débil o
local deinvarianciapor € shift: surestriccibnaV, esinvariantepor s,
y su restriccion aVy por s -1. Esto hace que unamedidan3 OdeT
verificanT A, con constante M sii esp.d. € nicleoK,:Z~ Z® C
definido por K, (m,n) = (M - h(m)h(n)) o(n,*)(m-n). Los ntcleos

K = Kn no son ToepL itz pero su restriccion acada cuadrante Z;~ Z;
sloes Ci,j=12, existeunafuncionb;: Z® C tal que

K(m,n) = bj; (m-n) s (mn) T Z;” Z;.Todo nlcleo de estaforma se
[lamaNTGy todacuaterna bj;: Z® C i,j =1,2, defineunNTGK que
se designa con K ~ (bjj). Los nlcleos precedentes K, son NTGs
especiales. LosNTGsdeZ noentranen lateoriadeKrein-Berezanski,
pero como se mostro en unanota de Cotlar-Sadosky (C.-R. Acad. Sci.
Paris 1977), losNTGsdeR entran en un refinamiento de dichateoria,
loquepropocional asiguienterepresentacion: TodoNTGK sereresenta
comoK =i(,,K);dm donde paracadat esK unNTG elemental o propio
delaformaK;(x,y) =w;;(t) expit(x-y) s (x,y)| Ri" R;,i,j=1,2,donde
w;j(t) es una matrix 3 0. Una vez conocida la forma de los NTGs
elementales, se obtuvo en otro trabajo (Proc. Symp. Pure Math, AMS
1979) la siguiente representacion delosNTGs de Z.
7) Teorema de Bochner generalizado (TBG). Si K ~ (bjj), esun NTG
p.d. enZ entonces existe en T una cuaterna de medidas, m;, tales que
paratodo boreleano D deT espositivalamatriz 2x2 m(D) = ( m; (D)
),y talesque K ~ (o(m");j) = o(m”).
Unacuaternademedidasr = (r j;) sedice débilmente positivasi esp.d.
el NTGK ~(rjj) y seescribe(rij) >0. El TBG equivale a
8) Teorema de levantamiento de medidas débilmente positivas.
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Sir =(rj)>0. existe una cuaternapositiva o(m”) = (o(m");;) tal
que (o(m”);j) 2 0 y (tal que r y o(m") definen € mismo

NTG: K ~(rij) y K~(o(m"ij).

C. Sadosky dedujo del ultimo teorema esta otra caracterizacion de A,
con control sobre lanorma:

9)ni A, conconst. M sii d,=wdty severificaunadelascondiciones:
a$hi H'(T) ta que 2w(t) £ Re h(t) £ |h(t)| £ 2M w(t)

b) el operador T f ® w-1T(wf) verificaT,11 L¥ . Eneste caso se
dice que T es u-continuo en L2,

La nocion de u-continuidad permiti6 mas tarde versiones
multidimensionales de 9) y apareci6 en trabajos de Rubio Franciay
Kalton. De 9) esfacil deducir el teoremade H-S con control sobre la
normay con extensiones apares de medidas. Luego €l teoremaH-Ses
corolario del TBG.

R. Arocena, quien entonces trabajaba en su tesis doctoral en Caracas,
y suamigo J. Ledn, quien seformd en losgruposde probabilidadesdel
IVICy laUSB, ambos seinteresaron en el TBG. Aunque el campo de
trabaj o de L edn estabaen otrostemas, el participd entodo el desarrollo
delateoriadelos NTGs, sugiri6 aplicaciones a procesos gaussianosy
colabord envariostrabaj os(ver masadelante), si bienno siemprequiso
aparecer como co-autor.

Arocena caracterizd los puntos extremales delos niicleos K, y obtuvo
estimaciones mas precisas en (11) con lo cual establecid varios
refinamientos delosteoremas de Hel son, Szego, Sarason el brahimov.
Estosresultadosde Arocenajunto conotrosde C. Sadosky sobreNTGs
con momentos inciciales nulos, y con otras aplicaciones aladualidad
de Feferman-Stein fueron reunidos en un trabajo de Arocena-Cotlar-
Sadosky publicado en el volumen de homenaje aL aurent Schwartz en
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Adv. Math. Sup. Sudies 1981.

Poco tiempo despues se interesaron en e tema M. Moran, M.
Dominguez, S. Marcantognini, R. Bruzual y mastarde P. Alegria. Se
formd asi un grupo que se propuso explorar en mas detalle las
propiedades y aplicaciones de los NTGs. Durante afios € grupo se
reunia periodicamente en un seminario en la UCV, a que mas tarde
asistieron J. Barria (del IVIC), C. Pereyra 'y J. Giménez, y méas
recientementetambién W. Urbinay A. Octavio. Pocos meses después
deiniciarsedl grupo, C. Sadosky setrasladoaWashington D.C. y desde
entonces € estudio de los NTGs se ramifico en dos direcciones. Una
seguia un programa que nos hemos trazado con C. Sadosky, que
contemplaba aplicaciones a los Ar, a formas de Grothendieck y
versionesdel TBGensistemasdel ax-Phillips,enT"™:ynoconmutativas.
La otra, introducida por Arocena y desarrollada con e grupo de
Caracas, aunque inspirada en los NTGs, iniciaba una nueva linea de
estudio con nuevos métodos, mas hacia problemas actuales de
parametrizacion delos levantamientos, coligaciones unitariasy espa-
ciosdeKrein. El desarrollo de lasegundadireccién fue precedida por
algunos trabajos de Arocena-Cotlar donde se gjustaban cuestiones
comenzadasen el trabajo de Arocena-Cotlar-Sadosky. En particular se
extendio el teoremade dilatacion de Naimark aNTGsy se puntualizé
guetambien el teoremade Nehari eracorolariodel TBG. El hecho que
el TBG conteniaaNehari planteaba dos problemas béasicos: aclarar la
relacion del TBG con N-Fy extender la parametrizacion de A-A-K al
TBG.

En un trabgjo de Arocena-Cotlar seintentd unaparametrizacion delas
medidas en el TBG, (cf. North Holand Math. Lib. 34, 1985), pero de
un tipo muy diferente del A-A-K. Otro intento de generalizar €l
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teorema de Sarason tampoco conducia a la direccion deseada.
Sorpresivamente, Arocena, logré resolver ambos problemas bésicos:
en Publ. Math. d’Orsay 1983, é elabor6 con técnicas nuevas una
generaizaciéndelaformuladeA-A-K aBTGs,y enlntegral Equations
and Operator Theory 6 (1983) mostré quetodointerlace en el teorema
de N-F esta determinado por un NTG p.d., a valores operadores,
asociado, lo que conducia a la tesis deseada: el N-F quedaba asi
incluido como corolario del TBG. Lademostracion de Arocenaunifi-
cabalosteoremasdeNagy y N-F, ademés conteniaunaideaimportante
gue Arocena perfecion6 mas tarde y que Foias 'y Frazo Ilamaron el
acoplamiento de Arocena (o la proyeccion de Arocena) que fue
analizado en detalle en € reciente tratado de estos autores sobre €l
teorema N-F. En un trabajo en Journal of Functional Analysis 1986,
Arocenavincul6 lateoriade NTGs p.d. con lade sistemas linealesy
sistemas Lax-Phillips, y en una publicacién de laUniversité d’ Orsay
presentd estas ideas en forma mas detallada y con varias nuevas
contribuciones sobre el teorema de Naimark, lamatriz de Heisenberg
y otrostemas. El trabgjo atrajolaatenciondeM. Kreiny deArov, y este
ultimo le envid una separata de una comunicacion alos Dokladi sobre
una nueva teoria iniciada por Arov y Grossman sobre matrices de
scattering y extensiones unitarias de isometrias que tenia puntos de
contacto con lasideas de Arocena. Arocenaenfocd también el trabajo
de Arov-Grossman con sus métodos y orientd a grupo de Caracas
hacialateoriadecoligacionesy lateoriade Arov-Grossman. Al mismo
tiempoinicio unaprofundateoriageneral de NTGs, quellamdé nicleos
TKC (Journal of Operator Theory 1989). A principios de 1987
Arocenaregresd a Uruguay parareconstruir junto a otros cientificos
uruguayos launiversidad del Uruguay destruida durante la dictadura.
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Desde entonces publicé varios trabajos importantes, siempre con
nuevas ideas, sin repetirse, sobre parametros de Schur, extensiones
unitariasdeisometriasy otrostemas(ver por . Dekker LecturesNotes
1992; Journal of Operator Theory 1989; Operator Theory: Advances
and Applications 1989; Revista UMA 1988, 34; ibid 1991).

Como yase menciond, Leon sugirio conexionesdel TBG conlateoria
de predicciény procesos gausianos. Enun articulo de Arocenay Leon
se extendié a los NTGs la prediccion de Wiener-Kolmogorov que
como se sabe esta rel acionada alos sistemas de L ax-Phillips mencio-
nados mas arriba. Luego Ledn sugirié extender a los NTGs un
resultado de Lewis-Thomas referente a los sistemas Lax-Phillips
particularesasociadosadil atacionesde Nagy (ver laslineasquesiguen
al teoremadeNagy): tal essistemas se caracterizan por un ruido blanco
gue satisface unaecuaci én de L angevin que aparece en el Movimiento
Browniano.

Una generalizacion de este tipo fue indicada en un trabajo de Cotlar,
Ledny C. Pereyra (Acta Cientifica Venezolana 1987), donde ademas
lateoria de NTGs fue enfocada mediante una variante del método de
funcionalesdirectoresde Krein-Langer y los deaarrollos en funciones
propias mencionados al comienzo de esta exposicion.

Por otra parte un sistema de L ax-Phillips puede pensarse como un par
de representaciones de | as relaciones de conmutacion de laMecanica
Cuéntica en un mismo espacio de Hilbert, y ladilatacion de Naimark
conduce a una generalizacion de tales representaciones, |lamadas
sistemas covariantes, asi como a una generalizacién correspondiente
de sistemas Lax-Phillips. En un trabajo de Arocena, Cotlar y Ledn
(Aspectsof Math. and App. Elsevier Science Pub. 1986) seobservaque
todo NTG p.d., a valores operadores, origina un tal par de sistemas
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covariantesy segeneralizalarepresentaci én de Lax-Phillipsmediante
lafuncién de Heisenberg atales pares. En € mismo trabajo se enfoca
desdeel punto devistadesistemascovariantesunaversiondel teorema
deL evy-KinchineparanucleosNTGs. Otro enfogueal gebrai co deeste
teorema, para nucleos Toeplitz operadores y nacleos de Hankel, fue
dado por M. Moran en su tesis de maestria.

M. D. Moran estudia problemas de parametrizacion y el método de
«choice sequences». En su tesis doctoral abordd el problema de
enfocar laparametrizaci on de Arsene-Ceausescu-Foiasdeloslevanta-
mientosde N-F mediantelateoriadelosNTGs. En estetrabajo Moran
logré unanueva demostracion simplificadade dicha parametrizacion,
con nuevos refinamientos, combinando la construccion de Arocena
con a gunosresultadosanunciadospor Arov-Grossman sobrematrices
de scattering en lateoria de extension unitaria de isometrias. Aclare-
mos que en el TBG, como en muchos problemas de momentos, las
soluciones del problema estan en correspondencia biunivoca con las
extensiones unitarias de ciertaisometria. Su trabajo fue publicado en
el Jour. Math. An. App.(1987) cuando aln no se conocian las demos-
traciones de la nota de Arov-Grossman, y Moran dio demostraciones
independientes de al gunos resultados de estos autores. Unos dos afios
mas tarde Arov y Grossman publicaron una exposicion detalada 'y
ampliadade su notaprecedente, citando |as demostracionesde Moran.
Al encarar versionesdos-dimensionales, o dos-parametricas, del TBG
0 de problemas de momentos, se presenta € siguiente problema:
¢cuando dosisometrias dadas admiten extensiones unitarias definidas
en un mismo espacio Hilbert y conmutantes?. En casos particulares,
condiciones necesarias y suficientes, para que este problema tenga
solucion, fueron obtenidasenformaindependientepor A. Koranyi y R.



Arocena (Journal of Operator Theory 1989). En varios trabajos de
Moran (ver Journal of Operator Theory 24, 1990, Proceedings
Timisoara 1992) profundizados en dos trabajos recientes (UCV, Fa-
cultad de Ciencias 1993, ibid 1992) se dan clasificaciones
parametrizadas de todas aguell as extensiones de pares de isometrias.
Hace unos meses Moran tuvo varias conversacionescon Arov sobreel
tema, y € laaentd aseguir en esta nueva e importante direccion. En
un reciente trabajo de Moran en colaboracion con S. Marcantognini,
presentado a la Conferencia sobre Teoria de Operadores en Viena,
estos resultados se extienden a espacios de Krein: se dan condiciones
necesarias y suficientes para que dos isometrias en un espacio Krein,
cuyos espacios de defecto son de Hilbert, admitan extensiones unita-
rias conmutantes en un espacio de Hilbert, y se da unadescripcion de
todas las extensiones, con condiciones de unicidad.

En trabgjosde MariselaDominguez selogran progresosen losproble-
mas de prediccion de Hel son-Szegd, Hel son-Sarason e [ brahimov, asi
comoenel T.B.G., enel caso deR. En €l trabajo de Arocena-Cotlar-
Sadosky estos problemasfueron considerados sdlo paramedidasdeT.
Los problemas de prediccion en R fueron tratados en € libro de
Ibrahimov y Rosanov pero alin quedaban algunos puntos oscuros. En
unacartaaArocena, | brahimov sugeriaque el método de NTGs podia
ayudar aaclarar estos puntos. M. Dominguez extendi6 en primer lugar
el TBG para medidas finitas en R y dedujo como corolarios a los
teoremasdeHel son Szeg6 - Sarasonen R, y ademésdi 6 respuestaauno
de los problemas de Ibrahimov: caracterizé |os procesos linealmente
completamente regulares 'y dio condiciones necesarias y suficientes
paralavelocidad de convergenciadel coeficiente de maximacorrela-
cion, es decir, del coseno del angulo entre e pasado y e futuro
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adelantado. Estos resultados se pueden ver en Revista Brasileira de
ProbabilidadeeEstatistica 1989y Sudia Mathematica 1990. Con esto
guedd aclarado el caso de medidasfinitasen R. Luego M. Dominguez
extendio en Journal of Multivariate Analysis 1992 sus resultados a
medidasu de orden menor o igual que b, es decir, tales que

u/ (x2 + 1)v2 esfinita, dando ademas versiones con funciones enteras
de tipo exponencial (en vez de trigonométricas) en el caso de b = 0,
usando ideas de Hayashi sobre las que le [lamé la atencién Sarason.
Aclaremos que el teoremade H-SenR dicequeunau T A, esdela
formaexp(u+v)dt,conu,v 1 L¥,7é&vié <p/2,loqueporunteorema
de Zygmund implicaqueéexp(u+Vv)&(1+x2)1 L', paraaginpl (1,
¥), Y en particular mes de alguin orden finito b; pero esto no aclaraba
larelacion de b con T éui éy 1évi & En cambio en los trabajos de M.
Dominguez se dan versiones con control sobre el orden deu. Por otra
parte, ensutesi sy enlostrabaj ospresentadosen Jour nal of Multivariate
Analysis (1989), Proceedings of the International Symposium on the
Mathematical Theory of Networ ksand Systems(1989), M. Dominguez,
introdujo una nuevay fina técnica en la teoria de medidas a valores
matrices, basada en la equivalencia de dos nociones de positividad
débil decuaternasdetal esmedidas. Estatécnicaesaplicadaluego para
extender sus resultados sobre prediccidn aprocesos multivariadosy a
generalizaciones correspondientes delosteoremas de H-S-Sacaracte-
rizando la densidad espectral de procesos gaussianos estacionarios
fuertemente mezclantes. Més alin, en el caso escalar es sabido que €l
teorema de Helson-Szegd es corolario de un teorema de Widom-
DevinatzquedacondicionesdeinvertibilidaddeoperadoresdeToeplitz
T; con & é=1 (por definicion T+(f) = P(f f) dondef I H?y Pesla
proyeccion de L? sobre H?). En Operator Theory: Advances and



Applications (1991), M. Dominguez extiende este teoremaasistemas
de operadores de Toeplitz en términos de medidas matriciales débil-
mente positivas, usando sus resultados anteriores. Nikolski y Sarason
se interesaron en estos trabajos y De Wilde observd que esta teoria
matricial podriainteresar también a algebristasy sugirié redactar un
articulo sobreel temaparaunarevistaded gebra. Enparticular, conlos
trabajos de M. Dominguez que aclaran y generalizan la extensién del
TBG aR paramedidas finitasy no finitas, lateoria de NTGs. queda
puesta sobre bases firmes en losgrupos T y R.

Un perfeccionamiento de lateoriaNTG en R de otro tipo fue logrado
por R. Bruzual, al extender el teoremade KreinaNTGsYy profundizar
lanocion de NTG. En primer lugar Bruzual aclaré €l problemade la
posibilidad de extender el teorema de H-S a la recta discreta Z,
mostrando que este problema esta ligado a teorema de extension de
Kreiny que no existen medidas m en Z tales que latransformada de
Hilbert acttie en L?(u ). Ademés, inspirado en el teoremade Arocena,
Bruzual mostr6 que también propiedades de conmutaci on que presen-
tan los operadores subnormales y casi normales originan NTGs p.d.
Por otra parte, como es sabido que el teorema de Bochner en R es
equivalente al teorema espectral de Stone sobre grupos unitarios,
Bruzual se pregunt6 si €l teorema de extension de Krein, méas general
gue el de Bochner, no es corolario de una generalizacion correspon-
dientedel teoremade Stone. En sutesisdoctoral, publicadaen Integral
Equations (1986), se muestra que efectivamente el teorema de Krein
es corolario de una generalizacion del de Stone a semigrupos locales
de isometrias. El concepto de semigrupos locales, introducido inde-
pendientemente por Bruzual, fue considerado antespor algunosfisicos
y por Nussbaum parael caso de operadores simétricos, y por Langer y
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Grosman para isometrias. M. Krein, ya enfermo, se interesd por €l
trabajo de Bruzual y recomendd especia mente su publicacion.

De esta maneralos teoremas de Stone y de Krein quedaron incluidos
enel TBG,y el teoremadeKrein generalizado aNTGs. Recientemente
Friedrichsunifico losresultadosde Bruzual con conocidasgeneraliza-
ciones vectoriales del teoremade Krein, y en particular incluy6 asi el
TBG en R paranucleos escalares en el teoremade Krein paranucleos
matrices. En un trabajo publicado en Acta Cientifica Venezolana,
comentado por Berezanski en Mathematical Reviews, Bruzual genera-
liz6 su método de semigruposlocales en lalinea de Krein-Berezanski
y como aplicacion obtuvo una version de la generalizacion de L.
Schwartz del teorema de Bochner aNTGs, 0 seaparaNTGs distribu-
ciones. En un trabgo reciente de proxima aparicion en Integral
EquationsBruzual obtuvo consumétodo importantesresultadossobre
la extension del teorema de Krein a dos dimensiones, que incluye a
teoremas anteriores de Livshitz y Berezanski. En un trabajo en
colaboracion con S. Marcantognini (ver mas abajo) 1os semigrupos
locales de isometria se extienden a espacios de Krein.
S.Marcantognini, conocedora de las técnicas de espacios de Krein,
promovio junto con Arocenalaconexion delosNTGs con espaciosde
Kreiny con lateoriade coligaciones. En cierto modo, sustrabajos se
inscriben en el marco de un amplio proyecto que tiene por objetivo
mostrar que el teorema de dilatacion de Naimark y sus extensiones
permiten un enfoque unificado de diversos tépicos de la teoria de
operadores. Si un operador T de un espacio de Hilbert H tiene una
dilatacion unitaria U en un espacio H' E H entonces debe ser ||T|| £ 1.
Sinembargo Ch. Davismostré queains |[T||<I, T tieneunaextension
unitariaenunespaciodeKreinquecontieneaH. Ensutesisdemaestria



y en Acta Cientifica Venezolana 37 (1986), S. Marcantognini presenta
una nueva demostracion de este teorema con técnicas originales,
basada en una generalizacién de Arocena del teorema de Naimark, y
ademés da criterios para que € operador unitario admita un par
fundamental de subespacios invariantes uniformemente definidos. El
siguiente paso en larealizacion del proyecto propuesto es dado en su
tesisdoctoral sobrecoligacionesunitariasdeoperadoresen espaciosde
Krein publicada en Integral Equations and Operator Theory 13
(1990), donde &l teoremade Naimark se usacomo herramientabasica.
En este trabagjo se consideran funciones q(z) a valores operadores,
definidas, analiticas y uniformemente acotadas en e disco unitario
abierto del plano complgo, y se demuestra que ellas pueden ser
realizadas como funciones caracteristicas de coligaciones unitarias de
operadores en espacios de Krein. Se demuestra ademas que cada
funcion q(z) es la funcion caracteristica de la dilatacion unitaria
minimal del operador basico delacoligacién. En el trabajo en col abo-
racion de S.Marcantognini con R. Bruzual, (Local SemigroupsinIIk
gpaces and Applications to Related Continuation Problems for k-
indefinite Generalized Toeplitz Kernels, Integral Equations and
Operator Theory 15 1992) se muestra que todo nucleo de Toeplitz
generalizadok -indefinidoen[-a,a], (O<a<¥; k <¥), puedeextenderse
aunnucleodeToeplitzgeneralizado x-indefinido, definidoenlaentera
rectareal. El resultadoseobtienepor el métododenticl eosreproductores
aplicando ciertos resultados de la teoria de semigrupos locales de
operadores. Conjuntamentecon A. Dijksma, M. A. Dritschel y H.S.V.
de Snoo, en The Commutant Lifting Theorem for Contractions on
Krein Spaces, Proc. XIV Conf, on Oper. Theo. Timisoara, Rumania,
Operator Theory: Advances and Applications 61 (1993), se presenta

69



70

una demostracion del teorema de levantamiento del conmutante para
contracciones en espacios de Krein. EIl método de demostracion
consisteen asociar alosdatosdel problemaunaisometriaV que actia
en un espacio de Krein, de manera que cada extension unitariade V

produce un levantamiento contractivo del operador de enlace. Méas
aln, sedemuestraquel oslevantamientoscontractivosen el teoremade
levantamiento del conmutante estan en correspondencia biyectiva, a
menos de isomorfismos, con las extensiones unitarias de V. Otra
demostracion del teorema de levantamiento del conmutante para
contracciones en espacios de Krein esta dada por e método de
«couplings» en The Commutant Lifrting theoremin the Krein Space
Setting; a Proof based on the Coupling Method, Indiana University
Math. J. 41(1992). Generalizacionesdel teoremadelevantamientodel

conmutante en el marco de los espacios de Krein en el caso que €l

operador de enlace es una «cuasi contraccién» han sido abordadas en
un trabaj o conjunto de Marcantognini, Arocena, Azizov y Dijksma(A
Lifting Problem, preprint). Recientemente ha sido sometido para su
publicacion un trabajo de Marcantognini, Dijksmay de Snoo (A Shur
Type Analysis of the Minimal Unitary Hilbert Space Extensions of a
Krein Space Isometry whose Defect Subspaces are Hilbert). Alli el

estudio de las extensiones unitarias de una isometria que actlaen un
espacio deKrein serel acionan con extensionesisomeétricasde un paso,
pardmetrosdeSchur,momentosy matri cesdescatteringconsubespaci os
de escala. Los resultados se aplican a problema de describir los
levantamientos contractivosen €l marco del teoremadelevantamiento
del conmutante. Finalmente, como ya se mencion6 en un trabajo de
Marcantognini con Moran, se estudia cuando dos isometrias dadas en
un espacio de Krein admiten extensiones unitarias conmutantes en un



espacio de Krein més vasto, y se han dado parametrizaciones de las
soluciones en casos particulares.

Pedro Alegria introdujo un nuevo método constructivo de
parametrizacion de las extensiones unitarias de una clase general de
isometrias con indices de defecto finitos. Las representaciones del
TBGy de sus diversas extensiones son proporcionadas por las exten-
sionesunitariasdeciertasisometriasasociadas, y laclasedeisometrias
tratada por Alegria abarca a todas estas y otras que se presentan en
situaciones vinculadas al TBG. Su método da una nueva formula de
parametrizacion delasrepresentacionesdel TBGen T, y en particular
del teorema de Nehari, de un tipo diferente de las de Arocenay de A-
A-K; sin embargo estas Ultimas se deducen como corolarios de la
formula de Alegria. La formula de Alegria es mas proxima a las de
Nevanlinnay Riesz del problema clasico de momentos de potencias
(en vez de momentos trigonométricos) pués se basa en € uso de
sucesiones de polinomios asociados a problema, definidos en forma
recurrente. Enel casodeNTGs K ~(bij)  dondebi2 tomaun nimero
finito n de valores no nulos, la formula de Alegria conduce a un
algoritmo de Schur que permitereducir € problema paraun n general
aun numero finito de problemasconn=1, y en cadapaso el dato esun
pardmetro tipo Schur que depende en forma recurrente de los datos
precedentes. Enel caso particul ar del teoremadeNehari, estealgoritmo
produce |os parametros clasicos de Schur. El teorema de Nehari esta
vinculado aladesigualdad lacunar de Paley queasu vez estavinculada
al teoremade Grothendieck. En el caso lacunar del teoremade Nehari,
laférmulade Alegriaconduce aun nuevo tipo de pardmetros de Schur
gue forman una matriz triangular. El método de Alegria combina un
teoremadeChumakinconunaideadeM. Morany permiteparametrizar
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las representaciones del TBG biparamétrico probado por Cotlar y
Sadosky, asi comodar unalgoritmo Schur parael Nehari biparamétrico.
L os principales resultados de esta teoria estan expuestas en la tesis
doctoral de Alegria (Universidad del Pais Vasco 1992) y en dos
trabajos de proxima aparicion en Math. Nachr (ver también Acta
Cientifica Venezolana 39, 1988).

Como yadijimos, después del trabajo de Arocena-Cotlar-Sadosky, €l
estudio delos NTGs se ramifico en dos direcciones. unarepresentada
por 10os trabajos que acabamos de resumir y otra por los de Cotlar y
Sadosky realizados en encuentros periddicos en Washington. Los
trabajos de Cotlar-Sadosky fueron resumidos en Operator Theory,
Advances and Applications 58 (1987) y en Analysis at Urbana 11
CambridgeUniv. Press (1989),y noseran consideradosaqui. Sélodiré
queellosextiendenel TBGalosgruposT"y R", a espacio simpléctico
C, asistemas de Lax-Phillipsy alevantamientos condicionales, entre
otrostemas. Como se ve, de los resiimenes que preceden, los trabajos
realizados en el seminario delaUCV tienden aampliar su campo de
estudio sin perder lazos con los NTGs. Ultimamente, un importante
desafio paraunamayor amplitud delostemastratadosen el seminario,
se produjo con la participacion de Wilfredo Urbinay Alfredo Octavio
en las reuniones del mismo. Los trabajos de estos dos investigadores
no tocan los NTGs pero tratan temas de las mismas areas donde se
ubican los problemas descritosaqui. Urbinaesunadelas personasque
mas promueve, en Venezuela, € interés por € estudio de temas
relacionados con | as generalizaciones multidimensionalesdelatrans-
formada de Hilbert, [lamadas de Riesz. En efecto, él trabaja en dos
frentes: en lastransformadas de Riesz y en procesos estocasticos, Sus
investigaciones tratan temas comunes a estas dos teorias, donde €l



obtuvoimportantesresultadossobrelaacotacion delatransformadade
Riesz en LP (@), gxla medida de Gauss (ver sus trabajos. Sngular
Integrals with respect to the Gaussian measure, Scuola Norm. Sup.
Pisa, IV vol XVII, 4 1990. Estimates for the Maximal Operatos of the
Ornstein-Uhlenbeck semigroup, con C.Gutiérrez, por anarecer en
Proc. AMS y Elementos de Analisis Armonico Gaussiano, UCV,
Facultad de Ciencias 1992). Las propiedades de invariancia que se
presentan agui, ya no son respecto de los shifts o traslaciones, sino
respecto del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck. Seria importante
saber si aqui no habria unateoriasimilar al método de representacion
deKreiny problemas parecidos alos descritos en el presente articulo.
El amplio eimportante campo de trabajo de Alfredo Octavio se ubica
en el calculo funcional originado por lateoriade Nagy-Foias. Octavio
trataversiones multiparamétricas, y a gunos de susresultados podrian
tener relacion con los los problemas n-paramétricos abordados por
Cotlar-Sadosky y M. Moran para €l caso del TBG y la extension de
isometrias. Es de esperar que en un futuro proximo aparezcan
interacciones de estetipo. En efecto, el trabajo matematico de Octavio
concierne principalmente, Algebras Duales generadas por tuplas de
contracciones que conmutan entre si, las cuales acttan en un espacio
de Hilbert separable, complejo einfinito dimensional. Por tanto, tiene
gue ver con lasrecientestécnicas desarrolladas paraestudiar tuplasde
contracciones y, particularmente, con el espectro conjunto, calculo
funciona y funciones analiticas en varias variables. El interés es
demostrar laexistencia de subespaciosinvariantes comunes no trivia-
les. Su trabajo seinicid con una construccion de un calculo funcional
para pares con propiedades especiales que conciernen su medida
espectral conjunta. Luego estudia las propiedades de este calculo
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funcional. En particular, demuestra que aungue el espectro conjunto
sea «grande» (i. e. contenga el toro bidimensional), es posible que el
calculo funcional, que no es méas que un homomorfismo de agebras
entreel a gebradefuncionesanaliticasenel bidisco(productocartesiano
dedosdiscosunidad) y el algebrade operadoresacotadosen un espacio
de Hilbert, tengaun kernel no trivial. El caso del célculo funcional no
isomeétrico es muy poco entendido incluso actualmente. Junto con los
mateméticos polacos Marek Ptak y Marek Kosiek, estudi6 pares de
contracciones cuyo espectro conjunto esmucho masrico; en este caso,
el calculo funcional esunaisometria. En dos casos distintos se probd
gueel dgebrageneradapor el par esreflexiva, y por tanto el par posee
«muchos» subespacios invariantes comunes no triviales. El primer
caso es cuando uno de los miembros del par tienelapropiedad CO. El
otro tiene que ver con propiedades de diagonalizacion delas extensio-
nes coisométricas del par.



