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Extensiones Toeplitz Acotadas de Formas Hankel
Acotadas Definidas en un Sistema de Scattering
Algebraico Discreto.

S. A. M. Marcantognini* M. D. Moréanf

En 1.987, M. Cotlar y C. Sadosky, definieron las nociones de Sistema de
Scattering Algebraico (SSA) y forma de Hankel en dicho sistema, (cfr. [C-S1],
[C-S2], [C-S3]), siendo el primero una generalizacién del Sistema de Scattering
de Adamjan-Arov (cfr. [A-Aro]), asf como también del Sistema de Lax-Phillips
(cfr. [L-P]).

En este trabajo parametrizamos las extensiones Toeplitz acotadas de una
forma Hankel acotada definida en un SSA, por una bola de funciones analiticas
contractivas a valores operadores entre dos espacios de Hilbert. Este resultado
proviene del hecho que toda forma Hankel acotada definida en un SSA genera
una isometria en un espacio de Hilbert y que toda extensién Toeplitz acotada
de la forma antes mencionada genera una extensién unitaria minimal de dicha
isometria. Finalmente damos otra demostracién del teorema de levantamiento
del conmutante de Foias-Frazho (cfr. [F-F1], [F-F2]).

Queremos resenar que los resultados que aqui se obtienen se pueden gene-
ralizar para formas de Hankel acotadas definidas en SSA biparamétricos (cfr.

[C-S3)).

Definicién. Un Sistema de Scattering Algebraico Discreto (SSA) es una cua-
terna [V, W1, W5, Y], donde: V es un espacio vectorial, T : V. — V es un
isomorfismo algebraico y Wi, Wy son dos subespacios vectoriales de V', tales
que Y (W) C Wy y T=H(Wy) C Wa.

Veamos algunos ejemplos de SSA:

1. Sean V el espacio de los polinomios en T (como es usual, T denotara la
circunferencia unitaria), Wj los polinomios analiticos en T, W5 los poli-
nomios antianaliticos en T, ¥ : V. — V, [T (P)](z2) = zP(2), z € T.
Claramente [V, Wy, Ws, Y] es un SSA.
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2. Consideremos a V como L? (R), W = {f €eL?2(R): f(z)=0siz< 0},

Wy = {f €L*R): f(z)=0siz> 0}, donde f es la transformada de

Fourier de f, y (Yf) (z) = f(z)exp(iz). Entonces [V, W7, Wa, T] es un
SSA.

Para i = 1,2, sea V; el minimo espacio vectorial que contiene a Y™ (W;) para
todo n € Z, (nétese que Y (V;) = V;); consideremos B; : V x V' — C sesquilineal
positiva, que verifica

B; (Yf,Yg) = B;i(f,g) para cada (f,g) €V x V.

Dada B° : W; x W5 — C una forma sesquilineal, decimos que es una forma
Hankel definida en el SSA [V, Wy, Wa, Y] si, y sélo si

B (Yf.g) = B°(f.Y'g) para cada (f,g) € Wy x W,

y decimos que B estd acotada por (B1, Bz) v lo denotamos por BY < (B1, Bs)
si, y sélo si

|BY(f,9)| < B? (f,1) BZ (g,9) para cada (f,g) € Wy x Wh.

Nétese que si BY es una forma Hankel definida en el SSA [V, Wy, Wa, Y],
B® < (By, By) y definimos Ey = Wy x Wy, y para cada (f1, f2), (91,92) € Eo

C[(f1, f2),(91,92)] = B1 (f1,91) + B® (f1,92) + B% (g1, f2) + B2 (f2,92) ,

1. e 3 T
resulta que C es una forma sesquilineal positiva y que si Y/ = ( 0 ,(% )

definida en Dy» = Wy x Y~ 'W, y con rango Rys = YW, x W, entonces se
tiene que C'[Y'h,Y'h] = C[h,h] para cada h € Dy . Si definimos para cada
h,l/ € Ey, la relacién h ~ h' < C[h—h' h — k'] = 0, resulta claro que ~ es
una relaciéon de equivalencia y si mg : By — E denota la proyeccién canénica,
obtenemos que la funcién Ty : 7o [Dy/] — 7 [Ry/] definida por Ty (moh) =
mo (Y'h), h € Dy, es una isometria en F. Sin embargo no tenemos garantias
de que E sea Hilbert. Sea H la completacién de F, sabemos que existe una
isometria ¢ : E — H con rango denso, y asi podemos definir una isometria T
en H con dominio Dy =i (Dr,), rango Ry =i (Rr,), y que verifica T (i (f)) =
i (To (f)) para cada f € Dr,. Ademds se puede verificar ficilmente que si X =
imog (W1 x {0}), y Y = imp ({0} x W), entonces

XCDyr, T(X)CX,YCRy, THY)CY.

Noétese que en esta observacién vimos como asociar naturalmente a una
forma de Hankel acotada definida en un SSA un espacio de Hilbert y una
isometria en él definida.
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Dada B : V; x Vo — C una forma sesquilineal, decimos que es una forma
Toeplitz si, y sélo si

B(Yf,Tg) =B(f,g) paracada (f,g) € Vi x Va, (1)

y decimos que B esta acotada por (Bi, Bs) y lo denotamos por B < (Bj, Bs)
si, y sélo si

B (f,9)| < B (. f) B2 (9,9) para cada (f,g) € Vi x Va. (2)

Finalmente, decimos que B es una extensién acotada por (Bi, B2) Toeplitz
de la forma de Hankel B si, y sélo si se verifican (1), (2) y ademas B |w, xw, =
B,

De la misma forma que le asociamos un espacio de Hilbert H y una isometria
en H a una forma de Hankel acotada definida en un SSA, lo hacemos con la
forma de Toeplitz acotada por (Bi, Bz) definida en V; x Vi, obteniendo un
espacio de Hilbert F' y un operador U que resulta unitario. Ademds, si B es
una extensién de B, resulta f4cil demostrar que U es una extensién unitaria
minimal de T (i.e., F' contiene a H como subespacio cerrado, F = \/, ., U™ (H),
U es un operador unitario que extiende a T'). Més atin, la relacién que a cada B
extensién de B® Toeplitz acotada por (B1, Bz) le asocia una extensién unitaria
minimal de T' es una biyeccién. Asi, usando el modelo de Arov-Grossman (cfr.
[Aro-G]), el conjunto de las extensiones de B, definidas en Vi x Va, Toeplitz,
acotadas por (B, By), denotado por BY, puede ser descrito por la bola de
funciones analiticas contractivas a valores operadores en L (H © Dy, H © Rr),
definidas en el disco unitario abierto D, que indicamos B(H © D, H © Rr)
(e BHoDr,HSRy)siysblosif: D — L(HeDr,HSRy), 0(2) =
52528 (n) , con O (n) € L(H & Dy, H S Ry) y supj, < 10 ()] < 1),

Teorema 1  La funcién ¥ : B(H © Dy, H © Ry) — B?

oxt definida por ¥ (0) =
B si, y sélo si B € ngt y B (wl,T (I - zT)_l wg) =

(im (w1,0),[TPpy +0(2) Pucny] (I = 2 [[Poy +0(2) Puep,)) " im (0.w2))

es una biyeccion. O

Como consecuencia inmediata tenemos que BY, # (), pues la funcién 0

pertenece a B (H © Dy, H© Rr) . Una nueva aplicacién es otra demostracion y
parametrizacion de las soluciones de una versién del teorema de levantamiento
del conmutante (cfr. [F-F1], [F-F2]).

Antes de enunciar el teorema aclararemos un poco algunos conceptos. Sean
H un espacio de Hilbert y T' € L (H) una contraccién (||T']] < 1), entonces
existen un espacio de Hilbert K (respectivamente G) que contiene a H como
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subespacio cerrado y un operador V isométrico en F' (respectivamente U oper-
ador unitario en G) tales que:

PEV™ |y = T" paracadaneN
(respectivamente PSU™ |z = T" paracadan € Z)y

K = {7‘/” (H)
n=0

(respectivamente G = \/ U"(H)).
nez

V es llamada dilatacién isométrica minimal de T (y U es llamada dilatacién
unitaria minimal de V).

Teorema 2  Sean Ei, Fy espacios de Hilbert, Ty € L(E1) una isometria,
T, € L(E3) una contraccion y Vo € L(Ks3) su dilatacion isométrica minimal.
Dados X € L (E1, E2) tal que To X = XTy y o un nimero real tal que o > || X||,
entonces existe Y € L (Eq, Ka) tal que VoY =Y Ty, con||Y|| <oy Pg;Y =X.

Demostracion: Para i = 1,2, sea U; € L (G;) la dilatacién unitaria minimal
de T;. Al problema enunciado en el teorema le asociamos el siguiente SSA:
0 1r-n U 0
V= Gix Gy, Wy = By x {0}, Wa = {0} x VLo Uy ™ (B2), T = (F
Para i = 1,2, definamos las formas B; : V x V — C por B; ((g1,92),(97,9%)) =
¢i (9i, 95) G, con ¢ = 02, ca = 1. Es claro que ambas son sesquilineales positivas
y
B;i (Yf,Tg) = Bi(f,9) para cada (f,g) €V x V.

Ademss, si BY : W; x Wy — C estd determinada por B° ((e1,0),(0,92)) =
(Xeq,ge), resulta una forma sesquilineal Hankel definida en el SSA y que estd
acotada por (By, B2) . Demostramos que

a:BY, — {Y € L(E\, Ky): VoY = YT, ||Y]| <oy PEY = X}

determinada por « (B) =Y & Y € L (E1, K»), (Yer, k) = B((e1,0), (0, k2))
es una biyeccion. Asi, ademés de demostrar el Teorema 2, podemos, usando el
Teorema 1, parametrizar las soluciones.

Finalmente, la parametrizacién resulta mas elegante al ver que H © D y
H & Ry son isométricamente isomorfos a D @ Drp, ©{D%h ® D, Xh: h € E1}
y D% © D11 E; donde:

1
D% = (02— X*X)* (Ey), D% = (0> — X*X)*

1 1
Dy, = (I-TiTh)?(Ey), Dp=(I—TiTy)".

2

O
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Otro ejemplo donde se aplican los SSA es en la demostracién del siguiente
teorema:

Teorema 3  Sean Ei, Fy espacios de Hilbert, Ty € L(E1) una isometria,
T, € L(E3) una coisometria (i.e: Ty es una isometria), Lo subespacio cerrado
de Eo, Ty (Lo) C Lo. Si X € L(E1, L) es una contraccion tal que Pf;’TgX =
XTi, entonces existe Y € L (Eq, Es) tal que TbY =YT) y PE:Y =X.

Demostracion: Para i = 1,2, sea U; € L (G;) la dilatacién unitaria minimal
de T;. Al problema enunciado en el teorema le asociamos el siguiente SSA:
V:G1XG2,W1 =E1X{O},W2 = {O}X\/ZOZOUQ_H(LQ), T= < %1 82 ) .
Para i = 1,2, definimos las formas B; : V x V — C por B; ((91,92) . (¢1,95)) =
(94, 95) @, Es claro que ambas son sesquilineales positivas y

B; (Y f,Yg) = Bi(f,g) para cada (f,g) € V x V.

Ademss, si BY : Wy x Wy — C estd determinada por B° ((e1,0),(0,92)) =
(Xeq,g2), resulta una forma sesquilineal Hankel definida en el SSA y que estd
acotada por (Bj, By). Se demuestra ficilmente que si B € Bl y definimos

(Yey,ea) = B((e1,0),(0,e2)), entonces Y € L(Ey, E2), Y =YTy,||Y] <1
y P2y = X. O
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