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1 Introduccion

Lo que hemos dado en llamar Anélisis Armoénico Gaussiano consiste en conside-
rar las nociones usuales del Analisis Arménico clasico, que estan formuladas en
el espacio de medida de Lebesgue (R%, B(R?),m), en el espacio de probabilidad
(R?, B(RY),vq), donde v4(da) = —i7 e~ 171" dz es la medida de probabilidad de
Gauss en R?. Esta drea ha tenido un importante desarrollo en los tltimos 15
anos y es sobre este desarrollo que queremos dar cuenta en el presente trabajo.

Las motivaciones para el estudio del Andlisis Armoénico Gaussiano son di-
versas. Por una parte, surgié como mero desarrollo teérico de extender, a otras
expansiones con polinomios ortogonales, los resultados conocidos para las series
de Fourier, es decir, para la base trigonométrica. Es asi como surgen primero
el trabajo de E. Stein y B. Muckenhoupt [35] y luego los articulos seminales de
B. Muckenhoupt [30],[31] y C. Calderén [5].

Existen otras motivaciones para el estudio del Andlisis Arménico Gaussiano;
una de ellas es el estudio de la regularidad de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales estocasticas mediante el Célculo de Malliavin; otras son las considera-
ciones, provenientes de la Mecanica Cudantica, sobre el grupo de Heisenberg.
Sin embargo, el presente trabajo no pretende discutir estas otras motivaciones
sino aquellas estrictamente relacionadas con los desarrollos en polinomios de
Hermite.

En el articulo de 1965 [35], E. Stein y B. Muckenhoupt desarrollan un
Anélisis Arménico para desarrollos en polinomios ortogonales no trigonomé-
tricos en el caso de los polinomios ultraesféricos (de Gegenbauer) *, {C2}. En

'Los polinomios ultraesféricos {C(z)} son un sistema ortogonal completo en [—1,1]
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ese caso, Stein y Muckenhoupt obtuvieron, para dichos polinomios, las nociones
de Integral de Poisson, funcién conjugada, espacios HP, Teoria de Littlewood-
Paley, Teorema de Multiplicadores de Marcinkiewicz y Potenciales de Riesz. Es
decir, que para el caso de los polinomios ultraesféricos, Stein y Muckenhoupt
desarrollaron todas las nociones del Anélisis Armonico clasico en una dimensién.

En cambio, en el Analisis Arménico Gaussiano, como lo veremos a lo largo
del presente trabajo, los resultados son todavia muy fragmentarios para cumplir
el programa anteriormente esbozado. Existen dos tipos de problemas: uno es
obtener todas las nociones anteriormente mencionadas para el caso unidimen-
sional y otro, no necesariamente inmediato, es su generalizacién a dimensiones
superiores.

El presente trabajo es un apretado resumen del trabajo de ascenso pre-
sentado por el autor para ascender a la categoria de profesor titular en la
UCV. Para mas detalles, una bibliografia méas extensa, asi como las pruebas
de prdcticamente todos los resultados remitimos a dicho trabajo [54].

2 Resultados Preliminares: Polinomios y Fun-
ciones de Hermite.

Consideremos, en primer lugar, los polinomios de Hermite. La referencia
obligatoria al respecto es G. Szegd [48].

Recuérdese que los polinomios de Hermite en R, que denotaremos como H,,,
para todo n € N, se definen como los polinomios ortogonales asociados a la
medida Gaussiana 7 (dz) = 7r11/2 e~ 4y y por tanto se pueden obtener de la
base canénica de los polinomios {1, x, 2,2, -} mediante el método de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt, respecto al producto interno en L?(v;). En

forma equivalente {H,} se puede obtener mediante la férmula de Rodrigues

nog2 db 2
Ho(o) = (~1)"e”' (™) paran>1, (1)
xn
y Ho(z) = 1.
La Funcién Generatriz de los polinomios de Hermite es

oo Hn
5 Tl o gz, )
= nl

Debido a que los polinomios de Hermite son los tinicos polinomios que verifican
esta relacion, ella nos sirve para definirlos en forma alternativa.

respecto a la medida dmy (z) = (1 — z2)*dz. H. Pollard probé, en 1948, que sus sumas

parciales convergen en LP(dmy) si y s6lo si %}—1_1 <p< Q—A/\'"—l
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Ademas se puede obtener, directamente de la férmula de Rodrigues para
H, 11 y de la férmula de Leibnitz para el producto, la férmula recursiva a
tres términos para los polinomios de Hermite:

H,1(x) —2zH,(x) + 2nH,_1(x) =0,n > 0, (3)

donde H_;(z) = 0.
Por otra parte, es claro que como ~; es una medida de probabilidad,

[%mwmwwzl

Ademiés, paran > 1
/ Hn(y) 1 (dy) =0,

y para n,m > 1

/ Ho(y) Hon () 11(dy) = 2015 1,

para n,m > 1. La tltima relacién es precisamente la propiedad de ortogo-
nalidad de los polinomios de Hermite respecto a ;. Ademds, los polinomios
de Hermite forman un sistema completo en L?(7y).

A partir de la Funcién Generatriz se puede obtener la Férmula de Mehler,
hallada por F.G. Mehler en 1866 y, segtin Hille [21], “redescubierta por casi todo
el mundo que ha trabajado en este campo”.

i H,(2)H,(y) ., 1 _Mz);?my- )

1—7r

r e
np) _2)1/2
o 2mn] (1—r2)t/

La expresion de la derecha

1 _ 22 4e?) oray 1 _ly=rz2 5
M (2 e T2 =— ¢ 2 ¢
) (1 r2)1/2 (1-r2)i/2

se llama nicleo de Mehler.
Finalmente, es facil ver que las siguientes relaciones diferenciales se verifican

’

H,(x) = 2nH, 1 (2), (6)
H, (z) — 2zH, (z) 4+ 2nH,(z) = 0. (7)

n
Obsérvese que esta ultima relacién es, precisamente, la ecuacién de Her-
mite de orden n, es decir, los polinomios de Hermite son soluciones polinomiales
de la ecuacién de Hermite. Otra forma equivalente de ver esto es decir que H,
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. . ’, . 2
es una autofuncion del operador oscilador arménico %% — m%,
autovalor —n.
H,(z)

Denotaremos por h,(z) = RS al polinomio de Hermite normaliza-

asociada al

do respecto a ; de orden n. Es inmediato entonces que, quizés con diferentes
constantes, los polinomios de Hermite normalizados satisfacen relaciones simi-
lares que las que satisfacen los polinomios de Hermite.

Dada una funcién f € L!(~;) definimos su k-ésimo coeficiente de Fourier-
Hermite como

futb = [ T H ) (dy) = (i), (®)

su desarrollo en polinomios de Hermite
e A~
F=Y" falk)h, 9)
k=0
y su n-ésima suma parcial como
Suf = fu(k)hi.
k=0

Por el argumento usual, se obtiene una representacién integral para las sumas
parciales

Suf@) = [ D)) (an)

donde, por la férmula de Christofell-Darboux, se tiene la siguiente repre-
sentacién del nucleo de Dirichlet-Szegé6 D,

Dy (z,y) = Z hio(@)hi(y) = (n—zi- 1)1/2 hn+1(l‘)hn(yq); : Zn(x)hn_,_l(y). (

k=0

10)

Se puede probar (aunque la demostracién no es totalmente trivial) que los
polinomios de Hermite son densos en LP(7,4), para 1 < p < oo. Sin embargo,
H. Pollard [40], observando que los polinomios de Hermite pueden considerarse
como un caso limite de los polinomios ultraesféricos, demostré que S, f converge
en LP(v1), es decir,

/OO [Snf(x) = f(2)[Py1(dz) — 0,

si y sélo si p = 2, que es el caso evidente debido a la Teoria de Espacios de
Hilbert.
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Recuérdese que la condicién de convergencia en LP(~y;) de las sumas parciales
es equivalente, por el principio de acotacién uniforme, a la acotaciéon en LP(~yq)
de las mismas:

1S llpy < Cpllfllp- (11)

Posteriormente, R. Askey y S. Wainger [3] probaron que

1(Snfe™= /2], < Cpll fe== /2|, (12)

si 4/3 < p < 4. Se puede ver facilmente que este resultado de Askey y Wainger
remite, de manera natural, al estudio de desarrollos en funciones de Hermite.

Vale la pena recalcar que es precisamente generalizando el resultado de Askey
y Wainger, para pesos mds generales que e~/ 2. cuando Muckenhoupt [32], [33]
se ve obligado a considerar pesos para la Transformada de Hilbert, lo que, como
sabemos, es la génesis de su teoria de pesos A,.

El polinomio de Hermite en d-variables de orden o = (a1, an, -+ ,g) €
N?, que denotaremos como H,, se define, para x = (21,22, - ,q) € R%, como
el producto tensorial de polinomios de Hermite unidimensionales, es decir,

Ho(x) = HH(, (w:), (13)

donde H,,(x;) es el polinomio de Hermite de grado «; en la variable x;.

Por tanto, es claro entonces que el polinomio de Hermite normalizado ﬁa
es el producto tensorial de polinomios de Hermite normalizados unidimension-
ales, es decir hq(z) = Hle ha;(x;), donde hq, (z;) es el polinomio de Hermite
normalizado de grado «; en la variable x;.

Debido a la forma como se definen los polinomios de Hermite en d-variables,
es claro que estos “heredan” una serie de propiedades que verifican los poli-
nomios de Hermite unidimensionales. En particular, por su cardcter multiplica-
tivo, la Formula de Mehler en d dimensiones se expresa como
S Fa@ha()r = e T ETEEEE ). (1)
&, T ey e

Dada f € L'(74) definimos, en forma analoga al caso unidimensional, su desar-
rollo de Hermite como

F=3" fu(@)ha, (15)
k=0 |a|=k
donde
fH(a) = f(y)ﬁa(y)')/d(dy) = <f7 }_ia>’m7
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son los coeficientes de Fourier-Hermite.

Ahora bien, si denotamos por Cj, al subespacio cerrado de L?(v4) generado
por {i_ia : |a] = k}, entonces por la ortogonalidad de los polinomios de Hermite,
tenemos que {C}} constituyen una descomposicién ortogonal de L2(7y,4) que se
llama desarrollo en Caos de Wiener o descomposiciéon de Ito-Wiener de
L?(va)-

Consideremos también Jy : L?(v4) — Cj la proyeccién ortogonal de L2(vq)
sobre Cj, claramente Jj, es continua en L?(v4) y podemos expresar el desarrollo

de f € L?(~yq) como
F= Juf.
k=0

Se puede probar, como consecuencia de la hipercontractividad del semigrupo de
Ornstein-Uhlenbeck, que Jj, es continua en LP(4) para 1 < p < oco.
Consideremos en R? el operador de Ornstein-Uhlenbeck

L= %A (@, V), (16)

donde V, = (52,-%,... ,-2).

Ox1 0wy’ """ Omg
Por lo dicho en el caso unidimensional, el polinomio i_ia es una autofuncién de
dicho operador, asociado al autovalor —|a| = — Zle a;, y por tanto el espectro
L?de Les{ --,-2,—1,0}.
Si consideramos el dominio de L,

D(L)={f € L*(va) : y_ K*|Jfl13.,, < o0},
k=0

tenemos la descomposicién espectral de L, para f € D(L)
(oo}
Lf =Y (=k)Jif
k=0

Obsérvese, ademés, que utilizando integracién por partes, dados f,g € S(R?),
la clase de funciones de prueba de Schwartz,

» Vaf(x) - Veg(z)ya(dr) =2 » f(@)(=L)g(x)va(dz). (17)

Esta relacién dice que N = 2(—L) = —A+2(z, V), conocido como el Operador
de Nimero para el Oscilador Arménico de la Mecédnica Cuédntica, es la forma

de Dirichlet asociada a la medida Gaussiana 4. Ademads, esto implica trivial-
mente que (—L) es positivo definido. En forma inmediata, dicha relacién implica



Boletin Vol. V, No. 2, Ano 1998 149

entonces que el operador de Ornstein-Uhlenbeck es autoadjunto en L2(v,), es
decir,

/]R | Lf(@)g(@)yaldz) = g f(@)Lg(x)va(d). (18)

Asi pues L es el “Laplaciano simétrico” en este contexto. Por tanto 74 es
la medida natural para estudiar los operadores asociados a L. Por ejemplo, la
ortogonalidad de los polinomios de Hermite en L?(v4) se puede obtener también
por el hecho ser autofunciones de L.

3 El semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck.

El semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck en R? est4 definido como

1 e~ 2t (lel? 4|y —2e " t(z,y)

Tif(x) = m/wf— e f)raldy)  (19)

= /Rd My(z,y) f(y)dy, (20)

donde My(z,y) = =1z M]?,(z,y), que llamaremos también niicleo de Mehler.

Ademas, tenemos que

Tif(z) = (Wa—e-2t)ja * Hle™'a) = Se—t[Wir—e-2tya * fl(2)
= 5, f (),

donde §, es el operador dilatacién por a, §,f(z) = f(azx), Wi(z,y) =
W@"z_ym“, es el nucleo del calor y {etA}t representa el semigrupo
del calor, que tiene como generador infinitesimal el operador Laplaciano.

Luego, el semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck es una reparametrizacién del
semigrupo del calor precedida de una dilatacién en la variable y, por lo tanto, no
es un semigrupo de convolucion, ya que antes de convolucionar con ntcleos Wy,
debidamente reparametrizados, se toma una dilatacién por e~ en la variable z.
Es por esta dilatacién que ninguno de los métodos utilizados para el estudio de
semigrupos clasicos son, en forma inmediata, aplicables para este semigrupo.

Sin embargo, F. Weissler [57] establece la relacién méas detallada entre ambos
semigrupos. Para 1 < p,qg < oo, t > 0y cualquier ¢ > 0

T, = (Cet)d/27T(1/2p7I/Qq)d(EElq))71Mﬁ5<6[c(17572t)/467t]AMaE&p)7 (21)

donde

_ 1 1 et 5= 1 1 Ce™t
Tl — 2t P C(l _ e*%)’ T 1 —e2t q 1 —e—2t’
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Egp) es el isomorfismo isométrico definido por E&p)f(m) = f(a:)w*dmpe*'””'z/p,

M, es el operador multiplicacién definido por M,, f(x) = ea‘x‘zf(x), y final-
mente J, es el operador dilatacién.

Mediante esta relaciéon Weissler no sé6lo extiende analiticamente al semiplano
Rez > 0 el semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck, dado que el semigrupo del calor lo
es, sino que obtiene informacién adicional sobre continuidad, en ambos sentidos.

—t
. . . _ y—e 'z
Por otra parte, haciendo el cambio de variable u = Wi obtenemos,

T f(z) = # /Rd F(W1—e 2y + eft;v)e*|“|2du. (22)

Mediante esta ultima expresion se ve que el semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck
tiene una extensién natural en infinitas dimensiones, debido a que la medida de
Gauss, a diferencia de la medida de Lebesgue, puede ser definida en espacios de
dimension infinita.

El semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck es un semigrupo, conservativo, simétri-
co, fuertemente LP-continuo de contracciones positivas en LP(v4),1 < p < oo,
con generador infinitesimal L, es decir, en forma precisa:

Teorema 3.1 La familia de operadores {T; : t > 0} satisface las siguientes
propiedades:

i) Propiedad de semigrupo: Para todo t1,ty > 0, Ty, 44, = Ty, Tt, .

it) Propiedad de conservacion y de positividad: T;1 = 1 y si f >0 entonces
vt >0, Tif > 0.

iii) Propiedad de contractividad: Para todot >0 y 1 <p < oo,

T2 fllpra <[]

psYd-

iv) Propiedad de LP-continuidad fuerte: Para todo 1 < p < oo y todo f €
LP(~yq) la aplicacion t — Tif es continua de [0,00) en LP(7q).

v) Vt > 0,T; es un operador autoadjunto en LP(vq), es decir:

/ T, (2)g()val dr) = / F(@)Tg(@)ralde), (23)
Rd R4

en particular, tenemos la propiedad de simetria:

/ T, f () ya(de) = / f(@)valda), (24)
R4 Rd
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vi) El operador de Ornstein-Uhlenbeck L es el generador infinitesimal de {Ty :
t > 0}, es decir:

o Tl = 1
11m P

t—0

=Lf. (25)

Del hecho que L es el generador infinitesimal , tenemos que 7; puede ser
definido en sentido espectral como e'r = e~"=L) y por tanto es claro que

Tihe = e 1Ry, (26)

Mediante la férmula de Mehler se puede ver que T; actuando en una funcién
f € L'(v4) es equivalente a la sumabilidad Abel del desarrollo de Hermite de f,
con r = e~t. B. Muckenhoupt y C. Calderén definieron, ambos en 1969, lo que
llamaron la integral de Poisson-Hermite de esta forma, para el caso d = 1
y d > 1 respectivamente. En esa direccién tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.1 (Calderdn-Muckenhoupt)

i) Si f tiene un desarrollo de Hermite f = >~ Juf, entonces para todo
t >0, T f tiene desarrollo de Hermite

Ef=§3€m%f (27)

k=0

i) Si f € L?(vq4) entonces Y ey e Iy f(x) converge absolutamente a T f (z)
para cast todo x-vq.

i) Para todo 1 < p < 2 existen una funcion en LP(vyg) yt > 0 tales que
Yreoe *Ipf(z) diverge para todo x.

Ademds, si f es una funcién suficientemente regular, w(z,t) = Tif(z) es
solucién del problema de valores iniciales

%(z,t) = Lu,
u(z,0) = f(x).

Por otra parte, {T}} verifica la Propiedad Hipercontractiva, es decir para
l<p<oo, t>0yq(t)=1+e%(p—1)> p, vale que para todo f € LP(vy),
Tif € LD (vq) y

HthHq(t)/m < ||f‘|P7’Yd‘ (28)
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La propiedad de hipercontractividad de {T;} fue probada inicialmente por
E.Nelson, en el contexto de la Teoria Cuédntica de Campos y ha sido extensa-
mente discutida en la literatura. Como probé L. Gross [16], dicha propiedad
resulta equivalente a la Desigualdad Logaritmica de Sobolev:

Para cualquier f € L?(v4) con V£, en sentido débil, en L?(y4) se cumple

[ 1f@Pog|f@hatde) < 5 [ 1V#@Pu(d0) + 1718, 081120,
R4 R4 (29)

Recordemos que el Operador de Ntimero N = —A +2(z, V) es la forma de
Dirichlet para ~4, es decir,

Vo f (@) - Vog(a)va(de) = / (@) Ng(@)ya(de),
Rd Rd

y consideremos el semigrupo generado por N, {e7*V},.
Suponemos que se verifica (29), a partir de alli podemos obtener, para
cualquier p > 1, la desigualdad logaritmica

/Rd | ()P log | f(z)|va(dx) < c(p)Re(N £ (1), fp)ya + I F11} ;108 |1 flprar (30)

con ¢(p) = 4(;%1) y fp = (sgn f)|f|P~1.

La desigualdad logaritmica de Sobolev (29) generaliza, para la medida Gaus-
siana, la clasica desigualdad de Sobolev la cual afirma que, respecto a la
medida de Lebesgue m, si una funcién f € L%(R%) con Vf € L%(R?), en sentido
débil, entonces f € LP(RY) para p~' = (3 — ). Es decir,

17l < Ca [ 1V 1Pdm.
Rd

Como ya hemos mencionado, a diferencia de la medida de Lebesgue, la medida
de Gauss se puede definir en espacios de dimensién infinita y como (29) es
independiente de la dimension, se extiende a este contexto. M4as atin, obsérvese
que en la desigualdad clasica de Sobolev p — 2 si d — oo y en consecuencia hay
una pérdida de informacién en dicha desigualdad cuando la dimensién crece.

Como consecuencia de la hipercontractividad de {T;} se puede probar que
Ji es continua en LP(v,4) para 1 < p < 0o :

Sitestal que e +1=pconl < p < oo, entonces para todo k € N se
cumple

||ka||p7w < Cp,k

1l va- (31)
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4 El semigrupo de Poisson-Hermite.

Recordemos que en el caso cldsico el semigrupo de Poisson se obtiene por
subordinacién del semigrupo del calor y, dado que en el caso Gaussiano el semi-
grupo de Ornstein- Uhlenbeck hace “las veces” del semigrupo del calor, en-
tonces resulta natural definir el semigrupo de Poisson-Hermite como el
semigrupo subordinado del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck. Es decir, medi-
ante la férmula de subordinacion de Bochner

o —u
e—e_’\z/‘ludu7 (32)

”:ﬁA\m

podemos definir entonces

am>:fj’fmmﬂ>
ly—raz|?
B eXp (t2/41ogr) exp(—{==—) dr
- m(d+1) 9. (d+1)/2 /Rd/ log,r 3/2 (1 ,’,,2)(1/2 Tf(y>dya(33)
tomando r = e~t*/4%, Escribimos
Puf@) = [ Pt s (34)
con
1 2 excpy (=Ly=rzl?
b ) oy [ U
27 (d+1)/2 (—logr)3/2  (1—1r2)4/2 r
1
= / T(t,r) M 10gr) (2, y)dr (35)
0

donde M;(z,y) es el micleo de Mehler y T(t,7) = 5773 “Z‘j’l(qu)‘é‘/’g’”) i

Obsérvese que debido a que el semigrupo de Poisson-Hermite {P;} es el sub-
ordinado del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck {7}, {P;} es también un semi-
grupo conservativo, simétrico, fuertemente continuo de contracciones positivas
en LP(v4),1 < p < oo. Su generador infinitesimal es (—L)'/2? y es hipercontrac-
tivo. Ademds, del hecho que (—L)'/2 es el generador infinitesimal , tenemos
que P, puede ser definido en sentido espectral como e—t(=0)""*
claro que

y, por tanto, es

Pl = e tVIolR, (36)

por tanto, tenemos resultados andlogos a los obtenidos en la Proposicion 3.1
para {P;}.
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A diferencia del caso clasico, el semigrupo de Poisson-Hermite no decae en
infinito, es decir, no es cierto que P; — 0 cuando ¢ — oo; de hecho, es facil de
verificar que

1

Ptfﬁm

/ f(x)e*‘xlrzdm, cuando ¢ — oo. (37)
Rd

Ademsds, si f es una funcién suficientemente regular, u(z,t) = P.f(x) es
solucién del problema de valores iniciales

%(m,t) + Lu=0,

u(z,0) = f(x).
Es decir, u(z,t) = P, f(z) satisface la ecuacién

0%u
ZW(@“, t) + Agu(z,t) — 2z - Ju(z, t) =0, (38)
y decimos que u es g—; + L-armoénica.

Asi pues u(z,t) = P, f(z), a la que llamaremos también Integral de Pois-
son - Hermite, se puede pensar como la extension % + L-armoénica de una
funcién f en R? al semiplano Rfﬂ). Para estas funciones g—; + L-armonicas,
se verifica una propiedad del valor medio para radios suficientemente pequenos.
Maés precisamente,

Proposicién 4.1 (Desigualdad del valor medio) Si u es 88—:2 + L-armonica, en-
tonces
C

u(e, )] < 157

_ u(y, s)|dy ds 39
z,t),7)] B((:z:,t),r)|( ) (39)

forrgt/\li—‘/\l.

. Le . 2 7 .
Respecto al problema de la caracterizacion de funciones % + L-armonicas

en el semiplano R(fﬂ), L. Forzani y W. Urbina, [14], obtuvieron los siguientes
resultados:

Teorema 4.1 Sea u una funcion definida en Riﬂ. Entonces u es la integral de

- - e - z . 2 7z .
Poisson-Hermite de una funcién en L>(v,) siy sdlo siu es g? + L -armonica
y acotada.

La demostracién de este teorema sigue esencialmente, con las variaciones
necesarias, la prueba del resultado clédsico, la cual se puede hallar en el libro
de E. Stein, usando la propiedad del valor medio anteriormente descrita y el
principio débil del Méximo. Ademas, en el caso LP(74), tenemos
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e . 2 7z .
Teorema 4.2 Sea u una funcién definida en RET! y % + L -armdnica para

algin 1 < p < co. Siu es uniformemente LP(y4)-acotada, es decir,

sup Hu('at)HLP('\/d) < Ma
t>0

entonces, para p > 1, u es la integral de Poisson-Hermite de una funcion en
LP(vq). En el caso p = 1, u es la integral de Poisson-Hermite de una medida p

en R? tal que e_|y|2u(dy) es una medida finita.

En su articulo de 1969 [31], bésico para esta teoria, Muckenhoupt introduce
la nocién de conjugada para los desarrollos de Hermite, en dimension d = 1.
En ese caso sabemos que, dada f € L!(v1), si consideramos u(z,t) = P,f(z)
entonces:

82u 0u ou
8152 (z,t) + . 5 (7,t) — 2x%(x,t) =0, (40)

lo que es equivalente a

82u 22 0 22 ou

8152 —(z,t) +e 8_x(e e —(z,t)) =0.

La conjugada v de u se obtiene mediante las ecuaciones de Cauchy-Riemann
Gaussianas, introducidas por Muckenhoupt:

Lty = ) (41)
%(m) = 628(1( = y(z,1)). (42)
Definimos v(z,t) como
oo = [ Qs nld). ¢ >0, (43)
donde
e = 32 [ o ot g f S o S 00

Como observa Muckenhoupt, la expresién (44) se obtiene de (35), para d =1,
diferenciando respecto de z, integrando respecto de ¢, usando el hecho que Q
debe tender a 0 cuando t — oo y multiplicando por —1; es decir

_ > OP(s,2,y)
Q(tvxay) - _/t Tds
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Dado que, por definicién, v satisface la primera ecuacién de Cauchy-Riemann,
es facil comprobar que v verifica
v 0% o
2—(z,t) + =—=(z,t) — 20— (x,t) = —2v(x,1), 45
o (,) + 5 (2,) = 2050 (2,1) = —2u(a,) (45)
y asi v no es g—; + L-armonica.
Por otra parte, dicha ecuacion es equivalente a

2 . —z?

200 1y 4 DOl v@m )y
ot? ox ox

Por el hecho que v no es g—; + L-armoénica, pareciera que dicha nocién de
conjugada no es la mas adecuada y queda entonces abierta la pregunta de cual
es una nocién de conjugada mas adecuada, que se comporte en forma similar al
caso clésico.

Definimos Pf f(x) = v(x,t) como la integral de Poisson-Hermite con-
jugada de f. Por lo tanto,

> 9P,
Pefe) == [ 25w

Muckenhoupt probé que Pff es acotada en LP(y1), 1 < p < oo y que,
como veremos mas adelante, si ¢ — 0, PSf tiende a la Transformada de Hilbert
Gaussiana H f, en norma L? y casi siempre.

En su tesis doctoral [41], R. Scotto generaliza el argumento de Muckenhoupt
al caso de dimensiones superiores, d > 1, planteando las ecuaciones de Cauchy-
Riemann Gaussianas en R%:

ou a’l}i -
a_l'l( at) - _815 (fE,t),Z—]., ad
avi dv; ..
%(xat) = axj (LE,t),Z,] la 7d (46)
j i
d
ou 1 2 0 2
el - = |z —lzl7,,.
5 (z,1) 5 Z e oz, (e vi(x,t)).

A partir de estas relaciones, Scotto define un sistema de conjugadas

(u(z,t),v1(z, t),va(x, t),... ,v4(x,t)).

De nuevo, siguiendo el argumento de Muckenhoupt, tenemos que para ver-
ificar la primera ecuacién de (46), Pf,f = vi(z,t), i = 1,... ,d, deben tener la
forma

Pat = [ Q) f(0) ). ¢ > 0. (47)
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donde
< 9P
Qi(t,z,y) = -— t a—xi(s,:z:,y)ds
V2 L1 p2 1/2 t2 Yi — T4
war | (o) P g T e
—r?(lz* + |y*) + 2r(z, )
1—1r2

x  exp( ) dr,

es el i-ésimo nitcleo de Poisson conjugado.

Por lo tanto,
c 9P
Pefa) == [ % wys
t Tg

para todoi =1,2,...,d.

Ahora bien, siguiendo a Muckenhoupt, tenemos que si f tiene un desarrollo
de Hermite f =>".7, 2 lal=k fr(@)hq, entonces, para todo t > 0, Pg,f tiene
desarrollo de Hermite

Pf=S" % Fula)e Vil 2205, (48)

k=1|a|=k o

Esta serie la llamaremos Serie de Poisson conjugada.

5 Funciones maximales respecto a ;.

Definimos, para f € Lj,.(74), la funcién Maximal de Hardy-Littlewood
centrada, respecto a la medida Gaussiana 74, como

1
Mad @) = sp s [ 1wt (19)

Como 4 es una probabilidad, no es una medida doblante. Sin embargo, la
continuidad LP(vyq) de M,,f, 1 < p < 0o, se puede obtener de la continuidad
débil (1,1) respecto de 74, la cual se prueba en la forma usual mediante el lema
de Besicovicth y del caso trivial p = oo, usando el argumento de interpolacién
de Marcinkiewicz. En [53] hicimos un estudio detallado de este operador; alli
se pueden ver los detalles.

Lamentablemente no se conoce, para la medida de Gauss 74, una versién
adecuada del Lema de Descomposicién de Calderén-Zygmund.

Tenemos también, para f € L} .(74), la funcién maximal de Hardy-
Littlewood truncada, centrada,

1
Mapf(x) = sup s |f(y)|dy, (50)
0<r<aity |B(z, )] B(z,r)
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y la funcién maximal truncada, centrada, respecto a la medida Gaussiana
Yds

1
M f(r)= sup ——
@b O<'r<a/\i‘ ’yd(B(;z:,r))

[E3

/ F@)hady). (51)
B(z,r)

Es claro que M;"Z f estd acotada superiormente por M., f. Ademés estas
dos funciones son equivalentes ya que, en bolas de la forma B = {y € R :
ly — x| < aA %} que llamaremos “bolas hiperbdlicas” con centro en z, la
densidad Gaussiana es esencialmente constante, dado que

_ 2 _ _ 2 _ 2 _ a2 _ 2
e I9P? = o—lrt-o) < o—lof? 2lally-zlo—ly-al® < G2bo-lo]

_ 2 _ _ 2 _ 2 _ _ ]2 _ .2 _ _ 2
e~ = o lety=a)l® 5 o-lal® g =2lally—al o—ly—al”  o—a® —2b,—z|"
Por lo tanto tenemos que, si B es una bola hiperbdlica, entonces tenemos

1 2 2 b 4
v4(B) = —= | e W dy = Cqe™ I (a A —)9.
/2 Jp Ed
Ahora bien, si B no es una bola hiperbdlica, todavia se puede calcular su
medida gaussiana.

Proposicién 5.1 (Forzani) Sea B una bola en R?, de radio r que no contiene al
origen y cuyo punto mas cercano al origen es x. Entonces existe una constante
C, que depende sdlo de la dimension, tal que

exp(—|z[*)  r (d—1)/2
B < O .

Ademds sir > %, C > 1, la desigualdad opuesta es también cierta y por tanto
estas cantidades son equivalentes.

Asi pues, frente a la medida de Gauss, 4, las bolas tiene la masa concentrada
en la parte mas cercana al origen y por tanto, en una “visién gaussiana” ellas
lucen deformadas “hiperbdlicamente”.

La funcién maximal del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck o fun-
ci6én maximal de Ornstein-Uhlenbeck estd definida, para todo f € L(~y),
como

T*f() = sup|Tf(z)| =sup| / My (z, ) f(4)dy]
t>0 t>0 R4

1 _ly=ra?
= — s 5 75 -2 d. 59
0217121 7d/2(1 — r2)d/2 /Rd ¢ f(y)dy (52)
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Algunos autores también denominan a esta funciéon transformada maximal
de Mehler.

Como el semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck no es un semigrupo de convolu-
cién, la continuidad de T™* f en LP(v4), 1 < p < oo, no se obtiene, como en el
caso clasico, de la acotacién con la funcién maximal de Hardy-Littlewood. Sin
embargo, dicha continuidad se puede probar directamente mediante el lema de
Natanson. Por otra parte, también se puede probar la continuidad de T*f en
LP(4) de la teoria general de semigrupos conservativos, simétricos, fuertemente
continuos de contracciones como se hace en E. Stein [47].

El caso p = 1 es altamente problematico. En primer lugar, se puede obtener
la siguiente desigualdad puntual ( véanse [20] y [53] ): para f € L'(vy4) tenemos

T*f(z) < CaMy, f(z) + (2 V [z[)%el* || £]

1,7a- (53)

La desigualdad (53) implica en particular que 7% < oo c.s. Sin embargo
no da la continuidad débil (1,1) respecto de 74 de T si d > 1 debido a que el
segundo término sélo da la desigualdad deseada en el caso d = 1. No obstante,
Muckenhoupt probé este resultado para d = 1 en forma més directa y sencilla.

Es fécil ver que la estimacion hecha anteriormente que da el término “ma-
lo” de la desigualdad, es muy grosera y el problema es mejorar esa estimacion.
El estudio que hace Sonsoles Pérez [37], en su tesis doctoral en la Universidad
Auténoma de Madrid, es una mejora sustancial de estos argumentos. Analizan-
do con mas agudeza la geometria del problema, ella logra obtener una desigual-
dad puntual que si permite deducir la continuidad débil (1,1) de T*.

Sin embargo, la demostracién de la continuidad débil (1,1) respecto a 4 de
T* para d > 1 es altamente no trivial. Fue obtenida inicialmente por Sjogren
[44] en 1982. Para probar este resultado Sjogren usa argumentos totalmente
originales y muy diferentes a los usuales del caso clasico, ya que, debido a que la
medida Gaussiana es una medida de probabilidad ( y por tanto no es doblante)
no hay buenos lemas de cubrimiento.

En segundo lugar, Liliana Forzani [7] obtuvo, en su tesis doctoral en 1993,
una especie de lema de cubrimiento intermedio entre el lema de cubrimiento
de Besicovicht y el de Wiener para este ntcleo y, a partir de alli, es capaz de
seguir el esquema cldsico. Mds adn, recientemente ha simplificado su argumento,
mostrando que la funcién maximal de Ornstein-Uhlenbeck es un caso particular
de una clase de operadores maximales gaussianos cuya definicion damos a
continuacién. Sea ¢ : R{ — Ry una funcién no creciente, tal que

S=> qb(%(v —1))0*? < co.

v>1

Definimos
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* — su 1 ‘Ty*l"
M) = s, e | o= ) vt (54

r

— _ T 1
donde 6§ = 57‘@ = le(l—_r)(m A \/]. - 7’).
Forzani prueba que Mz es de tipo débil (1,1) con respecto a la medida

gaussiana. En particular, para ¢(t) = #e*ﬁ tenemos M f(z) = T*f(z), y
por tanto la continuidad débil (1,1) de T* es un corolario de este resultado.

Recientemente, como hemos mencionado, T. Menarguez, S. Pérez y F. Soria
(véanse [25] y [37]), han obtenido otra técnica para una demostracion alternati-
va de la continuidad débil (1,1) de T*. Esta técnica simplifica, en cierto sentido,
la prueba de Sjogren, usando coordenadas polares, cosa que resulta muy nat-
ural debido a que la medida Gaussiana es invariante por rotaciones alrededor
del origen y obteniendo asi un lema de cubrimiento tipo Vitali para regiones
esencialmente cénicas.

La idea de la prueba de Menarguez, Pérez y Soria, al igual que la de Sjégren,
es dividir 7" en una parte local y una parte global; es importante notar,
sin embargo, que las regiones de la prueba de Menarguez, Pérez y Soria son
diferentes y, en general, mas simples que las de Sjogren. Ellos definen, dado
x € R?% como local la parte del operador definida sobre la bola hiperbélica
By(z) = B(z,C(1 A ‘glc—‘)) ={yeRl:|ly—z/<COA |—i‘)} (como ya hemos
mencionado, estas bolas tienen la propiedad de que en ellas la densidad Gaus-
siana es esencialmente constante) y global como la parte del operador que estd
fuera de esa bola.

Al igual que en la prueba de Sjogren, la parte local de T se puede controlar
mediante la funcién maximal de Hardy-Littlewood, aunque, con un argumento
diferente. Esto va a ser una constante en los métodos de demostracién para
operadores asociados a la medida Gaussiana, la parte local, que es donde la
medida de Gauss es equivalente a la medida de Lebesgue, los operadores son
controlados por los “respectivos” operadores cldsicos.

El problema dificil es, de nuevo, “controlar” la parte global que resultan ser
operadores positivos. En el caso de la funcion maximal de Ornstein-Uhlenbeck,
para considerar la parte global, primero se estima el operador cuyo ntcleo es
el supremo puntual sup,. o M;(z,y) del nicleo de Mehler. La estimacién que
obtiene Pérez [37] es que si |z — y| > Cy(1 A ﬁ) entonces tenemos

K, y) ~ Kg(z,y),
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donde

S (x,y) <0

Ke(z,y) = (55)

oty \ Y2 _lwPiel? ety
=) € ¢

7 Si <m7y> > 0’

es el llamado nicleo maximal gaussiano.

El método usado por Pérez para estimar la parte global es muy interesante
ya que, en primer lugar, las estimaciones de nicleo son mejores que las obtenidas
por P. Sjégren y en segundo lugar, permite, quizas debido a que se adapta més a
la geometria del problema, un tratamiento unificado para estimar la parte global
de otros operadores, como veremos mas adelante. En general, la parte global
de operadores asociados a la medida Gaussiana serd acotada por operadores
positivos. Seria interesante ver si las estimaciones de Pérez se podrian utilizar
en el argumento de Sjogren y obtener una demostraciéon més elegante.

En 1994 Forzani y Fabes definieron funciones maximales no tangen-
ciales para los semigrupos de Ornstein-Uhlenbek y de Poisson-Hermite:

Sea f una funcién definida en R?, definimos la funcién maximal no tan-
gencial asociada al semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck

T"f(x) = sup |Tif(y)], (56)
(vt)err(x)

donde I'Y (z) = {(y,1) € REL: |y —a| < VEA ‘_17‘,/\1} es un “cono gaussiano”
parabdlico.

y la funcién maximal no tangencial asociada al semigrupo de Poisson-
Hermite.

P f(x) = sup [P f(y)l, (57)

()L ()
donde I'y(z) = {(y,t) € R‘fl Dy —x| <tA ﬁ, Al} es un “cono gaussiano”.

Para estos operadores ellos probaron que son continuos débil (1,1) respecto
a la medida de Gauss y fuertemente continuos en LP(,), 1 < p < 0.

6 Potenciales de Riesz respecto a ;.

Los Potenciales de Riesz de L se definen, en analogia al caso clésico,
como las potencias negativas de (—L),

I =(—L)*a>0.
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Obsérvese que, como 0 es un autovalor de (—L), I7 no estd definido en todo
L*(ya).

Para hallar una representacién integral de los Potenciales de Riesz I, parti-
mos el operador (el — L), donde I es la identidad y ¢ > 0 y consideramos, para
€ >0y a >0, la representacion

1 o)
(6] — L)_a = m/ ta_le_(EI_L)tdt, (58)
0

Obtenemos

M = L / * a—1 —
I, = @ Py(I = Jo)dt,
donde Il la proyeccién ortogonal sobre el complemento ortogonal del autoespa-
cio correspondiente al autovalor 0. Luego, Jy = I —1Ilj, donde Jj es la proyeccién
ortogonal de L?(v4) sobre el subespacio generado por Hy = 1. Abusando de la
notaciéon, denotamos también por I a L™“Il,.

Luego, el nicleo de I es

_ly—e~ta)?

god/2 oo 1, € 1= 2
- 0 a-1/% -~ " -yl
No(z,9) (@) /0 t ((1 )i e )dt (59)

_ly—ra)?

7T7d/2 1—r2 — ‘2 dr

! e
~ T e - T o)

Tomando r = e~ !, obtenemos

/2 T—r 2 d
I’Yf Ad/ *logr O‘ 1((i T2)d/2 _ e—|y| )?Tf(y)dy (61)

Se puede probar directamente, de la hipercontractividad del semigrupo de
Ornstein-Uhlenbeck o usando el Teorema de Multiplicadores de Meyer ( véase
el Teorema 9.2), que I es un operador continuo en LP(vyq). Ademds, si |G| > 0

- - 1 -

=——h
B> ""

y por tanto, si f = > .7 Jif, entonces IJf =377 1( Ve Ji f.

Como es bien conocido, en el caso clésico, los potenmales de Riesz (asociados
al operador Laplaciano A ), I, = (—A)~“ son operadores que, en primer lugar,
son homogéneos, en el sentido que 6,-11,0, = 77%I,, donde d,f(x) = f(ax) es
el operador dilatacién. Es ficil ver explicitamente que I) no son homogéneos.

En segundo lugar, I, “mejoran” en el sentido que I, : LP(R?) — LI(R9)

1_1

continuamente, con il 9+ En el caso gaussiano resulta que I no mejoran,

(62)
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ya que no es posible que ella mande LP(y4) — L%(74) continuamente para
ningin ¢ > p, como lo demostraron L. Forzani y W. Urbina [12] mediante un
contragjemplo en d = 1, 1 < p < 2 con la funcién, utilizada por Pollard en
su famoso contraejemplo, f(z) = e € [P (71). Sin embargo, siguiendo las
técnicas usadas por L. Gross para probar que la hipercontractividad implica la
desigualdad Logaritmica de Sobolev y la continuidad de LP(74) de IY podemos
concluir que

/ 12f1P log |1 fldra < C / P+ 11 Jog [ Fllpme  (63)

7 Integrales Singulares respecto a ;.

En su articulo de 1969 [31], Muckenhoupt probé que, para 1 < p < oo, dada
f € LP(vq), sit tiende a cero, su integral de Poisson-Hermite conjugada, Py f(x)
tiende, en LP(y1)-norma y casi siempre-vi, a

Hf(x)v'pﬁ/ /(1_T W2 YT (2 T ) i (dy)

logr® (1 —1r2)2 1_ 2

12 )12 y—rx —|y — ra|?
- P drf(y)d
- / / logr (1—1r2)2 exp( 1_ 2 ) dr f(y) dy,

a la cual llamamos la Transformada de Hilbert Gaussiana. En el mismo
articulo Muckenhoupt obtiene la continuidad LP(v;) de este operador asi como
su continuidad débil (1,1) respecto a 1.

Como ya hemos mencionado, a partir de las ecuaciones de Cauchy-Riemann
Gaussianas en RY, R. Scotto [41], define un sistema de conjugadas

(u(z,t),v1(x, t),va(x, t),... ,v4(x,1)).

Se puede probar entonces que tomando el limite cuando ¢ — 07T se obtienen las
Transformadas de Riesz Gaussianas.

Tomaremos otro punto de vista para definir las Transformadas de Riesz,
utilizando los potenciales de Riesz. Como veremos maés adelante, se puede
ver que ambas formas de construir las integrales singulares son, por supuesto,
coincidentes.

Definimos las Transformadas de Riesz Gaussianas en R?, d > 1, por
analogia al caso cldsico (véase E. Stein ) como

0

Ri= 511 (64)
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1 <1 <dy, por tanto, su nicleo viene dado como

9 a=d/2 ot 2\ Y2 yi —ra;  _lurel?
K; R = —N , = i ¢ =2 dr,
@y) = 5z, Mz@y) F(1/2)/o (—10g7°> (1— 252 "

(65)

y por tanto

Rif(x) v.p. /C( y)f(y)dy

—d/z /2 s yora
i / YT B dr )y
I'(1/2) Jga —logr (177,2)%2
Con estas definiciones, se puede ver que considerando u(x,t) = P f(z), y
vi(z,t) = PP (Rif)(x), i =1,2,...,d, la (d+1)-upla

(u(z,t),v1(x, t),va(x, t),...,v4(z, 1)),

constituye un sistema de conjugadas, es decir ella satisface las ecuaciones de
Cauchy-Riemann Gaussianas.

La continuidad LP(7;) de este operador fue probada inicialmente por P.A.
Meyer en 1984, usando métodos probabilisticos, asi como también lo hizo R.
Gundy [17] introduciendo la nocién de “radiacién de fondo” como proceso es-
tocdstico. En forma analitica fue probada independientemente por G. Pisier [38]
y W. Urbina [52]. Posteriormente, fue probada usando la Teoria de Littlewood-
Paley por C. Gutiérrez [18] y, muy recientemente, por S. Pérez [37].

Andlogo al caso de la funcién maximal del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck
T*, el caso p = 1, para R;, es altamente no trivial. En su tesis doctoral,
R. Scotto probé la continuidad débil (1,1) de las transformadas de Riesz R;
utilizando, precisamente, el método desarrollado por P. Sjogren para T™.

Para estudiar estos operadores en detalle, como en el caso de la funcién
maximal de Ornstein-Ulenbeck, dividimos el operador en una parte “local” y
otra “global”. La parte “local” de R; corresponde esencialmente a una integral
singular clédsica del tipo Calderén-Zygmund.

Para la parte “global” de R; Pérez [37] obtiene que si | —y| > Cy (1 A ‘I‘)
entonces, para 1 <17 <d,

donde K¢ es un niicleo maximal gaussiano.

2 .
e~ 1yl si {x,y) <0
*
Ke= (\z+y|)d/2 67|y|2;\x|2 67\w+all2;\m—y\2

si (z,y) >0
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Definiremos también las Transformadas de Riesz Gaussianas de orden
superior como

Ra = DSI0 (66)
donde o = (a1,...,04) € N es un multi-indice, tal que |a] > 0, y DY =
91 9d
ot T P

Obsérvese que la diferenciacién y las potencias de (—L) no conmutan.
En este caso tenemos que el ntcleo viene dado por

Kao(z,y) = Dy Na(z,y)

B 7rd/2/ logr) o
- T(w) 1—r2

_ly—ral?
y—rx e 1-r2 dr

N ) (1 — r2)d/2+1 o

‘Ha(

(67)
Entonces

Raf(@) = v [ | Kale.0) (i

y—re 2

a—d/2 flogr . - = o
N “rleld, () dy.
=v.p. Ad/ 1_7«2 (m)(l_rg)d/2+1 rf(y) Y

La continuidad LP(4) de estos operadores, para 1 < p < 0o, ha sido proba-
da por diversos autores, quienes han utilizado tanto métodos probabilisticos
como del Andlisis. La demostracién de éste resultado ha tenido una interesante
evolucién técnica en los ultimos 10 anos, desde la primera prueba analitica
dada por W. Urbina [51], pasando por la ingeniosa prueba, mezcla de Proba-
bilidades y Anélisis, de G. Pisier [38] para el caso || impar, hasta la prueba de
C. Gutiérrez, C. Segovia, J.L. Torrea [19] quienes utilizan Teorfa de Littlewood
-Paley-Stein, tal como detallaremos un poco més adelante, hasta el reciente re-
sultado de S. Pérez [37]. En todo caso, la complejidad técnica de las mismas
hace practicamente imposible dar los detalles en el presente trabajo. Recien-
temente, Forzanni, Scotto y Urbina [13] obtuvieron una prueba muy simple
usando teoria de multiplicadores.

De nuevo, para estudiar estos operadores en detalle, dividimos el operador
en una parte “local” y otra “global”. Como veremos més adelante la parte
“local” de R, corresponde esencialmente a una integral singular clasica del tipo
Calder6n-Zygmund, como quedé claro a partir de trabajo de W. Urbina [51].

Para la parte “global” de R, Pérez [37J obtiene para K, una estimacion
analoga a la obtenida para KC; pero con el nucleo

(|x+yux—y\> = (4 ylle —y)F L + DK (,y)  si (@) > 0

K:|*a|(x7 y) S {
(I2f2 + Jyl) 5 “K () si (z,y) <O0.
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Como consecuencia de esta estimacién tenemos que la funcién K3 acota supe-
riormente los nicleos de las Transformadas de Riesz Gaussianas de orden dos.
Este hecho y una pequena modificacién del argumento de la acotaciéon de T*
prueba que dichas Transformadas de Riesz son continuas débil (1,1), respecto a
va; es decir, mandan continuamente L'(y4) en L1'*°(v4). Esto ha sido probado
recientemente, para el caso d = 1, por L. Forzani y R. Scotto y, en general,
para d > 1 por J. Garcfa-Cuerva, G. Mauceri, P. Sjogren y J.L. Torrea [15] y
simultdneamente por T. Menarguez, S. Pérez y F. Soria [25].

Mas atin, L. Forzani y R. Scotto [10] han obtenido un sorprendente contrae-
jemplo que prueba, en el caso d = 1, que las transformadas de Riesz de orden
superior R, = D’lfﬁl‘/2 no son débil (1,1) si |a| > 3. Para el caso d > 1, la
misma conclusién fue obtenida por J. Garcia-Cuerva, G . Mauceri, P. Sjogren
y J.L. Torrea [15].

Estos resultados implican que la Teoria de Integrales Singulares, respecto a
la medida Gaussiana, es radicalmente diferente a la teoria clésica, es decir que
no es esperable el desarrollo de una Teorfa del tipo Calderén-Zygmund en este
contexto, que caracterice a las integrales singulares gaussianas.

Ademas, Pérez [37] basdndose en la estimacién sobre el tamafio del nicleo
de las transformadas de Riesz de orden superior obtuvo que la transformada
de Riesz de orden superior R, |a| > 2, es de tipo débil-L(1 + log* L) 2 (va)
en R? | es decir, manda el espacio L(1 + log™ L)M;_Q('yd) continuamente en
LY (7q).

Para estudiar la parte “local” de las Transformadas de Riesz Gaussianas,
Pérez, da una generalizaciéon natural de la Teoria clasica de Calderén-Zygmund
adaptada a la medida gaussiana .

Finalmente, se pueden definir Integrales Singulares Gaussianas, més
generales que las transformadas de Riesz Gaussianas de orden superior, ain
cuando en su definicién se sigue la estructura fundamental de aquéllas (compérese
con (67)) y que por tanto las incluye de manera trivial. Dada una funcién F,
de clase C', que satisfacen la condicién de ortogonalidad

| P =0, (68)
y tal que, para todo € > 0, existen constantes C. y C! tales que
|F(2)] < Ceel™ y |VF()] < Clefl™l, (69)

definimos para cualquier m € N

_ly—re|?

L m—2 — 1—r2 d
Tenf@) = [ [ G2 =) e . (70
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Esta definicién estd tomada de [37]. En [51] se consideraron operadores de
este tipo pidiendo, en vez de (69), la condicién que F'y VF' tengan a lo mds
crecimiento polinomial, lo cual claramente es un caso particular de (69). Para
este ultimo caso, la continuidad-LP(4), 1 < p < 0o, es practicamente inmediata
de la continuidad de las Transformadas de Riesz de orden superior, basicamente
por el hecho que los polinomios de Hermite forman una base algebraica (véase
51)).

En el caso general se puede probar también que 1% ,, es un operador continuo
en LP(y4), 1 < p < co. Para probar esto dividimos de nuevo al operador Tr,,
en su parte global Tgm y su parte local Tllyym.

Para la parte global TS = se prueba que ella es LP(v,4)-continua para todo
1 < p < o0, utilizando las mismas ideas que usamos para las transformadas de
Riesz para estimar el ntcleo

ly—rz|?

) _
—logr\m—2 . y—rzx e 12 dr

ICF,m(xay) */ (1 2) 7 E( 2) 2)\d/2+1 5 °
o -7 V1I—7r2"(1-12) r

Para la parte local T}M, se puede probar que es siempre débil (1,1). Las
estimaciones siguen una idea de Urbina y se basan en controlar la diferencia de
TFr,, y una buena aproximacion de éste mediante un operador definido como la
convolucién con un nicleo de Calderén-Zygmund.

Obsérvese que si F' es una funcion que verifica la condicién de ortogonalidad
(68) y definimos

_ > x lel?/t dt
k(.T) _/0 F(—m)e | | / td/2+1

entonces k es un nicleo de Calderén-Zygmund, ya que, haciendo el cambio de
variable s = |z|/t'/2, tenemos

by = Jo FCE)e s s o)

|| I

con €2 homogénea de grado 0 y de media nula en S¢~!. Por lo tanto el operador
definido a partir de este nucleo, por convolucion, es continuo en LP, 1 < p < 00
y débil (1,1), respecto a la medida de Lebesgue por la teoria clésica de Calderén-
Zygmund. Se puede ver que la parte local de dicho operador es de tipo débil
(1,1) respecto a 4. El control de la diferencia de la parte local de Tp,, y este
operador nos permite manejar un término que resulta ser continuo-Ll(fyd).

Obsérvese que en el caso d = 1 la Transformada de Hilbert Gaussiana se
puede definir como

d

_ 4 12
H=—(-1)"2
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Luego,
HH,, = i(—L)*WH _ Lo 2v/nH,_,
" dx " e
Por lo tanto, para f € L%*(y1) con f = > oo (f, Hy),H,, tenemos que su
Transformada de Hilbert Gaussiana estd dada por la serie conjugada

Hfzz \/_<f7 > n—1; (71)

en particular,

H nl

thzH((2n /2 _2‘/_(2n /2

= V2h,_1. (72)

Esto motiva los siguientes resultados que estudian el comportamiento de ‘H
desde el punto de vista de la Teoria de Operadores. En [29] probamos que la
Transformada de Hilbert Gaussiana H es, médulo una constante, unitariamente
equivalente al adjunto de la restriccién a H2(D) del operador shift; es decir que
‘H, médulo una constante, es unitariamente equivalente con el operador co-
shift, restringido a H?(D). De alli podremos obtener algunos resultados sobre
operadores que conmutan con H, es decir, el conmutante de H.

Teorema 7.1 La transformada de Hilbert Gaussiana H como un operador en
L?(y1) es, modulo una constante, unitariamente equivalente al adjunto de la
restriccion del operador de traslacion a H*(D).

Con este resultado podemos obtener, la caracterizacién del conmutante de

H.

Teorema 7.2 Sea F un operador lineal en L*(y1). Si FH = HF, entonces
existe g € H*(D), tal que

o0
Ff = (Z<fv )L2(71) ZZ fohn) £2(40) (95 €n—k) m2(D) -
n=0 k=0n>k

Reciprocamente, si esta relacion se cumple, entonces
FH=HFI - Jy),

donde Jy es la proyeccién ortogonal de L?(vq) sobre Cy, el subespacio generado
por Hy.
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La generalizacién de estos resultados al caso d > 1 es un problema abierto.
Tenemos en primer lugar , para las Transformadas de Riesz Gaussianas, que
para « un multi-indice tal que |a| > 0

0 - 2q;
—1I] Ha = - a—¢; ’
ERRETE () Tl ()

donde €; = (0,0,...,1,...,0).
Dicha relacién es andloga a la que se obtiene para la Transformada de Riesz
clasica. Para los polinomios de Hermite normalizados se tiene entonces

Riﬁa(x) = (73)

- 20, ~
Riha(z) = %ha_a (),

|

y por tanto, para f € L?(vyq) con f = po 0 2 fal= . fr(a @)hg, tenemos

R =3 Y dute)y e, &

k=1 |a|=k

Si consideramos R = (R1, Ra, ... ,R4), escribimos

- [2a; /2@ /204
Rha(x)_( | z a 51 Z Ot 62 Z Ot (id

La pregunta es si este operador se puede identificar en algin sentido con oper-
adores traslacién en cada variable, de manera de hacer un argumento similar al
dado para el caso de la Transformada de Hilbert.

En forma andloga se pueden obtener expresiones explicitas de la accién de
Transformadas de Riesz de orden superior R, sobre los polinomios de Hermite.
Para todoi=1,---d, si 8; > a;:

Raﬁﬁ(x) = D" I\a|/2H5<) |ﬂ|‘a‘/2 alHﬂz 7 '(ﬁi_ai"‘l)]ﬁﬁfa(‘r)u

de otro modo Raﬁg(x) =0.
Por lo tanto

RaFL,B( ) |ﬁ||a| 1/2 Hﬁz i (ﬁz — o4+ 1)}1/2Eﬁ—a(m)a (75)
si B; > «a; paratodoi=1,--- ,d.

Como es obvio, tampoco en este caso estd claro que se puede hacer desde
el punto de vista de la Teoria de Operadores. Sin embargo como veremos esta
expresion nos serd 1til para establecer la LP(vy4)-continuidad de las R,
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8 Teoria de Littlewood-Paley-Stein para v;.

La Funcién g Gaussiana y sus variantes.

Aunque desde el punto de vista probabilistico fueron introducidas ciertas
funciones de tipo Littlewood-Paley por P.A. Meyer [27] y D. Stroock [49], el
estudio de una teoria de Littlewood-Paley-Stein para la medida Gaussiana con
métodos analiticos comienza con el articulo de C. Gutiérrez [18]. En analogia al
caso clasico, definimos la funcién g, de Littlewood-Paley Gaussiana como

0y (F)(@) = ( / TV P f ()P, (76)

_ (0 1
donde V = (a, va)
Como en el caso clédsico, este operador puede pensarse como una integral
singular a valores vectoriales, definida sobre un espacio de Hilbert especifico.

Por otra parte, tenemos

Teorema 8.1 (Gutiérrez) Para 1 < p < oo existe una constante Cp, que de-
pende sdlo de p, tal que, para todo f € LP(v4)

Hgv(f” pya < CprHpmz- (77)

Se puede verificar que esta demostracién sigue siendo cierta para funciones
con valores en un espacio de Hilbert H.
Adicionalmente, Gutiérrez considera las siguientes funciones de Littlewood-

Paley, asociadas al semigrupo trasladado {Pt(l)}t

gL () = ( / T HIVED @) + (PO fla))2dn) 2, (78)

@ = ([ 15 PO s -

Para dichas funciones, prueba el siguiente resultado:

Teorema 8.2 Para 1 < p < oo existen constantes Cp, y C’Z’), que dependen solo
de p, tal que, para todo f € LP(~y)

1952 (D lpva < CopllFllpra- (80)

Ademds,

£ llpa < Collg2 ()]

pova- (81)
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El principal objetivo de C. Gutiérrez en [18] era, siguiendo el esquema es-
bozado por E. Stein en [47], probar la continuidad LP(y4), 1 < p < oo, de las
Transformadas de Riesz R;. Para ello establece la siguiente desigualdad puntual

A (Rif) () < V29, (f) (),

y utiliza los resultados de los Teoremas 8.1 y 8.2. Una importante ventaja
de dicho resultado es que las constantes obtenidas son independientes de la
dimension.

En su tesis doctoral R. Scotto [41] probé la continuidad débil de la funcién g.,.
Scotto demostro este resultado usando la técnica de demostracion de Sjogren,
dividiendo el operador en una parte local y una parte global.

Por otra parte, para probar la continuidad débil (1,1) de la parte global, ten-
emos que podemos también usar la siguiente estimacién de Pérez [37]: Para x €

fijo, si f tiene soporte fuera de la bola hiperbdlica {y e —yl < Cy (1 A L) },

[
entonces

0y () < / K, 9) | ()l dy.

{y:|$—y|ZCd(1/\ﬁ)}

En un articulo reciente, Gutiérrez, Segovia y Torrea [19] introducen las fun-
ciones g, Gaussianas de Littlewood-Paley de orden k para k > 1

0 k
(@) = ([ 1 G PP ) (52)

y prueban que ellas son LP(74)-continuas, 1 < p < oo.

Como sugiere R. Scotto, se puede probar que las gx - son de tipo débil (1,1)
para todo k.

Siguiendo el articulo de Gutiérrez [18], Gutiérrez, Segovia y Torrea [19]
utilizan las funciones g, para probar la continuidad LP(v,4) de las Transformadas
de Riesz de orden superior, R, usando la relacién

Sin embargo, como ya hemos mencionado, veremos mas adelante que esto se
puede obtener de manera més directa mediante el Teorema de Multiplicadores
de Meyer (véase el Corolario 9.1.)

Finalmente, Gutiérrez [18] considera también las siguientes funciones de

Littlewood-Paley, asociadas a los semigrupos trasladados {Pt(k)}t

o0 = ([ THIVEP f(@) P + (PP f(a))Pd) 2, (83)
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y Gutiérrez, Segovia y Torrea [19] también introducen unas funciones Gaus-
sianas de Littlewood-Paley de orden k para k > 1, respecto a la variable espacial
x donde el la k-ésima derivacién se hace en la variable x (y no en ¢ como se
consider6 anteriormente) en el sentido que se aclarara en la seccién siguiente.
La Funcién de Area respecto a v,.
En 1994, Forzani y Fabes consideraron también una funcién de area Gaus-
siana: Sea f una funcién definida en R?, definimos

1/2
(Sfy(f)(x,a) = /F - VP f(y)P ¢ (¢ V]|V 1) dy dt,) (84)

donde I, (z,a) = {(y,t) e RT': |y—z| < a(t/\i‘/\l)} es el “cono gaussiano”

|z
de apertura a > 0.

Teorema 8.3 Supongamos que f € LP(v,). Entonces
i) Existe una constante C, tal que, para todo x € RY, y para todo a > 0

gv(f)(x) < Csv(f)(% ).

it) Si 1 < p < oo, entonces existe una constante A,, tal que

HS"/(f)(HO‘)Hp,w <4, ||f‘|P7'Yd'

En su tesis de maestria, I. Lopez [23] introduce, siguiendo el articulo de
Wheeden y Segovia [56], referido al caso clédsico, unas funciones (espaciales)
de Area Gaussianas de orden superior S";ﬁ(-, «), que son generalizaciones
de la funcién Sy

1/2
(Sféﬂf(x,a): / / ( )t“k—”w,’;af(y)2t<t—dv|x|dv1>dydt> 7

donde k > 1, T, (z, ) es el “cono gaussiano” de apertura o > 0y V¥ es k-ésimo
gradiente ( en la variable espacial x), que se puede definir inductivamente (véase
Stein [46]) o de la siguiente manera: sea 3 = (31,...0:) € NF con 1 < 3; < n
para ¢ = 1,...,n un multi-indice de orden k. Denotaremos por

Ay = {B € N*: 8 es multi-indice de orden k},

entonces Ay, tiene n* elementos y si s, = M—aﬁ_ y O0g = 0p,...0p,,, definimos el

gradiente de orden k para una funcién h : R* — R como

Vi(h)(@) = {(9sh)(2)} gea, -
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Obsérvese que, para k = 1 S}g’ , s menor o igual que la funcién S, definida por
Forzani y Fabes.
Ademés, Lépez prueba la continuidad en LP(dvy) de las Sff probando la
desigualdad puntual:
S5 f (@ @) < Ss, f(x,0),

0 < a < By aplicando entonces el Teorema 8.3.

Respecto a la continuidad débil (1,1) respecto a 4 se han hecho algunos
progresos recientemente, véase [12].

Finalmente, una funcién cldsica que todavia no tiene correlato en el caso
Gaussiano es la funcién g3, la cual esté definida como:

" L\ 2,1-d 1/2
)= Vu(x —y,t)|"t" “dy dt)"’~.
i) = ([ [ (Ve = Py at

El problema radica en que el primer término dentro de la integral es una
especie de familias de aproximaciones de la identidad convolucionadas con la
integral de Poisson u. En el caso Gaussiano no esta enteramente claro el sentido
de dichas operaciones. Una posible definicién, que parece natural de la hecha de
la funcién de area para el caso Gaussiano, sugerida por Forzani, es la siguiente

A1)
Ir\ Ad 2, (1—d d 1/2
VP, t(t~V |z|* Vv 1)dy dt .
gz / /Rd E y| @n \$|/\1)) VP f(y)I*t ( |z )dy dt)

(85)

Sin embargo, dicha funciéon presenta problemas técnicos para tener las mismas
propiedades que posee, en el caso clasico, la funcién respectiva.

9 Teoria de Multiplicadores para desarrollos de
Hermite.

La Teoria de Multiplicadores es uno de los temas que todavia esta por
desarrollarse en el caso Gaussiano.

En primer lugar, definimos lo que es un multiplicador para desarrollos
de Hermite . Para evitar problemas de convergencia, consideramos f € P(R%),
el conjunto de los polinomios en d-variables. Luego

Zka Z > fula

k=0 |a|=k

es en verdad una suma finita. Como ya hemos mencionado, los polinomios son
densos en LP(74) y, por tanto, es suficiente trabajar con ellos para definir los
multiplicadores.
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Dada la funcién ¢ : N — R, definimos el multiplicador asociado a ¢ como:

Tof = o(k)Jit, (86)

k=0

donde f=>"72, 2 lal=k fH(@)ha = Sreo It

Obsérvese que si ¢ es acotada, entones Ty esta trivialmente acotada en
L?%(v4), asf pues el problema bésico es determinar las condiciones sobre ¢ para
que T} tenga una extensién continua en LP(vy4),1 < p < 00, es decir,

T (/)

PsYa S CP ||f||p7’>'d'

Por otra parte, a diferencia del caso clasico, las integrales singulares respecto
a la medida Gaussiana no son multiplicadores, por lo que en este contexto la
Teoria de Multiplicadores es entonces mas pobre. Sin embargo, como veremos
mas adelante, resultados de continuidad sobre integrales singulares se pueden
obtener como consecuencia de teoremas de multiplicadores.

El primer resultado de esta teoria es el siguiente :

Teorema 9.1 Si ¢ es la transformada de Laplace de una funcion en [0, o), L-
acotada, es decir si p(N) = fooo e *a(s)ds con fooo la(s)|ds < oo, entonces, Ty
admite una extension continua en LP(v4), 1 < p < 0.

El resultado méas importante para esta teoria fue el obtenido por P.A. Meyer
[28], haciendo uso fundamental de la propiedad hipercontractiva del semigrupo
de Ornstein-Uhlenbeck.

Teorema 9.2 (Meyer) Si para algin no tenemos que ¢(k) = h(7%), para n >
ng y h es una funcion analitica alrededor de cero, entonces Ty admite una
extension continua en LP(v4), 1 < p < co.

Diremos que un multiplicador T es un multiplicador de Meyer si ¢
verifica la hipdtesis del Teorema 9.2. En particular, obsérvese que los potenciales
de Riesz son claramente multiplicadores de Meyer, ya que, en ese caso, h(z) = x,
la cual es claramente analitica alrededor de cero.

Por otra parte, es claro que los multiplicadores de Meyer no son los tinicos
posibles multiplicadores para desarrollos de Hermite, es decir, la condicién de
Meyer no caracteriza a los multiplicadores. Como ejemplos inmediatos de mul-
tiplicadores que no son multiplicadores de Meyer, tenemos los semigrupos de
Ornstein-Uhlenbeck, de Poisson-Hermite y sus derivados.

Como hemos mencionado anteriormente, la LP (y4)-continuidad de las trans-
formadas de Riesz de orden superior, se puede obtener como corolario del Teo-
rema de Meyer de manera muy sencilla (véase [13]):
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Corolario 9.1 Las Transformadas de Riesz Gaussianas de orden superior R
son continuas en LP(vyq), es decir, si f € LP(v4), 1 < p < 0o, entonces

Rafllpra < Callfllpra- (87)

Un resultado que falta en esta teoria es un teorema general de tipo Marcinkiewicz,
en el que se den condiciones sobre los incrementos o derivadas de ¢ para garan-
tizar la LP(v4)-continuidad de Ty. Hay varias razones para suponer que un
resultado asi, de existir, no puede ser trivial. En primer lugar, recordemos que
las sumas parciales de desarrollos de Hermite no son LP(~y4)-continuas si p # 2,
entonces, las condiciones de un tal teorema tendria que excluir a las sumas
parciales como multiplicadores, cosa que no ocurre en el caso clasico. Por otra
parte, aunque esto luce sélo como un detalle técnico, la demostracién del resul-
tado clésico usa precisamente la funcién g3, que como ya dijimos es desconocida
en el caso Gaussiano.

La relacién entre la Teoria de Multiplicadores para desarrollos de Hermite
y la propiedad hipercontractiva del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck es muy
estrecha. El Teorema de Meyer, que como hemos visto es el resultado méas im-
portante de ella, es consecuencia casi inmediata de la hipercontractividad. Por
otra parte, en su trascendente articulo W. Beckner [4], demostrd, entre otras
cosas, como la hipercontractividad del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck es con-
secuencia de una desigualdad para multiplicadores de desarrollos de Hermite.
De hecho lo que él prueba es la continuidad LP(vq) de los operadores T; pero
con t = i/p — 1 imaginarios puros?, cosa que, por cierto, est4 muy relacionada
con la representacién de Weissler [57] dada anteriormente. Ademds de lo in-
teresante de esta prueba, que utiliza de manera decisiva el Teorema Central del
Limite, Beckner deja claro la intima relacién entre al Andlisis Arménico Clasico
y el Gaussiano, dado que, por ejemplo, este resultado de multiplicadores le sirve
para obtener la mejor constante en la desigualdad de Haussdorf-Young para la
Transformada de Fourier.

Una sugerencia de B. Muckenhoupt, que todavia no ha sido explorada a
plenitud es la obtenciéon de teoremas de transplantes para el caso de desarrollos
de Hermite, que puedan ser aplicados luego a teoremas sobre multiplicadores,
tal y como él lo hace en su monografia [34]. Es de notar que, para teoremas de
transplantes en este contexto, necesariamente hay que considerar polinomios de
Hermite generalizados { H/}.

10 Problemas abiertos.

Como queda claro de la exposicion anterior, el desarrollo del Andlisis Arménico
Gaussiano es todavia muy fragmentario, quedando muchos problemas impor-

2En su tesis de maestria, A. Infante [22] hace un estudio detallado de estos resultados de
Beckner.
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tantes por resolver. Podemos mencionar, entre otros, los siguientes:

Espacios de Hardy Hf , respecto a la medida Gaussiana ;.

Aunque en el articulo de Muckenhoupt de 1969 se cita que con la intro-
duccién de las nociones de integral de Poisson-Hermite y de funcién conjugada
estan las bases para una teoria de espacios HP para los desarrollos de Hermite,
muy poco se ha hecho en esa direccion. Hay problemas técnicos importantes
alli como el hecho que la desigualdad de subarmonicidad no es cierta.

Es posible que una teoria para el caso 1 < p < oo se pueda desarrollar
usando la funcién de area S,. El caso 0 < p < 1 estd totalmente abierto.

Finalmente el caso d = 1 y p = 1 ha sido investigado recientemente por L.
Forzani y R. Scotto [11], usando descomposicién atémica.

Espacios de Oscilacién Media Acotada BMO,,, respecto a la me-
dida Gaussiana ~,.

Para definir un espacio BMO,,, un primer punto de vista es considerar
una funcién maximal aguda gaussiana fj; para, a partir de alli, definir
dicho espacio. Ahora bien, dada la problematica que existe con las funciones
maximales de Hardy -Littlewood no centradas, pareciera natural definir fjf:
como

1

= A _ f7d
f"/d - gl(lf) ’Yd(Q(iU)) /(1:) |f(y> fQ(:,;)Wd(dy), (88)

donde el supremo es tomado sobre todos los cubos Q(z) centrados en x y

Yd 1

Jow = m/@(x) £ (y)|va(dy)-

Podemos definir ahora
BMO’Yd = {f € Llloc(ryd) : f'ﬁ € LOO(de)}a (89)

con la seminorma || |4 = || /% |[0c.5,-

Uno podria considerar alternativamente, una funcién maximal aguda gaus-
siana del tipo de los operadores maximales gaussianos estudiadas por L. Forzani
[8]. Esta alternativa no ha sido explorada suficientemente.

Finalmente, se podria considerar otra posible definicién de BM O.,, siguien-
do la sugerencia de O. Blasco, de la Universidad de Valencia, como en el caso
clasico, mediante el uso de la integral de Poisson-Hermite. Un problema abierto
es ver si estas diferentes definiciones coinciden.

Estructura de convolucién para desarrollos de Hermite.

Una pregunta que se puede hacer en este contexto, formulada también por
O. Blasco, es si no existe una estructura de convolucién de forma tal que el
semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck o el de Poisson-Hermite se obtengan mediante
dicha convolucién.
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Esta pregunta es, en cierto sentido, muy natural por los desarrollos clasicos
de polinomios ortogonales y funciones especiales (véase G. N. Watson [55]) y
tiene una larga historia a partir de los primeros resultados obtenidos para los
polinomios ultraesféricos.

C. Markett obtuvo, en 1993 [24], una estructura de convolucién para poli-
nomios de Hermite generalizados { H*}, en donde los polinomios de Hermite son
el caso u = 0. Sin embargo, esta nocién es problemética dado que el operador
de traslacién no es positivo, y sélo es adecuada para el caso de u > 1/2 cuando
es quasi-positivo en el sentido de Gasper y tiene estimaciones adecuadas en nor-
ma. Asi el caso ;4 = 0 es un caso singular por lo que aparentemente no seria de
mayor utilidad en las aplicaciones que nos interesarian, como serfa por ejemplo
el expresar multiplicadores como convoluciones. Queda abierta la posibilidad
de mejorar las estimaciones de Markett de forma de obtener una nocién de con-
volucién para los polinomios de Hermite mas adecuada y 1til, por ejemplo, para
el estudio de la Teoria de Multiplicadores.
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