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Resumen

Una introduccién a fibrados vectoriales, clase y cardcter de Chern y
el Teorema del Indice de Atiyah-Singer, aplicados a la determinacién de
condiciones necesarias para la existencia de operadores pseudodiferencia-
les elipticos entre fibrados dados, y el cémputo del indice de algunos de
tales operadores.

1 Introduccién

Estas notas son una introduccién a los temas que forman el titulo, aplicados al
problema de la existencia de isomorfismos entre ciertos fibrados vectoriales y el
célculo del indice de algunos operadores elipticos via el Teorema del Indice de
Atiyah-Singer. Estas aplicaciones representan una parte de resultados obtenidos
en colaboracién con Howard Jacobowitz, presentados en [9]. La pregunta que
nos planteamos fue la siguiente: dada una variedad compacta M y fibrados
vectoriales complejos E, FF — M con fibras de la misma dimensién, ;existe un
operador (pseudo)diferencial P lineal eliptico de secciones de E en secciones de
F? La respuesta es generalmente no.

Describir nuestros resultados requiere ingredientes de diversas dreas que ex-
pondré a lo largo de este articulo, entrelazandolos con nuestros resultados. El
resto de esta introduccién presenta el contexto necesario para describir comple-
tamente el problema. En la Seccién 2 nos ocuparemos de ejemplos de fibrados
vectoriales de rango 1 sobre S2. La idea es tener algunos casos concretos en la
mano, ilustrando a la vez la idea de fibrado vectorial (definido en esta intro-
duccién). En la Seccién 3 presentamos un nimero de ejemplos de operadores

* Agradezco a los organizadores de las XIV Jornadas de Matemadticas su amable invitacién
al evento, y a la Fundacién Polar el financiamiento de mi visita.
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diferenciales elipticos entre fibrados de rango 1 sobre una variedad compacta
orientable de dimensién 2 (una superficie de Riemann). La Seccién 4 presenta
una primera condicién necesaria para la existencia de un operador eliptico entre
dos fibrados dados, en términos de las clases caracteristicas de Chern, también
definidas en esa seccién. En la Seccién 5 analizamos fibrados de rango 1 y
probamos que la condicién obtenida en la Seccién 4 es suficiente en ese caso. La
Seccién 6 basicamente dice que si hay un operador eliptico de E a F', entonces
en realidad E y F' estan intimamente ligados. En esa seccién explotamos este
conocimiento para refinar la relacién entre las clases de Chern de la Seccién 4
de fibrados E y F' para los cuales existe el tal operador eliptico. En la Seccién 7
describimos el caracter de Chern y la clase de Todd, dos ingredientes primarios
en la férmula del indice de Atiyah-Singer, el cual esta descrito en la Seccién 8.
Finalmente, en la Seccién 9 usamos el teorema de Atiyah-Singer para calcular
el indice de ciertos operadores.

Los operadores (pseudo)diferenciales cuya existencia queremos indagar son
localmente matrices cuadradas (digamos r x r) P = [P]] de operadores es-
calares lineales P con coeficientes suaves en R". Estos ultimos son operadores
diferenciales, o mas generalmente pseudodiferenciales. Esto quiere decir que

1

PYu(z) = —/ €@ pr (g E)u(a')d' de
o) = o [ ‘(@ Ou(e)

donde las py, (z, &) son funciones suaves que imitan lo que ocurre con operadores
diferenciales en cuanto a que son, en un sentido que se puede precisar, sumas

oo
v vV
by~ E:pm—j,u
=0

con py, i “(:c,g) homogéneo en £ de grado m — j, mas no necesariamente poli-
nomial en £. El ndmero m, el mismo para todas las componentes de P, es el
orden del operador, que suponemos positivo. El simbolo principal de P es la
matriz [p;, ,(z,£)] pensada como operador lineal de C" en C". El par (z,¢)
se interpreta como el covector Y i, &dzt|,. La elipticidad del operador es
la condicién que la matriz [py, ,(z,&)] sea invertible. El articulo [14] es una
introduccién corta muy buena al tema de operadores pseudodiferenciales.

Sea M un espacio topoldgico. Un fibrado vectorial localmente trivial real
(' =R) o complejo (I' = C) de rango r € N sobre M es un espacio topoldgico E
y un mapa continuo p : E — M tal que existe un cubrimiento {Uy}aca de M
por abiertos y para cada & € A un homeomorfismo ¢q : p~*(Ua) = Us X I'™ de
la forma ¢, () = (p(0), pa(0)) tales que ¢ppd, ' : Uy NUz x " = U, NUg x ™
es lineal en la segunda variable. Las ¢, se llaman trivializaciones locales. Las
funciones ¢§1¢a, definidas en Uy NUg X I'" si Uy, NUg # 0, son de la forma
(g, 2) = (z,¢pq(q)z) donde los ¢4 (g) son continuos en ¢ y lineales en z. Estas
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®3a, llamadas funciones de transicién, satisfacen

Ppa = op e Ua NUp, dapdpydya =1den Uy NUgNU,. (1.1)

A partir de las funciones de transicién uno puede reconstruir el fibrado E.

La estructura de espacio vectorial de I'" se transfiere consistentemente a
estructuras de espacios vectoriales en cada fibra E, = p~'(q) de E — M.
Una seccién de E — M es una funcién ¢ : M — E tal que o(q) € E,.
Con la trivializacién local ¢, uno puede definir r secciones locales o, 0,(q) =
b5t (g,e,) (las e, forman una base de I'") tales que las 0,(g) son una base de
FE,. Una familia de secciones asi es un marco local. En el contexto de variedades
uno reemplaza continuo por suave y homeomorfismo por difeomorfismo C*°. El
espacio de secciones suaves de E es C*(M; E). Localmente los elementos de
C°°(M; E) son combinaciones lineales ), a,0, donde los o, se obtienen de las
trivializaciones locales, y las funciones a, son suaves.

Suponiendo ahora y en el resto de estas notas que M es una variedad suave
paracompacta orientable,! sean E, F — M fibrados vectoriales complejos de
rango r. Un operador pseudodiferencial de E en F' es un operador lineal P :
C*®(M; E) — C®(M;F) que en términos de trivializaciones de E y F sobre
abiertos U C M que son dominios de coordenadas locales de M es como el P
descrito mas arriba.

El simbolo principal p de P puede (y debe) verse como un homomorfismo
entre fibrados vectoriales, de la siguiente manera. Dado el fibrado vectorial
p: E — M, el diagrama

E

|e

T*M\0 —— M
se completa colocando en la esquina superior izquierda el conjunto
T E ={(§0) € (T"M\0) x E : w(§) = p(o)} (1.2)

con mapas a T*M\0 y E definidos por la restricciones de las proyecciones.
Aqui T*M\0 es T*M sin la imagen de la seccién 0. Uno comprueba que
T E — T* M\0 es un fibrado vectorial. La fibra en £ € TgyM es 7*E; = {0 €
E,}, segin (1.2). Igualmente tenemos n*F — M dado F — M. Si ahora
P : C®M;E) - C®°(M;F) es un operador pseudodiferencial, su simbolo
principal es un mapa suave p : 7*E — w*F que se puede escribir en términos
de las representaciones locales del operador, y tiene las siguientes propiedades:
p(r*E¢) C m*F¢, y p(§) : m*E¢ — m*F¢ es lineal. Una funcién asi, de 7*E en

1Para hablar de operadores pseudodiferenciales no es necesario que M sea orientable.
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7*F, es un homomorfismo de fibrados vectoriales. El operador P es eliptico si
su simbolo principal p es invertible. Esto es, si hay un homomorfismo g : 7*F —
7*E tal que pg = gp = Id. Uno dice entonces que los fibrados 7*E y n*F son
isomorfos, y que p es un isomorfismo.

El simbolo p es homogéneo de grado m, el orden del operador: p(t€) = t™p(&)
(t > 0), asf que para saber p basta con saberlo en S* M, el fibrado sobre M
que consiste de las esferas en cada fibra de T* M. Debido a esto, basta con
trabajar en este fibrado, que tiene la ventaja de ser una variedad compacta.
Para simplificar la notacién, llamaremos F al fibrado 7* E obtenido como arriba
pero considerando 7 como mapa S*M — M.

Cada operador pseudodiferencial P : C®(M;E) — C®(M;F) tiene un
simbolo principal. Se puede probar que dado un homomorfismo suave E > ﬁ‘,
hay un operador pseudodiferencial de E en F' de orden M cuyo simbolo principal
es el homomorfismo dado.

Dicho todo esto, el problema de la existencia de un operador pseudodiferen-
cial eliptico entre un par de fibrados E y F' es realmente determinar si E y a
son isomorfos como fibrados vectoriales sobre S* M. Si lo son, diremos que E
y F estan elipticamente relacionados.

La cuestién de existencia de operadores diferenciales? elipticos es més dificil.
Hay fibrados E, F' que admiten operadores pseudodiferenciales elipticos, pero
no diferenciales. Ver [3].

Algunas referencias dtiles son las siguientes. Sobre el tema de variedades
diferenciables, Warner [22] y Kobayashi-Nomizu [12] son muy completos. Sobre
fibrados, el libro de Steenrod [19] es clésico. El libro de Husemoller [8] es muy
util aunque més dificil de leer. Los libros de Milnor-Stasheff [13], Bott-Tu [6]
y Kobayashi-Nomizu [12] son més legibles y claros en lo que concierne a clases
caracteristicas. Sobre cohomologia, el libro de Warner citado arriba también
es recomendable. Finalmente el libro de Gilkey [7] contiene una demostracién
completa del teorema del indice.

2 Fibrados de rango 1 sobre S?2

Comencemos con el fibrado cotangente de la esfera
8% = {(w1,wa,w3) € R® 1wl +wi +wi =1},

el cual es un fibrado real de rango 2. Como conjunto, T*S? es el conjunto de
diferenciales de funciones (C! o C*, no importa) en puntos de S2:

TrS* = {df|, : f es una funcién C" definida cerca de ¢}
T*S? = U T;S* (unién disjunta)

peS?

2En lugar de pseudodiferenciales.
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junto con el mapa 7 : T*S* — 5* que manda v € T;S? en 7(v) = q.
En S$? marcamos los puntos n = (0,0,1) y s = (0,0,—1). En U, = S?\{s}
tenemos la proyeccién esterogréfica o, : S? — R? dada por py (wi,ws,w3) =

Wi e - ) .
(1+w3, 1+L‘)3). Con z = x + iy, la inversa es

P (.’IJ y) (2.%',2:1/, 1- |Z|2)

e +1

Igualmente en U; = S?\{n} tenemos p_: S? — R? dada por p_(wi,ws,ws) =
(4 “2 ) (el signo — tiene que ver con la orientacién). El cdlculo directo

l—wz’ 1—ws
. s 1
de la composicién p_ o p,* produce

p-opy(z,y) = Iz |2( ) (2.1)

o con notacién compleja, p_ o go_T_l(z) = 1/z. Estas dos functiones g, p_
son coordenadas complejas en S2. Usaremos la notacién z = g, z = x + iy,
¢ =p—, ¢ =&+ in. Las funciones z, y son coordenadas (reales) en U,. Con
esta notacion la ecuacién (2.1) dice que si ¢ € Us NU, entonces ((q) = 1/2(q),
esto es, ( = 1/z.

En términos de z y y, un covector v € T;S 2 sobre un punto q € U, se escribe
como

v =adz|; + bdy|, (2.2)

en donde a y b son nimeros reales si estamos hablando de T;S2 o complejos
si queremos hablar de CTy S2, la complexificacién de T*52 Esto da un mapa
natural ¢, : 71 (Uy) — U xI2 T =RoTl =C segin el caso:

7 Us) D v = adz|, + bdy|, = (g, (a,d)) € Uy x T? (2.3)
Igualmente si ¢ € Us y v € T;yS? entonces

v = adfl, +Adil, (2.4)

y hay el correspondiente mapa ¢ : 71 (Us) = Us x T2. Siq € Us NUn ¥
vE Tq*SQ, v puede escribirse usando dz, dy o d§, dn. Encontramos la relacién
entre los coeficientes usando z = 1/{. De esto, o directamente de (2.1) uno
obtiene z = £/|¢|?, y = —1/|¢|? en U NU, y usando la férmula df = g—gdﬂg—gdn
para calcular dz y dy obtenemos

n’ —& 2£n 2£n

& —n?
BT e W= e g

dx =
I¢]*

a4 -
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de lo cual resulta que si v estd dado por (2.2), entonces

v = e {la(® =€)+ 2enlde], + [(~2agn + 00" — ENdnly}. - (25)

De esto resulta que

1
4

62671 (¢, (a,)) = (g, @(W — €2) + 2061), (—2a&n + b0 — £2))).

La segunda componente,

o] -2 Pt

es la funcién de transicién. De todo esto resulta que 7*S? es un fibrado vectorial
real de rango 2.

Otro ejemplo, mas interesante para nosotros, se obtiene usando la estructura
compleja de $%. Usando dz = (dz+dz)/2 y dy = (dz—dz)/2i uno puede escribir
el covector en (2.2) como

a—bi a+bi

v=—5 dz|, + 5

dzl,. (2.6)

Igualmente, si v estd dado por (2.4), entonces también

a— i a+ i —
v= 26 dc|q + 2ﬁ d¢|,- (2.7)
y si g € Uy, N Us entonces sustituyendo
1 1
a= W(a(ff — &) +26én), B= T (~2aén + b(n® — €2))

(obtenidas de (2.5)) en (2.7) resulta

a—bi[ & —n®-2ify a+bi[ & —n+2i&n] ~
V= - 1 ddq + - 4 dClq
2 <] 2 I<]
que es lo mismo que se obtiene si en (2.6) uno sustituye dz = —C% d¢, dz =

—Z% d¢. Esto dice que separar la parte sobre U, del cotangente complexificado

CT;S? en la suma directa de elementos de la forma Adz|, y elementos de
la forma BdZ|,, o separarlo sobre U; en la suma directa de elementos de la
forma A'd(|, y elementos de la forma B'd(|, es consistente sobre U, NUs. El
conjunto de todos los covectores de la forma Adz|, o A'd(|, (con g variando

en S?) se denota A'°s2, y el de los conjugados, A”'S2. Ambos son fibrados
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complejos de rango 1. La suma directa fibra a fibra es CT}; S2. Esto se escribe
cr*s? = N"°s?2 @ A>'S2. Escribiremos T1,0 ¥ 7o para las proyecciones
canénicas CT*S? — /\1’052 y CT*S? — /\0’152. Las formas diferenciales

. 1,0
on = dz y 0, = d(, respectivamente, son marcos locales de /" S? sobre U, y
Us, y estan relacionadas por

—50n- (2.8)

Obtendremos otro ejemplo de un fibrado vectorial de rango 1 sobre S? de la
representacién de S2 como el espacio proyectivo complejo de dimensién 1, CP*.
Este 1ltimo es el cociente de C?\{0} por la relacién de equivalencia (29,21) ~
(24,21) < 3p € C tal que (29,21) = p(z), 2}). La clase de equivalencia de
(20,21) se denota [20,21]. Antes de presentar el fibrado, mostraremos que CP*
“es” S2. El cociente es un espacio topoldgico en el cual tenemos dos abiertos:
Uy, el conjunto de elementos [z, 21] con 21 # 0, y Ui, el conjunto de elementos
[20,21] con zg # 0. Si [z0,21] € Up, entonces, como 21 # 0, [20,21] = [20/71, 1]
El cociente zo/z; determina y es determinado por [zg, 21], y tenemos una funcién
Z:Uy > C, 2([20,21]) = 20/z1. De la misma manera, tenemos una funcién
f :U; — C. Es facil ver que 2 y f son homeomorfismos. Si [z9,21] € Up N U,
entonces (([z0,21]) = 1/2([20,21]), esto es, { = 1/4. Recordemos ahora que
en S? tenemos z : Uy = C y ¢ : Us — C, tambien relacionadas por ¢ = 1/z.
Definimos 1 : CP! — S? de la siguiente manera: Si ¢ € Uy, ¥(q) = 271(2(q)), ¥
si g € Uy, ¥(g) = ("1({(q)). Esta definicién es consistente en Uy N Uy, y es un
homeomorfismo.?

Obtenemos un fibrado p : v — CP! de rango 1 (llamado el fibrado canénico
sobre CP!) especificando que la fibra sobre [29,21] es el subespacio complejo
de dimensién 1 de C? generado por (zo,21). Este subespacio no depende del
representante de [zg, z1]. En Up tenemos la seccién local oy, definida por

Un([ZO;zl]) = (30/21, 1)-

Notemos que (zo/z1,1) esta en la fibra de v sobre [2q, 21] (el espacio generado
por (29, 21)), asi que esto de verdad es una seccién. Sobre U; tenemos la seccién
local

os([20,21]) = (1, 21/20)-

Usando estas secciones locales uno define trivializaciones de «y sobre Uy y U1, de
la misma manera que (2.3) resulta de (2.2). De la relacién

1
05 = —0n (2.9)

3Aqui 271 es la funcién inversa de z, no la inversa multiplicativa 1/z.
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se obtiene la funcién de transicién, que no es mas que el mapa U, NU; — C\0
dado por multiplicacién por 1/z.

El resto de esta seccidon es la determinacién de todos los fibrados vectoriales
complejos de rango 1 sobre S2. En particular veremos que /\I’OS2 no es isomorfo
a 7y porque las funciones de transicién 1/22? y 1/2z no son homotdpicas.*

En general se puede probar lo siguiente (ver por ejemplo [8, pdg. 29, Coro-
lario 4.8]): Si X es un espacio topoldgico paracompactoy p : E — X es un
fibrado vectorial localmente trivial, digamos complejo de rango 7, y sitf C X
es un abierto contractible, entonces E|y es trivial, esto es, isomorfo a U x C"
como fibrado vectorial.> En particular, sobre tales abiertos el fibrado admite
un marco (r secciones suaves o, : U — Ey tales que para cada g € U, las 0,(q),
v=1,...,r, son base de la fibra E,).

En el caso de S? que estamos considerando, los abiertos U, y Us son con-
tractibles, y por lo tanto si E — S2 es un fibrado de rango 1, hay secciones
nunca nulas o, : Uy = Ey, y 05 : Us = Ey, . Estas estan relacionadas sobre
U, NU; a través de

05 = hoy (2.10)
con alguna
h: U, NUs —» C\{0} (2.11)

suave. La clase de homotopia de h determina a E médulo isomorfismo. Pro-
baremos esto. Supongamos que E’ es otro fibrado de rango 1, que o, y o} son
secciones nunca nulas de E' sobre U,, y que Uy, que o, = h'cl, con h' homotdpica
a h. Probaremos que existen secciones suaves nunca nulas 6, : Uy — Ey, v
Gs 1 Us = By, tales que 65 = h'dy (es decir, la “h” para el nuevo par de marcos
de E es la misma que para E' con o, y o;,. Una vez demostrado esto, uno
define ® : E — E' especificando ®(6,) = o}, y ®(65) = oL, y extendiendo por
linealidad. Esta definicién es consistente porque los “h” son los mismos.
Notamos primero que h/h' es homotdpica® al mapa constante 1. Por lo
tanto h/h’ admite un logaritmo.” Sea x : S2 — R suave tal que x(q) =
1 para g cerca de n y x(gq) = 0 para ¢ cerca de s. Entonces xlog(h/h') es

4Dos funciones continuas fo, f1 : X — Y entre espacios topoldgicos son homotdpicas si
existe F : X X I — Y continua tal que Vg € X : F(q,0) = fo(q) y F(g,1) = fi1(q); aqui
I es el intervalo [0,1]. Tal F es una homotopia de fo a fi. Homotopia es una relacién de
equivalencia.

5En el caso de variedades paracompactas M, uno puede probar esto si i/ C M es difeomorfo
a una bola usando conexiones y transporte paralelo a lo largo de rayos.

6Si F es una homotopia de h a h’, entonces F//h’ es una homotopia de h/h’ a 1

7Si f : C\{0} — C\{0} es homoté6pica a 1 entonces la integral de linea de %{f en cualquier

curva cerrada es 0, y por lo tanto hay g tal que dg = %. Automadticamente e9 = cf para
alguna ¢ # 0 que puede absorberse en la definicién de g.
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suave cerca de s y (1 — x)log(h/h') es suave cerca de n. Esto da h/h' =
eXlOg(h/h’)e(]-*X) IOg(h/h,)‘ Sean hn = e(lfx)l()g(h/hl)j h5 = 67X10g(h/h’)‘ Estas
funciones, definidas respectivamente en U,, y Us, son suaves nunca nulas, y
h = h;'hah'. Por lo tanto, usando (2.10), tenemos

hsos = h'hnon

Definiendo &, = hno, y similarmente 65 obtenemos lo que querfamos.

No sélo es verdad que la clase de homotopia de la funcién de transicién h
determina a E mddulo isomorfismo, sino también que a cada funcién (2.11),
por ejemplo h(z) = 2*, le corresponde un fibrado. Este puede construirse
de la siguiente manera. Definimos E como el cociente de la unién disjunta
U, xC U Us x C por la menor relacién de equivalencia para la cual (g, 2) € U, xC
es equivalente a (g,2') € Us x C si y sélo si z = h(q)z'. Sobre U, tenemos
la seccién o, definida mandando ¢ en la clase de equivalencia de (g,1) como
elemento de U, x C, y similarmente tenemos una seccién os. Si ¢ € U, N Us,
on(q) tiene dos elementos, (¢,1) € Uy x C, y (¢,1/h(q)) € Us x C. Esto es,
on(q) = (1/h(q))os(q), més concisamente, oy = (1/h)0s.

Proposiciéon 2.1 Hay una correspondencia 1 a1 entre los enteros y los fibrados
vectoriales complejos E — S? de rango 1, dada por el indice de la (clase de
homotopia de la) funcién de transicion (2.10).

Al fibrado canénico v — S? le corresponde —1. Al fibrado A"°S? le co-
rresponde —2 (el negativo de la caracteristica de Euler de S?%). A /\0’152 le
corresponde 2.

3 Ejemplos de operadores elipticos en variedades de
dimensién 2

Las variedades que consideramos aqui son compactas y orientables, por ejemplo
S2 y el toro S' x S'. Es un hecho que estas variedades admiten estructuras
complejas. Fijemos una de estas variedades, M, y una estructura compleja.

. 1,0 0,1
Tenemos entonces los fibrados complejos A" M y A” M, ambos de rango 1,
descritos en el caso de S? en la seccién anterior, y que dan una descomposicién

cT*M=N""Me A" M (3.1)
y proyecciones

71,0 * T;M — /\LOM, 70,1 - CT;M - Ao,lM
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El operador d de funciones en 1-formas, d : C®°(M) = C°(M;CI* M), se
descompone de acuerdo a

df = my0df + mo 1df
y obtenemos dos operadores, 0 = gody 0= my,1 0 d,
8:C®(M) = C¥(M; AN’ M),  3:C0°M) = C°(M; A" M)

Estos son operadores elipticos. Para ver esto, calcularemos el simbolo principal
de 0.

La receta general para calcular el simbolo principal de un operador pseu-
dodiferencial P : C*(M; E) - C®(M;F), E y F fibrados sobre M, es como
sigue. Tomamos g € M, un covector no nulo v € T,/ M y una funcién real suave
f tal que df(g) = v. Tomamos también un elemento oy € E; y lo extendemos
a una seccién suave o € C°(M; E). Si el operador es de orden m, el limite

: : 1 —iT iT

sim(P)(v)(00) = lim ——e™ "W P(e0)(q) € F,
existe, y depende sélo de df (q) y o(q). Esto define, para cada g € M y v €
T; M\0, un mapa lineal sim(P)(v) : E, — F;. Elipticidad, recordemos, es la
invertibilidad de sim(P)(v) para todo v no nulo.

Apliquemos esto verbatim al caso de 0. Tomemos g0 € M, v € T M\0

y una funcién f : M — R suave con df(ag) = v. El espacio de funciones
M — C puede verse como el espacio de secciones del fibrado trivial M x C, via
g+ (¢~ (q,9(q)), y por lo tanto d puede verse como operador de secciones
de E = M x C a secciones de F' = /\O’IM. Tomar oo € E,, es tomar (go, ),
s € C. Extender a una seccién es tomar una funcién g tal que g(go) = s y mirar
g+ (g,9(g)). Tenemos

e—i'rfa(ei'rfg) — e_inﬂ'l,od(eing)
=e "y o(iTe'™ gdf + €7 dg)
= iTgm odf + 7 ,0dg
=1i190f + Og

Dividiendo entre 7 (0 es de primer orden), tomando el limite y evaluando en gg
obtenemos

sim(9)(v)(s) = ig(qo)0flq = ismi,0(v)

, 1,0 C e
Por lo tanto, el simbolo en v es el mapa C — /\q0 M dado por multiplicacién
por im0(v). Para ver que este mapa es invertible sélo necesitamos ver que es
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inyectivo, porque ambos fibrados son de rango 1. Supongamos que z =  + iy
es una coordenada local compleja de M cerca de qq. El covector v es entonces
v =adz + bdy con £ y n reales, y, segtin (2.6),

a—1b
2

Este covector complejo no es cero, pues si lo fuera, tendriamos a = b = 0, pero
sabemos que v # 0. B
Tgualmente uno prueba que 9 es eliptico, con simbolo

mo(v) = dz (3.2)

a+ib
2

sim(9) (v)(s) = is dz (3.3)

siv =adzr + bdy.

Concluimos de esto que hay operadores elipticos del fibrado trivial en /\1’0/\/1
y N M.

Podemos construir més operadores elipticos usando conexiones. En general,
una conexién en el fibrado E — M es un operador lineal® V : C*°(M; E) —

C®(M;E® /\1M) con la propiedad
Vfo = fVo + o ® df para cualquier funcién f y seccién o. (3.4)

Autométicamente ([15]) V es un operador diferencial de orden 1. Si M es
paracompacta, F£ admite una conexion.

Tomemos un fibrado vectorial complejo de rango 1 en nuestra variedad M
y una conexién en E. La descomposicién (3.1) nos da

EeT*M=EN"'M)aEN"'M) (3.5)
lo cual nos permite escribir Vo = V1'%¢ + V%lg, con
V0 C%(M; E) = C®(M; E® N M)

Este es un operador diferencial de orden 1. Como E y /\1’0/\/( son fibrados de

rango 1, E® A'"°M es de nuevo de rango 1. Calculemos el simbolo de V10,
Sean f una funcién real suave y o una seccién de E.

e—z'rfvl,O(ez'Tfa) — e—z"rf(]:d ® Wo,l)V(einO')
=e " (Id @ w1 ) (e Vo + o @iTe’™ df)
=V +iro® m1,0df

8Kl producto tensorial de los fibrados E y F es el fibrado cuya fibra en cada punto es
el producto tensorial de las fibras de E y F en ese punto. El producto tensorial de dos
espacios vectoriales complejos V', W es el espacio vectorial formado por las funciones bilineales
V*xW* 5 C. SiveVywée W, vQ®w es la funcién bilineal V* x W* — C definida por
V* X W* 3 (p,w) = v(v)w(w) € R.
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Dividiendo entre 7 y tomando limite,
sim(V0)(df)(0) = io @ m1 odf

Como 1 odf # 0 si df es real no nulo, V10 es eliptico.

En la seccidén anterior vimos que los fibrados vectoriales de rango 1 sobre
S? estan clasificados por los enteros. Esto es verdad en general, en cualquier
variedad compacta orientable (y orientada) de dimensién 2 (fibrados de rango
1). Podemos entonces enumerar estos fibrados sobre M como Ey, k € Z. Esta
enumeracion es consistente y asigna el mimero® —1 al fibrado canénico vy — S2,
y el nimero 2 — 2g (la caracteristica de Euler) a A" M si g es el género de
M,y29g—-2a /\I’OM. Con esta enumeracién, Ey, ® E; es isomorfo a Ej,.
El nimero k es el grado de Ej, deg(Er) = k y se obtiene por integracién de
la primera clase de Chern del fibrado en cuestién. Ver la Secciones 4 para la
definicién de clases de Chern y la Seccién 5 para algunos cédlculos concretos.

Lo que probamos con V!0 es que hay un operador eliptico de orden 1 de
cualquier Fy, a Epy24—2, y por composicién, para cada k entero positivo, de Ej,
a Ej i x(29—2)- Usando V%' lo mismo vale para k negativo:

Teorema 3.1 Sea M compacta orientable de dimension 2 y género g. Si E,
F — M son fibrados complejos de rango 1 y deg(E) —deg(F) = k(2—2g) con &
entero, entonces existe un operador diferencial eliptico de orden |k| de secciones
de E en secciones de F.

En la siguiente secciéon veremos que no es posible encontrar operadores
pseudodiferenciales elipticos entre fibrados que no satisfagan la condicién del
Teorema.

4 Sucesién de Gysin, clases de Chern y una condicion
necesaria

Supongamos que p : E — M es un fibrado vectorial real de rango s. Debido a
que M es paracompacta existe en E una métrica suave h. Definimos

SE ={0c € E:h(o,0) =1}.

Para cada x € M, E, N SE es la esfera unitaria en E,. Este es el llamado
fibrado de esferas de E. Si E es orientable y orientado, existe una relacién
concreta entre la cohomologia de M y la de SE, dada por la sucesién de Gysin
[6, 8, 13], la sucesién exacta

o HII(M) —E HI(M) 25 HI(SE) £ HI*F L (M) — - -

9En el caso de v, el —1 es la potencia —1 en la funcién de transicién de (2.9), y en el caso
de A""°S2 el niimero —2 es la potencia —2 = 2g — 2 (con g = 0) en (2.8)
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en donde eg es cierta clase en H¥(M), llamada la clase de Euler de E — M.
Automaticamente eg = 0 si dim M < s. El simbolo ., indica producto copa
en cohomologia, u — u “—e,. Elmapa p* : H1t5(M) — HI"*(SE) es el ‘traido’
usual, y el mapa p, : H1*(SE) — H?t1(M) es una especie de integracién en
las fibras de SE (para cada z, la esfera en E,).

La cohomologfa en discusién es con coeficientes en Z o cualquier médulo
sobre Z. Asi, la misma sucesién puede verse con coeficientes en Z o R. En este
ultimo caso, si M es compacta, las cohomologias involucradas pueden tomarse
como cohomologias de de Rham. Por ejemplo, H?(M,R) es el espacio de g-
formas diferenciales cerradas mdédulo el espacio de formas exactas.

En la sucesién de Gysin, ¢ es cualquier entero; H7(M) = 0si ¢ < 0 o si
q > dim M. Una aplicacién es entonces:

Lema 4.1 Siq < s — 1 entonces p* : HI(M) — HY(SE) es un isomorfismo.
Siq =s—1, entonces p* : HI(M) — HY(SE) es inyectivo.

Como caso especial, consideremos el fibrado cotangente 7 : T* M — M. La
clase de Euler de este fibrado, denotada ex,, estd en H"(M), n = dim M. Si
M es compacta (estamos suponiendo siempre M orientada), la ‘integral’ de e
es la caracteristica de Euler de M,

X(M) =) (=1)f dim H (M, R). (4.1)

=0

Si n es impar, este numero es 0 porque en general H (M, R) ~ H" (M, R) si
M es compacta orientable. Se deduce que si dim M es impar, epq = 0.

Las clases de Chern de fibrados vectoriales complejos £ — M de rango r
consisten de elementos especificos ¢;(E) € H*(M), j =0,...,r, con co(E) = 1.
Estas clases se pueden definir de varias maneras, por ejemplo de la siguiente
manera en el caso en que M es paracompacta (ver [13], por ejemplo). Fijamos
una métrica hermiteana en E. El fibrado E es considerado momentdneamente
como fibrado real'® (por lo tanto de rango 2r), y como tal tiene una clase de
Euler ep € H?"(M). Se define ¢.(E) = eg € H?"(M). Fijamos ahora una
métrica hermiteana en E. Sea ps : SE — M la proyeccién, y consideremos
p¢E — SE. Este fibrado admite una seccién global nunca nula canénica, a
saber, dado ¢ € SE, el elemento 6(c) = (0,0) € ptE (literalmente, segin la
férmula (1.2)). Esta seccién global genera un subfibrado © de pSE de rango
complejo 1, y usando el producto hermiteano h uno construye el ortogonal a ese
fibrado, obteniendo asi un nuevo fibrado complejo Ey — SE, de rango r — 1.
Este fibrado tiene su propia clase de Euler, la clase c¢,._1(E1) que ahora estd en
H?r=2(SE). Como el rango real es s = 2r, H?>"~2(SE) es isomorfo a H*"~2(M)

10Considerado como fibrado real, E tiene una orientacién canénica.
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(Lema 4.1). Se define entonces ¢, 1(E) € H2"Y (M) como el elemento que
corresponde a ¢, 1(E1) € H*"1(SE). La definicién continta inductivamente.

El dnico ingrediente arbitrario en la definicién de las c;(E) del parrafo ante-
rior es la métrica hermiteana. Pero como los fibrados SE definidos con diversas
métricas son homeomorfos, y como E; es isomorfo a p§E/0, es facil ver que las
clases definidas no dependen de la métrica.

Definicién 4.2 La clase total de Chern del fibrado vectorial complejo E — M
de rango T es el elemento

¢(B) =1+ c1(E) + c2(E) + - - + ¢, (E) € @ H¥(M).
Jj>0

Lema 4.3 Sip: E — M es un fibrado complejo y f : N' = M un mapa (suave
o continuo), entonces ¢(f*E) = f*c(E). Si F — M es un fibrado complejo
isomorfo a E, entonces ¢(F) = c¢(E). Si E = F & G, entonces ¢(E) = ¢(F) —
c(Q).

En la proposicién, f*E se define de manera analoga a (1.2), con Ny f en
lugar de T*M\0 y =.

De todo esto obtenemos una condicién necesaria para que dos fibrados com-
plejos E, F — M de rango r estén elipticamente relacionados, expresada en
términos de las clases de Chern de E y F' y la clase de Euler ey de T* M, una
clase en H*(M), n = dim M.

Teorema 4.4 Si E, F — M de rango r estdn elipticamente relacionados, en-
tonces eziste un entero k tal que ¢(E) — ¢(F) = kepm

Demostracion: La hipétesis es que existe un isomorfismo p : E > 13’, y por lo
tanto tenemos c; (E)— Cj (F) = 0 para todo j, segtin el Lema 4.3. Supondremos
que dim M es par, digamos 2m y dejaremos el caso de dimensién impar al lector
(en el caso dim M impar, E tiene que ser isomorfo a F', ver el Corolario 6.2
més adelante). Para j < m tenemos que 7* : H* (M) — H?/(S*M) es un
isomorfismo (Lema 4.1) y por lo tanto ¢;(E) — ¢;(F) = 0. Para j = m, de
cm(E) — ¢ (F) = 0 sélo podemos deducir que ¢, (E) — ¢, (F) esté en el rango
de —eyp: HY (M) = H*™(M). Como H*(M) = Z, el rango de ~—c,, en este
caso consiste de los multiplos enteros de ep, y ¢ (E) — e (F) = kepq para
algin « € Z. O

Es claro que si las clases de Chern de E y las de F' estan relacionadas como
en el Teorema, entonces las clases de E y las de F' son iguales. El problema
estaria por lo tanto completamente resuelto si el mapa que a un fibrado vectorial
complejo asigna su clase total de Chern fuera inyectivo. Esto, sin embargo no
es verdad, excepto en el caso de fibrados complejos de rango 1. Para otros casos
especiales ver [1, 10, 16, 20, 21]).
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5 Suficiencia en el caso de fibrados de rango 1

Para fibrados vectoriales complejos de rango 1, llamados fibrados de lineas com-
plejas, la condicién del Teorema 4.4 también es suficiente para la existencia de
operadores pseudodiferenciales elipticos, porque para ellos, la clase ¢; determina,
el fibrado.

Supongamos que p : E — M es un fibrado de lineas complejas. Sea i =
{Ua}aca un cubrimiento de M por abiertos tales que E es trivial sobre U, para
todo a, y para cualquier ag, a1 € A, Uy, N U,,, si no es vacio, es simplemente
conexo.!! En esta seccién M tiene cualquier dimensién, pero conviene tener en
mente como ejemplo concreto el caso M = S2.

Tenemos trivializaciones ¢o : p~1(U,) — U, x C para cada a € A, y si
UsNUg # 0, ¢pd3'(g,2) = (¢, hpa(q)z) con hgy : Uy NUg — C\0 una funcién
suave. Como U, N Ug es simplemente conexo, existe para cada a, 3 € A una
funcién kg : Uy NUz — C tal que hg, = e 275 Estas kg, no son tnicas,
pero la Unica ambiguedad reside en tomar constantes enteras mqg y reemplazar
kga POr kgo + mpaq. El signo — en la definicién de las kg, en términos de las
hgqa es una convencién. De (1.1) sabemos que hgy = 1/hqps. Podemos suponer
que nuestra escogencia de los kg, refleja esto: kgq = —kqp. También de (1.1)
sabemos que hg,hyohas = 1 en Uy NUgN U, es decir, 1 = e 27ilksythvathasl;

Capy = kgy — kay + kap € Zsi Us NUzNU, # 0 (5.1)

Esta coleccién de nimeros cqp, para cada a, 8,7 con U, NUgNU, # 0 es un
cociclo de Cech, esto es, ella satisface

C3y5 — Carns + Caps — Capy = 0 Va, 3,7, 6 tales que U, NUgNU, NUs # 0,
(5.2)

y por lo tanto determina una clase de cohomologia de Cech. La férmula (5.1)
parece decir que las {co8,} son una cofrontera, pero esto no es verdad pues los
kop de esa férmula no son enteros, sino funciones. Si a los kg, les sumamos
enteros mg, CON Mgy, = —Myg, entonces a la cocadena en (5.1) le hemos sumado
una cofrontera de Cech, y eso no cambia la clase.!?

11Por ejemplo, podemos tomar una métrica riemanniana en M y cubrir M con abiertos
U, geodésicamente convexos. En este caso, las intersecciones Uag N Uay N --- N Uy, son
geodésicamente convexas, por lo tanto simplemente conexos (incluso contractibles).

12Para construir la cohomologia de Cech con coeficientes en Z de un espacio topoldgico
X, uno comienza con un cubrimiento Y = {Us}aca de X por abiertos. Una g-cocadena
(g=0,1,...) es un conjunto

c={cagay...ag : Uog NUay N+ NUqay = Z: (Qo,---,0q) € Aatl Cagai...aq € continua}

Las cagay...aq deben ser antisimétricas en los indices, por ejemplo co3 = —cgo- El conjunto
de tales g-cocadenas se denota C2(,Z). Se define § : C4(8,Z) — CItL(L,Z) asi: dc es el
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Uno puede demostrar que esta clase es en realidad ¢ (E), segin la Definicién
4.2.

Por otro lado, comenzando con una cociclo ¢ = {cqp,} (satisface (5.2)),
podemos definir con ellas un fibrado de rango 1. Primero queremos encontrar
funciones suaves kg definidas en U,NUpg tales que cogy = kgy —kay +kag- Para
ello aplicamos el primer paso de un esquema general para convertir cohomologia
de Cech con coeficientes en R (o Z) en cohomologia de de Rahm.'® Sea {xa}aca
una particién de la unidad subordinada al cubrimiento ; esto es, >, xa = 1,
la clausura K, de {g € M : x4(q) # 0} estd contenida en U,, y para cada
compacto K C M, {a : KN K, # 0} es finito. Dado el cociclo {capy},
definimos kop = 3 4 XuCuag- Estas son funciones definidas en Uy, N Up, y

kgy = kay + kap = Z Xultusy = Cuay + Cpap]
I

= ZXM[_CCVﬂ’Y + Cupy — Cuay + Cuap + Capy] = ZXuCaﬂw = Capy
p p

usando (5.2) y que ) x, = 1. Estas kop pueden usarse para definir funciones de
transicién has = e 2mikas  Definimos con ellas un fibrado vectorial de rango 1
de la siguiente manera. En la union disjunta | |, 4, U X C definimos una relacién
de equivalencia como la menor para la cual (g,2) € Uy x C ~ (g,2") € Ug x C
si y s6lo si 2’ = hga(q)z, y definimos E como el cociente. Si las CaBy Y2
provenian de un fibrado via (5.1), entonces con k, = >, Xp (ko —kua) tenemos
kap = kap — (K, — kj), y con esto uno prueba que el fibrado definido usando

las hap como funciones de transicién es isomorfo a E. Todo esto es andlogo a
la construccién de fibrados de rango 1 sobre S? y al hecho de que sélo la clase
de homotopia de las funciones de transicién importan.

conjunto de funciones dcagay... :Uag NUay N---N an+1 — 7 dadas por

Qg41
q+1
— q ~
Jcaoal...a,ﬂ_l = E (_1) Cagay...dp-..aqq1”
£=0

Entonces 60 = 0 (elemental pero fastidioso de probar). Se define
HI(U,Z) = ker[d : CU(Y,Z) — COTH(Y, Z)]/6(CT (Y, 2))

y finalmente se toma el limite inductivo H4(X,Z) = ligﬁq (4,Z) bajando por refinamientos
de la particién. Cuando X es una variedad, frecuentemente basta tomar un refinamiento
suficientemente fino con abiertos especiales. En lugar de Z uno puede poner otro grupo
abeliano, (Q, R, y C por ejemplo). También puede suponerse que 10s caga;...o o son funciones,
o secciones de un fibrado (cohomologia de haces). Para més sobre esto, ver [22]

13En la Seccién 7 completaremos la cuenta para obtener una clase de de Rham que repre-
senta c1(E).
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Teorema 5.1 Hay una correspondencia 1 a 1 entre elementos de H?>(M,Z) y
fibrados vectoriales complejos E — M de rango 1.

Teorema 5.2 Sea M compacta orientable de dimension > 3. Sean E, F —
M fibrados de lineas complejas. Entonces hay un operador (pseudo)diferencial
eliptico de P : C°(M; E) - C®(M; E) si y sdlo si E es isomorfo a F.

Demostracion: Si E es isomorfo a F' entonces hay un operador eliptico de E en
F, sencillamente porque hay operadores elipticos de E en E. Por ejemplo, si
V:C®(M;E) - C®°(M; EQT*M) es una conexién en E y fijamos métricas,
entonces V*V : C°(M;E) — C°(M;E) es un operador eliptico. Y si hay
un operador pseudodiferencial eliptico P : C*°(M; E) — C*°(M; E), entonces
c1(E) = c1(F) por el Teorema 4.4, pero esto implica que E es isomorfo a F' por
el Teorema 5.1. O

Teorema 5.3 Sea M compacta orientable de dimension 2. Sean E, FF — M
fibrados de lineas complejas. Entonces hay un operador (pseudo)diferencial
eliptico P : C*(M; E) — C®(M; E) si y sdlo si c1(E) —c1(F) = kep para
algin k € Z.

Demostracion: Ya sabemos que si hay un operador eliptico P : C*°(M; E) —
C>°(M; E), entonces se cumple la relacién entre las clases de Chern. Para
probar el converso, usamos que ¢;(F ® G) = ¢1(E) 4+ ¢1(G) cuando E y G

son fibrados de lineas, ver més abajo. Usando luego que cl(/\l’OM) = —epm 0
cl(/\l’OM) = e (que no demostraremos; este es el Teorema de Gauss-Bonnet)
obtenemos por ejemplo que si ¢; (F) = ¢1(E) — kepq con k > 0 entonces por el

Teorema 5.1, F' es isomorfo a £ ® @7 /\I’OM, y por lo tanto el tal operador
eliptico existe, debido al Teorema 3.1. O

El que ¢1(E ® G) = ¢1(E) + ¢1(G) es facil de probar. Cubrimos M con
abiertos U, difeomorfos a discos tales que las intersecciones son simplemente
conexas, y tales que E y G son ambos triviales sobre cada U,. Sean ¢, ¥,
trivializaciones para E y G sobre U,, y escribamos

¢[3¢;1(q7 Z) = (q7 h,@a(q)z)a d)ﬁd};l(qaz) = (qa mﬂa(q)z)

para obtener las funciones de transicién. Sean o,(q) = ¢,'(¢,1), na(q) =
¥ 1(q, 1), secciones, respectivamente, de E y G sobre U,. Obtenemos triviali-
zaciones para E ® G definiendo 74(04(q) ® n4(q)) = (¢,1). Entonces

7874 (¢,2) = (¢, hga(0)mpa(@)2).

Usando ahora que las funciones de transicién de E ® G son los productos
hgaMga, y que para definir ¢c; uno usa logaritmo, que convierte productos en
sumas, uno obtiene ¢1 (E ® H) = c1(E) + ¢1(G).



98 G. A. MENDOZA

6 Equivalencia eliptica

Continuamos con el problema de la existencia de isomorfismos p : E—> 13’, donde
E, F - M son fibrados complejos, ahora de rango r. Los resultados de esta
seccién estan contenidos en [9]. La observacion de partida (mds bien elemental)
es:

Proposicién 6.1 Sean E, F' — M fibrados complejos de rango r. Supongamos
que hay un isomorfismo p : E — F. Si hay una seccion ¢ : M — S* M, entonces
E y F son isomorfos.

Demostracion: Sea w : S* M — M la proyeccién, de manera que por ejemplo
E = 7*E. De la definicién (1.2), si o € E, entonces (((z),0) € 7* E¢(z)-
Por lo tanto podemos aplicar p: p(((x),0) € 7*F¢(y). Este elemento tiene la
forma ({(z),a(x,0)) € S*M x F con la segunda componente en F, (de nuevo
segtin (1.2), ahora con F' en lugar de E). Obtenemos por lo tanto un mapa
lineal a(z) : E, — F,, y un homomorfismo a : E — F. Este homomorfismo es
continuo (suave) y el mapa anélogo F' — E construido usando p~! es su inversa.
Por lo tanto a es un isomorfismo. O

Si dim M es impar 0 M no es compacta,'* entonces hay una seccién global
¢: M — S*M. Por lo tanto

Corolario 6.2 ([9]) Sean E, F — M fibrados complejos de rango r. Si dim M
es impar, o M no es compacta, entonces hay un operador pseudodiferencial
eliptico de E en F si y solo si E es isomorfo a F'.

Por lo tanto el Unico caso por discutir es el de variedades compactas (orientables)
de dimensién par.

Si S*M — M no admite una seccién local, fijemos un punto zg € M. Sea
Ui = M\{zo}. En U; tenemos una seccién local (; : Uy — S* M|y, . Sea Uz un
entorno de xg difeomorfo a una bola en R™. En Us tambien existe una seccion
local {3 : Uz = S*M|y,. Sihay un isomorfismo entre E y ﬁ', entonces la prueba
de la Proposicién 6.1 muestra que hay isomorfismos

h1:F|U1—>E‘U1, h22F|U2—>E|U2.

Sea ho1 = hzhl_l, un isomorfismo de E|y,nu, en si mismo. Este isomorfismo
permite reconstruir F' a partir de E, de manera similar a la construcciéon de
fibrados sobre esferas a partir del fibrado trivial. Uno define F' como el cociente
de la unién disjunta E|y, U E|y, mbdulo la relacién de equivalencia determinada
por “oy € E|y, es equivalente a o5 € E|y, si y s6lo si 02 = ha101” y prueba
que F es isomorfo a F. Usaremos la notacién Ey para denotar el conjunto de
clases de equivalencia por isomorfismo de fibrados FF — M obtenidos de E a
partir de isomorfismos de E|y,nu, en si mismo.

14Sjempre suponemos que M es orientable
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Teorema 6.3 Sean E, F — M fibrados complejos de rango r. Si F Yy E son
isomorfos (es decir, E y F estdn elipticamente relacionados), entonces F' € Ey.

Un célculo largo en [9] demuestra el siguiente resultado:

Proposicién 6.4 Sea M compacta de dimension par 2m y E — M un fibrado
complejo de rango r. Si F € Ey, entonces ¢(F) = ¢(E) + (m — 1)!ku, donde p
es un generador de H*™ (M) y k un entero, necesariamente 0 si 7 < m.

Esta proposicidon es similar al Teorema 4.4. En el caso en que el rango de E es
m, el numero K determma el fibrado F' entre todos los fibrados en Eg. Si en
reahdad E es isomorfo a F', entonces el niimero (m—1)!x es, debido al Teorema
4.4, un multiplo de la caracteristica de Euler x(M) de M (ver la férmula (4.1)).
Maés precisamente

Teorema 6.5 Sea M compacta de dimension par 2m y E — M un fibrado
complejo de rango m. Si F (necesariamente en Es() estd elipticamente rela-
cionado con E, entonces

c(F) =c(E) + (m — 1)lkx(M)u, (6.1)

donde p es un generador de H*™(M) y k un entero. En este caso, E y F son
isomorfos si y sdlo si K = 0, es decir, sus clases de Chern son iguales.

Para la demostracién, que también es un célculo largo, ver [9]. Notemos
que x(M)u = teps. No tenemos un converso a éste teorema cuando m > 1,
ni tampoco un teorema similar a este cuando el rango de los fibrados no es m,
excepto si dim M = 2 o los fibrados son de rango 1. En este ultimo caso, ya
discutimos el problema completamente en cualquier dimensién, en los Teoremas
5.2 y 5.3. Algo més de informacién puede extraerse observando que luego de
fijar un marco de E sobre U, los isomorfismos de E|y,ny, en si mismo (sus
clases de homotopia) pueden identificarse con elementos de man,—1(U(r)) (E
de rango r, dim M = 2m, y U(r) es el grupo de matrices unitarias r x r).
Desafortunadamente los grupos de homotopia 7 (U(m)) no se conocen excepto
en ciertos casos. Para més sobre esto iltimo, consultar por ejemplo [4] y [11].

Supongamos ahora que dim M = 2, M compacta orientable. Si E — M es
un fibrado de rango r > 1, entonces E tiene un subfibrado trivial de rango r —1
(ver [8, pag. 99, Teorema 1.2] , es decir, E es isomorfo al fibrado E; @ C" 1,
donde F; es un fibrado de lineas complejas completamente determinado por E
(via c1(E)). Debido a esto, al considerar la existencia de operadores elipticos
del fibrado E en otro fibrado F' basta considerar el caso en que el rango de los
fibrados es 1. Usando el Teorema 5.3 obtenemos entonces
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Teorema 6.6 Sea M compacta orientable de dimension 2. Sean E, FF — M
fibrados de rango r. Hay un operador (pseudo)diferencial eliptico

P:C®(M;E) = C®(M;F)

si y sdlo si cy(F) = c1(E) + keaq con algin entero k.

7 Caracter de Chern, clase de Todd y conexiones

El carédcter de Chern y la clase de Todd son otras clases caracteristicas asociadas
a un fibrado vectorial complejo E — M, que se obtienen a partir de las clases
de Chern y que intervienen en la férmula del indice.

Para el caricter de Chern, una definicién es como sigue. Supongamos que
el fibrado tiene rango r. Sea D la matriz diagonal con entradas z1,...,Z, en la
diagonal. La funcién analitica f :  — treP, definida para todo z, es simétrica:
f(ziy,...,zi,) = f(z1,...,2,) si (i1,...,4,) es un reordenamiento de (1,...,r).
Por lo tanto sus polinomios de Taylor fn de orden N también lo son, y podemos
escribirlos como funciones polinomiales de las funciones simétricas elementales
oL =) ;Ti Oz = ZKJ. x;xj, etc.: existe un Unico polinomio py(o1,...,0,) de
orden N tal que fx(z) = pn(0o1(2),...,0-(z)). El cardcter total de Chern de E
es la expresién en HP**(M,Q) = P >0 H 2i(M,Q) que se obtiene al sustituir
o1 =c1(E), 02 = c2(E), ..., 0» = ¢.(E) en py con N suficientemente grande.
En el cdlculo de

Ch(E) = pN(cl(E)J e 7CT(E))a

los productos son productos copa. El calculo debe hacerse con cohomologia
racional porque los polinomios py tienen coeficientes en Q. Basta tomar N =
[dim M /2] + 1.

En general, cualquier funcién analitica simétrica f en r variables permite la
construccién de clases especiales.

Otra manera de obtener la clase y caricter de Chern de un fibrado como
clases de cohomologia reales, (ver [5, 12, 13]), es mediante conexiones. Recorde-
mos que una conexién en el fibrado E — M es un operador diferencial li-
neal V : C®°(M;E) - C*(M;E ® /\IM) con la propiedad (3.4). Dada
una conexién Vo en E, se definen operadores Vj : C°(M;E ® /\kM) —
C=(M;E® N M),

Vie®a)=VoAa+o®da,

también de primer orden. El operador V1Vg : C®°(M; E) — C®(M,; E®/\2M)
es en realidad de orden 0, dado por un homomorfismo 2 de E en E ® /\QM.
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Esta es la curvatura de la conexién. Si las 0, son un marco local para E, hay
2-formas €2, tales que Q(o,) = >, 0, ® Q). La forma obtenida al calcular
formalmente

i v —_ Z v L ’ v
det(Id + %[Q”]) =1+ gtr[ﬂu] +-o+ (277) det[$2}] (7.1)

(usando A como producto) no depende del marco o, y puede probarse que
representa la clase total de Chern en cohomologia real (ver [5, pag. 77, (2.11)],
también [12]).

Igualmente, la forma

trexp(%[ﬂl':]) —r %tr[ﬂﬁ] bo=r4a(E) + %(cl(E)Q —2¢(E)) + - -

no depende del marco y representa ch(E) en cohomologia real.
Finalmente, la clase de Todd de E es la clase Td(E) obtenida usando la
funcién simétrica

T

Z;
td(z) = ZI;II T

La clase de Todd interviene en la férmula del indice, de la manera siguiente.
La complexificacién del fibrado tangente de M, CT'M, es un fibrado complejo,
por lo tanto admite clases de Chern, y en consecuencia clase de Todd. Esta la
denotamos Td(M).

En lo que resta de esta seccién veremos cémo en el caso de un fibrado
E — M de rango 1, la clase de Chern (como clase en cohomologia de Cech con
coeficientes en Z), vista como cohomologia real, puede calcularse usando una
conexion, ilustrando con esto la férmula (7.1). Supongamos que el fibrado tiene
funciones de transicién como en la Seccién 5 (usamos la notacién introducida en
esa seccién). Con ellas tenemos por un lado la clase de Chern ¢; (E), expresada
como clase de cohomologia mediante la férmula (5.1). Como en la Seccién 5
definimos ks = 3., XvCvap- Definimos ahora cop = dkap. Estas 1-formas,
definidas sobre U, N Ug, satisfacen

Cgy —Cay+Cap=0en U, NUgNU,

(porque ¢, —Cany+Cap = d(kgy—kan+kap) = dcapy) y debido a esto, la 2-forma
Ca =d)_, XuCua, definida inicialmente en U,, satisface c, = cg en Ua NUg, ¥
por lo tanto éstas determinan una 2-forma global ¢, que calcularemos. Primero,
usando las definiciones de cqapy ¥ kags

cap = ) Xy [Kap — kup + Kol = ) dxp [~hup + kol
I ©w
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usando d )" x, = 0. El lado derecho es
Y Xu (=kus + kua)]l = D X (—dkp + dba)
p w

= d[z Xp (_kuﬁ+kpa)]+z X dkop = d[z X (_kuﬂ+kua)]+dkaﬁ = Cap
B I

I

esta vez usando que k,3 — ko = kop — Cuap y recordando que las cogy son
constantes. Segundo,

ca=dY Xveva=Y_ dxy Nd[Y_ Xu(—kpa + k) +d D xvdkya
v v 1) v

Como d)", x» = 0, el primer término en la derecha es igual a
D dxy AdY Xk =dY  xu Ad D> Xukuw =dn
v 1% v w

una forma exacta globalmente definida. Ya mencionamos que ¢, es indepen-
diente de «, y por lo tanto define una 2-forma global ¢ =) dx, A dkyq + dn.
Por lo tanto, ci(E) estd representada en cohomologia de de Rham por la clase
de

> dxy Adkyg.
Regresando a la definicién de las kg, recordemos que hqp = e 2mikas v por lo
_ i dhag,
tanto dkapg = 5- P
ci1(E) = * Z dx, A dhva en cohomologia real (7.2)
! 2w ~ " hye ) )

Definimos ahora una conexién en E. Sea o, : U, — E|y, la seccién tal

que ¢q(04(q)) = (¢,1) € U, x C. Como ¢B(¢;1(q, 1)) = (q, ¢,8a(Q)), tenemos
¢3'(q,1) = hgaop, y por lo tanto

0a = hgaop (7.3)

En E|y, definimos la conexién V, como aquella para la cual Voo, = 0 (esto
la determina completamente, pues o, es un marco global en U,). Definimos
la conexién V en E como V =} x,V,. Calcularemos Vo, usando (7.3) dos
veces:

VO'a = ZXVVVUQ = ZXuvuhuao'u = ZXVUV ® dhua = ZXVUa 29

dhya
h

va

)
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en la ultima igualdad usando o, = hg,04 = %Ja. Esto es,
dh,
Vo, = Ua®(ZXu A 2).

La 1-forma w, = Y, x, %=, definida en U,, es la forma de conexién de V

respecto a g,. El diferencial de esta forma es independiente de «, y es la forma
de curvatura de V:

dhyo _
e

va

dhya
h

Q=dY x

Por lo tanto, de (7.2)

dx, A
v

va

[2LQ] =c¢1(E) en cohomologia real. (7.4)
m

donde [] quiere decir clase. Supongamos que V' es otra conexién en E. Si
o es una seccién de E y f una funcién, uno calcula que V'(fo) — V(fo) =
f(V'c — Vo) usando (3.4). Esto implica que V' — V es un operador de orden
0, dado por un homomorfismo £ —» E ® /\1/\/1: hay una 1-forma 7 tal que
V'(0)—V(o) = o0 ®7 para toda seccién o. Por lo tanto V'oq = Vo, +0, 87 =
Oa ® (Wa + 1), v la curvatura de V' es Q' = d(wo + 1) = Q + dn. Como dn
es exacta (n estd globalmente definida), las clases de de Rham de Q y Q' son
iguales. Obtenemos que la férmula (7.4) vale con cualquier conexién.

8 El teorema del Indice de Atiyah-Singer

Sean H y K espacios de Hilbert, D C H un subespacio denso,y P: D — K un
operador lineal, no necesariamente continuo. Supongamos que P es cerrado, es
decir, D con la norma u — ||u|lp = ||u||mg + ||Pul|x es completo. Decimos que
P es Fredholm si el nicleo ker P de P es de dimensién finita, el rango P(D) es
cerrado, y coker P = H/P(D) es de dimensién finita. El indice de un operador
Fredholm es el nimero

Ind P = dimker P — dim coker P (8.1)

Este numero no cambia bajo perturbaciones pequenas de P, es decir, si a P se
le suma un operador @ : D — K continuo respecto a la norma || - || p, con norma
suficientemente pequefia. Tampoco cambia bajo perturbaciones relativamente
compactas arbitrarias de P: Ind P = Ind P+ @ si () : D — K manda conjuntos
acotados de D en conjuntos relativamente compactos de K.

Los operadores diferenciales (o pseudodiferenciales) lineales elipticos (con
coeficientes suaves) entre fibrados vectoriales E y F' sobre una variedad com-
pacta M son Fredholm, y por lo tanto tienen un indice.
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Dos operadores elipticos P, P' : C*°(M;E) — C®°(M;F) con el mismo
simbolo principal difieren en un operador relativamente compacto respecto a
cualquiera de ellos y por lo tanto los indices de P y P’ son iguales: el indice
de un operador eliptico depende sélo del sfmbolo principal. Mdas atin, dos oper-
adores elipticos con simbolos principales suficientemente cercanos en la norma
uniforme tienen el mismo indice. Como consecuencia de esto, dos operadores
elipticos cuyos simbolos principales se pueden conectar por una familia continua
de simbolos elipticos tienen el mismo indice. El indice depende sélo de la clase
de homotopfa del simbolo principal.

Esto es indicativo de que el indice de un operador eliptico deberia estar
asociado a un objeto de cardcter topoldgico. Esto es verdad y la descripcién
precisa del indice analitico en terminos de construcciones topoldgicas usando p
es el teorema del indice de Atiyah-Singer.

El primer paso en la férmula de Atiyah-Singer es la construccién de un
fibrado vectorial que codifique el simbolo principal del operador, el isomorfismo
p:E—F.

Sea 7wy : ¥ — M el fibrado de esferas del fibrado T*M @ R —- M. Con-
cretamente, fijemos una métrica g en T* M (una métrica riemanniana en M).
En cada fibra T, M @ R de T*M & R — M tenemos una esfera ¥, = {(,?) :
g(€,€) +t2 = 1} de dimensién n = dim M. El punto de £, de la forma (0,1)
lo denotamos n(z), y el punto (0,—1), s(z). Esto define secciones suaves n,
5: M — X. Sea U, el conjunto ¥ menos la imagen de s, y Us el conjunto ¥
menos la imagen de n. La interseccién U, NU; de estos dos abiertos se puede
contraer al ecuador en ¥, el fibrado de esferas S* M (el ecuador en la fibra X,
es SxM), moviendo puntos a lo largo de meridianos. Por lo tanto podemos
considerar el isomorfismo p : E — F' como el isomorfismo

* *
p : 7.‘.E‘E|Mnmz/{s - ﬂ-ZF|u“ﬂL{5-

y usarlo para definir un fibrado H — ¥ de manera andloga a la construccién
de fibrados en 52 de la Seccién 2 o la construccién de los fibrados en Ey en la
Seccién 6, como clases de equivalencia de elementos de 7% Ey, Uns F |y, médulo
la relacién de equivalencia definida por p. Para més detalles, consultar [7].

Teorema 8.1 (Teorema del indice de Atiyah-Singer) Sea M una varie-
dad compacta y sean E, F — M fibrados vectoriales complejos de rango r, P :
C®(M;E) —» C®(M;F) un operador pseudodiferencial eliptico con simbolo
principal p. Sea H — X el fibrado obtenido a partir de E, F y p por el procedi-
miento descrito arriba. Entonces

Ind(P) = (—1)fimM / 7 Td(M) A ch(H).

La férmula usa clases reales, y dice que del producto Td(M) A ch(H) uno debe
tomar la parte de grado tope = dim¥ = 2dim M, e integrar esa forma. La
integral estd calculada usando una orientacién especifica de X.
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9 El indice de algunos operadores

Con el teorema del indice y la informacién provista por el Teorema 6.5, puede
uno probar:

Teorema 9.1 Sea M compacta orientable de dimension par 2m. Sean E, F —
M fibrados vectoriales complejos de rango r, P : C*°(M; E) - C®°(M; F) un
operador pseudodiferencial eliptico. Sir < m entonces Ind(P) =0. Sir=m y
ey #£ 0, entonces Ind(P) depende sélo del nimero k en la férmula (6.1).

Dado el Teorema de Atiyah-Singer, las cuentas son relativamente sencillas,
usando una sucesién de Mayer-Vietoris. Como la férmula de Atiyah-Singer
para el indice es una integral de formas de grado tope, uno puede trabajar
directamente con cohomologia de de Rham. La estrategia es calcular las clases
de Chern de H y luego el cardcter de Chern. Con la notacién de la seccién
anterior, notemos que U, UUs; = ¥ y recordemos que S* M es un retracto de
U, NUs. La sucesién de Mayer-Vietoris asociada a (U, Us),

o H YU N Us) S HUS) S HIU) @ HIUs) = HI U N U)

S HT(D) 5 -

una sucesién exacta en donde ra = ria @ ria, ri y ri son restriccién a Uy,
y Us, respectivamente, y s(an @ as) = a, — as. El homomorfismo § es el
siguiente. Sea ¢ una funcién suave en ¥, ¢ = 1 cerca de la imagen de la seccién
n, igual a 0 cerca de la imagen de la seccién 5. Si B € HI L (U, NU,), sea b
una forma que representa (3. Sea 03 la clase de d¢ A b. Uno puede probar que
§: H¥ 1 (U, NUs) — H?(T) es el mapa 0si j < m (también si j = m y ademés
enm # 0). La restriccién de c;j(H) a Uy es rimy, ¢;(E), y la restriccién a Us es
rimy ¢;(F). Supongamos que el rango de E es menor que m. Ya del Teorema
4.4 sabemos que si j < m, c;(E) = c;(F), asi que r(c;(H)) = 0. Peror es
inyectivo. Por lo tanto ¢ H) = 0. Como el rango r de H es igual al de E, las
clases c;(H) para j > r son cero. Por lo tanto ch(H) = r. De esto resulta que
la clase 7% Td(M) A ch(H) no tiene componentes de grado dim ¥, y su integral
es 0.

El caso en que el rango de E es m es algo méas delicado, pero la conclusién
es que c(H) sélo depende de k (segin la férmula (6.1)), y de ¢(E) y ¢(F). De
alli, ch(H) no depende de p. Los detalles estdn en [9].

Nuestros cémputos del indice extienden algunos resultados conocidos, ver
[2, 14, 18].

Como ejemplo, calculemos el indice de un operador eliptico entre fibrados de
rango 1 sobre una variedad compacta orientable de dimensién 2. Suponemos da-
dos los fibrados E, F' — M de rango 1 y un operador eliptico P : C*(M; E) —
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C>®(M; F) con simbolo principal p. Sabemos que ¢1(F) — ¢1(E) = kea con
algin entero k.

Con la notacién de la Seccién 8, sea ny : ¥ — M la proyeccién. El fibrado
H — ¥ se construye pegando el fibrado 7% E|y, — Uy con el fibrado 75 Fly, —
Us usando p. Sea x una funcién suave en ¥ tal que x = 1 en un entorno de la
imagen de la seccién n (los “polos norte” de ), y x = 0 en un entorno de la
imagen de 5. Sean V¥ y V¥ conexiones en E y F. Ellas inducen conexiones
V'en Hly, ~ 75 E|u, y V" en H|y, ~ 75 E|u,. Sea V = xV" + (1 — x)V=.

Como CT'M es trivial porque M es de dimensién 2, tenemos Td(M) = 1.
Por lo tanto, para calcular la forma de grado tope (= 4) de Td(M) A ch(H)
sélo necesitamos encontrar % ﬁﬂ AQ con Q la curvatura de V. Una seccién
local ¢ de E, digamos sobre & C M, induce una seccion local de H|y, sobre
75! (U) que también denotaremos por o. Igual una seccién local i de F' sobre
U induce una seccién 7 de H |yy,. Sobre el abierto Uy N U, N 5 L(U) ellas estén
relacionadas por p(c) = f7 con alguna funcién f : U, NU, N 75" (U) — C\{0}.
Por lo tanto

Vo =xV¥e+ (1 -x)VEfy
= xo @msw” + (1= x)f1® (raw” + f7'df)
=0 ® [xmaw” + (1 = x)(msw” + fdf)]

con VEo = 0 @ w¥ (en E — M) y similarmente w?. Esto dice que la forma de
conexién de V repecto a o es

w = xmsw? + (1= x)(rsw’ + f71df)
y en consecuencia, la curvatura de V estd dada localmente por
Q = xmnQOF + (1 — )75 QF + dx A (W — niw! — F71df)

Usando que el producto exterior de 2-formas es conmutativo y que el producto
de 2-formas en M es nulo (porque dim M = 2) obtenemos

AAQ = -2xm5QF Ady A F7df — 21 — ) 7sQF Adoy A F71df
=75 QF A f7f Adx? — 75 QF A f7df Ad(1 = x)?

y chao(H) = WQ A Q. Esta 4-forma estd calculada usando informacién
local (o y 1, que aparecen a través de f en la férmula), pero en realidad es
independiente de esa informacién local. Para calcular la integral, pensamos que

respecto a un marco ortonormal local de T* M, S* M se ve como

{@En) eU xR :&+n*=1}=UxS"
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y que X se ve como
{(g; (&), t) €U X R xR: 42 +12 =1},
La orientacién es aquella para la cual, cerca de t = 0, la forma,
—dz Ady A (ndE — Edn) Adt

es positiva (ver [7]). De
* O F —1 2 * OE —1 6X2
QAN fdf NdxT =75 Q0 A f df/\ﬁdt
tenemos entonces que

/ 75 QF A 7Y A dy? =—/ e QF A fldf
UxS2 UxSt

= —/ 0Fr fidf
u st
= —2mi deg(f)/ 0F
u

donde deg f = 2+m J 512 M % (un nimero independiente de ¢). De esto resulta

1[i7? 1 i i
5[%] /EQ/\ngdeg(f)/M%QE+%QF
= 5deef) [ @)+,

es decir,
IndP = /Td(M) Ach(H) = %deg(f)(degE + deg F)).

Por ejemplo, con E el fibrado trivial (cuyas secciones son funciones M — C) y
F= /\I’OM, tenemos el operador eliptico 9 : C° (M) — C*(M; /\I’OM) cuyo
sfmbolo principal en coordenadas locales, en el punto £ dz +ndy de S* M es la
multiplicacién por %(f —in)dz si z = x + iy es una coordenada compleja local
(segin la férmula (3.2)). El indice del mapa R? 3 (£,n) — f(&,n) =& —ine C

con las orientaciones usuales es —1, y por la férmula del indice,
1 1
Indo = 5(—1)(degE+ deg F) = —5[0 +(29-2))=1-9g

lo cual es bien conocido.
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