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1 Introduccién

En este trabajo presentamos una revisiéon de algunas técnicas clisicas para es-
tudiar el estado del mar usando pardmetros que pueden obtenerse a partir del
espectro de energia de la ola, que es una de las funciones que registran, de ma-
nera rutinaria, las boyas. Los resultados que presentamos son bien conocidos y
estan ampliamente documentados en la literatura, de modo que el objetivo no es
presentar resultados originales, sino més bien introducir un tema de aplicacién
de gran interés. En algunas instancias, particularmente en la seccién dedicada a
la estadistica a largo plazo, presentamos Gnicamente técnicas clasicas de andlisis.
Hay desarrollos recientes, como las técnicas de “Peaks over thresholds”, que no
han sido incluidas.

La idea fundamental es modelar la superficie del mar como una ‘superficie
aleatoria’ que evoluciona en el tiempo, es decir, como un proceso aleatorio M
que depende de la posicién en el espacio x, del tiempo ¢t y, por supuesto, de
un parametro aleatorio w que pertenece a un espacio de probabilidad (2, F, P):
M (t,x,w). Por costumbre omitiremos el pardmetro w.

La mayorfa de los datos estadisticos sobre la altura del mar se obtienen
o bien de boyas, barcos o plataformas estacionarias o bien de observaciones
satelitales. En el primer caso la informacién que se obtiene es la evolucién a lo
largo del tiempo de la ola en un punto fijo x del espacio. En este caso usaremos
la notacién M (t) para la altura del nivel del mar en un punto fijo como funcién
del tiempo.

Por otro lado, las observaciones satelitales son capaces de obtener informa-
cién sobre grandes dreas de manera casi instantdnea. Nos dan una ‘fotografia’
de lo que ocurre en el mar en un instante dado. Sin embargo, los satelites estan
en permanente movimiento y sélo nos proveen informacién instanténea sobre el
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drea barrida en su orbita. En este caso tenemos la altura del mar M (x) como
funcién de la ubicacién espacial en un instante de tiempo fijo.

Vamos a concentrarnos para este trabajo en los modelos maés sencillos, que
corresponden a la primera situacién: consideraremos que estamos observando
al mar desde una posicién fija, una boya por ejemplo, y registramos la altura
del mar en ese punto como funcién del tiempo.

Como ejemplo de los datos de interés, en la Figura 1 presentamos tres regis-
tros de la altura del mar durante periodos de 20 minutos, tomados desde una
plataforma fijal.
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Figura 1
Tres registros de la altura del mar durante periodos de 20 minutos

Para poder obtener un modelo manejable que nos permita estudiar esta
situacién es necesario hacer algunas suposiciones. La primera de ellas tiene
que ver con la permanencia en el tiempo de las condiciones del mar, es decir,
la estacionaridad. En nuestro caso (y para procesos aleatorios en general) el
término se refiere no a las olas sino a sus propiedades estadisticas.

1Datos suministrados por el Instituto Metereolégico Noruego
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Por supuesto, las condiciones del mar cambian con el tiempo, y con ellas los
parametros de las distribuciones estadisticas de la altura de las olas, su longitud,
periodo, etc., de modo que esta hipdtesis sélo se cumple parcialmente. Sin
embargo, durante un intervalo de tiempo suficientemente largo de condiciones
metereoldgicas estables podemos suponer que la distribucién de las olas en un
punto especifico no cambia con el tiempo. Tiene sentido entonces hablar de
altura media, longitud media, periodo medio y otras caracteristicas estadisticas
en ese punto del espacio. Decimos en este caso que el mar estd completamente
desarrollado.

Supondremos, entonces, que el proceso que sirve de modelo es estacionario.
Esto quiere decir que la distribucién de M (¢ + h) es la misma para cualquier
valor de h, y en particular es siempre igual a la de M(0). M4s atin, para
cualquier n y cualesquiera instantes de tiempo t1,ts,...,t, la distribucién del
vector (M (t1 + h), M(t2 + h),..., M(t, + h)) es independiente del valor de h.

Supondremos también que el nivel medio del mar es 0 y mediremos las
variaciones respecto a él. Esto quiere decir que el proceso que consideramos es
centrado: EM(t) = 0.

Nuestra tercera hipétesis pide que las trayectorias del proceso M sean conti-
nuas. M es en realidad una funcién sobre el espacio producto [0, c0) x 2 con la
propiedad de que para cada t € [0, 00) fijo, M(t,-) es medible. Si fijamos w € Q2
obtenemos una funcién

M(,w):[0,00) = R

que se conoce como una, trayectoria del proceso. Pedimos que para casi todo
w € Q (es decir, con probabilidad 1) esta funcién sea continua.

La cuarta hipotesis es que el proceso sea ergddico. Sin entrar en detalles
sobre el significado técnico de esta hipdtesis, es ella la que permite sustituir los
valores esperados (tedricos) por promedios temporales (empiricos):

1 [t
EM(@) = / M(t,w)dP(w) = lim = [ M(u)du
Q

t—oo t [

Cov(M(t), M(t + h)) = / M(t,w)M(t + h,w)dP(w)
Q

t
= lim 1 M(u)M(u+ h)du
t—oo t 0

Finalmente llegamos a la hipétesis de Gaussianidad. Es generalmente acep-
tado que estados completamente desarrollados del mar en aguas profundas pue-
den ser modelados por procesos Gaussianos. Esto quiere decir que la distribu-
cién de la altura de la ola en un punto dado y en un instante de tiempo ¢ tiene
la siguiente funcién de distribucién:

P <o = [ ew(ph )i

—oo V270 202
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donde o2 es la varianza de la distribucién.

En realidad la hipétesis de Gaussianidad quiere decir més que esto. Para
cualquier valor de n y cualesquiera instantes de tiempo t1,ts,...,t, la distribu-
cién del vector (M (¢1+h), M (ta+h),..., M (t, + h)) tiene densidad Gaussiana:

1

1 oo
ftl,...,tn (’U/l, e ,’U/n) = W exp{_gulz lu}

donde u = (uq,...,uy), X = (Cov(M(t;), M(t;)).
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Figura 2
Histogramas correspondientes a los registros presentados en la Figura 1.

Como estamos suponiendo que el proceso es estacionario y centrado, la fun-
cién de covarianza debe satisfacer

r(s,t) = Cov(M(s), M(t)) = E(M(s)M(t)) = r(|s — t])
En particular si s =t
r(s,s) = Var(M(s)) = E(M?(s)) = r(0)

La funcién de covarianza r es par y por lo tanto, si es diferenciable en 0, la
derivada debe ser nula. M4s atin, si r tiene dos derivadas en el origen la segunda
derivada debe ser negativa: r'""(0) < 0.

2 La Representacion Espectral
La funcién de covarianza de cualquier proceso estacionario es positiva-definida:
Para cualquier n y cualesquiera 21, ..., 2y,

n

Z T’(ti - tj)ZiZj = i E(M(ti)M(tj))ZiZj =E (i M(t,)zz> Z 0

i,j=1
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y por el Teorema de Bochner es la Transformada de Fourier de una funcién de
distribucién que llamaremos S, es decir, r tiene una representacion espectral:

r(h) = / 7 eirhas(r) = / ~ cos(rh)dS(r)

—0o0 —0o0

donde S se conoce como la funcién de distribucién espectral. Su derivada s, si
existe, es la densidad espectral y se conoce también como el espectro.

Si la funcién de covarianza es integrable entonces la férmula anterior es
invertible

S(r)y =2 /0 ~ cos(rh)r(h)dh

™

Usando la representacion espectral tenemos
v (h) = / _r sen(rh)dS(r)
P () = / 2 cos(rh)dS(r)

y en particular
oo
r(0) = — / 72dS(r).
—0oQ
La integral anterior se conoce como el segundo momento espectral:
oo
me = / 72dS(t) = —r"(0)
— 00
Si r no es dos veces diferenciable en 0 entonces
o0
Mo =/ 72dS(1) = 00
—0o0

La existencia del segundo momento espectral estd asociada a la regularidad de
las trayectorias del proceso. Cuando my < oo la funcién de covarianza tiene el
siguiente desarrollo cerca del origen:

2
r(h) = o® — m;h + o(h?)

Més aidn, es posible mostrar que ms < 00 si y sélo si M es diferenciable en
media cuadréitica, es decir, sii hay un proceso M'(t) tal que
Mt +h)— M(t)
h

— M'(t) en L?
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y entonces

Este proceso M'(t) es Gaussiano, independiente de M (t) y tiene funcién de
covarianza

Cov(M'(t), M(t + h)) = —r" (h)

La densidad conjunta de M y M’ es
1 1 u? 22
p(u,z) = Ym0 g P {_i(ﬁ + m—2)}

En el estudio de las olas el espectro juega un papel fundamental y se interpre-
ta, como es usual, como la distribucién de la energfa por frecuencia. Observamos
que r(0) = Var(X(t)) = ffooc s(7) dr, de modo que la varianza del proceso re-
presenta la energia total. El espectro es simétrico y normalmente sélo considera
la parte positiva, y se renormaliza multiplicindola por 2. Usaremos la misma

notacién s para el espectro renormalizado.

La grafica que presentamos a continuacién presenta ejemplos de densidades
espectrales medidas en cuatro lugares distintos: Mar del Norte (Prof. 4.320 m.),
Golfo de México (Prof. 80 m.), Alaska (Prof. 460 m.) y Hawai (Prof. 5.000
m.) 2. En cada gréfica representamos una sucesién de cuatro espectros para la
misma, ubicacién, tomados cada 12 horas. Teniendo en cuenta la interpretacién
del espectro como la distribucién de energia por frecuencia y el hecho de que
el drea bajo la curva representa la energia total, esta sucesién da una idea de
lo rdpido que pueden cambiar las condiciones en un punto fijo del mar. En la
tabla que se incluye en cada figura se muestra el area total bajo la curva, es
decir, la energfa total registrada por el espectro.

2Los datos para producir estos gréficos fueron tomados de la pagina web del National Data
Buoy Center de los Estados Unidos. http://seaboard.ndbc.noaa.gov
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Mar del Norte, Prof. 4320 mts. Golfo de Mexico, Prof. 80 mts.
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Figura 3
Densidades espectrales para cuatro ubicaciones distintas.

La principal fuente de irregularidades en las olas es el viento local. Sin
embargo, existen sistemas de olas conocidos en inglés como ‘swell’ y que en
algunos casos se traduce como ‘mar gruesa’, ‘mar de fondo’ o ‘marejada’, que
viajan grandes distancias y se mezclan con las olas generadas localmente. El
‘swell’ se define como las olas que viajan fuera del drea donde han sido gene-
radas. Durante su desplazamiento las olas més pequenas son sobrepasadas por
olas mayores y esto produce un tren de ondas mas regular que se mueve en
una direccién comin. La mezcla del ‘swell’ con las olas locales no es ficil de
identificar en el registro de alturas. Sin embargo, puede ser identificado en el
espectro. En la figura anterior, en los casos de Alaska y Hawai observamos es-
pectros bimodales que reflejan la existencia de dos trenes de olas superpuestos
con distintas frecuencias dominantes. Uno de ellos corresponde al ‘swell’ y el
otro corresponde a las olas generadas localmente.

Para estudiar los espectros lo usual es utilizar densidad espectrales ‘tipicas’,
que dependen de algunos pardmetros que deben ser estimados en cada caso.
Esto permite comparar resultados obtenidos bajo diferentes hipéGtesis y tiene la
ventaja adicional de que los cédlculos se simplifican. Los dos tipos de espectro
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mas comunes son el de Pierson-Moskowitz

2
s(r) = %e_ﬂ(Tp/T)‘l: para 0 < 7 < Tinaz
T
con frecuencia modal 7,, y el espectro JONSWAP (JOint North-Sea WAve
Project) definido por

2
5(7) = LLe B/’ o qool-(1=r/7)°/207)
.

donde o, = 0.07 para 7 < 7, y 0, = 0.09 para 7 > 7.

Por lo general estas férmulas no describen con mucha precisién a los es-
pectros reales, sino que hay diferencias en algunos lugares. Sin embargo, los
espectros anteriores pueden ser combinados para obtener espectros mas realis-
tas. Esto es lo que ocurre comunmente cuando se mezclan olas de distintos
origenes, como olas locales y ‘swell’; en cuyo caso el resultado es la superpo-
sicién de dos sistemas de olas y el espectro es la mezcla de los dos espectros
individuales.

3 Caracteristicas de las Olas

3.1 Altura Significativa

La medida més importante de la severidad del mar es la altura significativa.
Esta medida trata de indicar la altura de las olas mas altas que uno puede
encontrarse durante un periodo razonable de tiempo. Significativa quiere decir
que es suficientemente alta como para tener efecto sobre un barco o sobre una
estructura colocada en el oceano.

Ha habido varios intentos de dar una definicién precisa de este concepto,
comenzando con observaciones visuales desde barcos hasta medidas mas precisas
realizadas con boyas marinas. Una de las definiciones generalmente aceptadas
es la siguiente.

Definicién La altura significativa de un estado del mar se define como

Hyy = 4y/Var(M(2))

3.2 Caracteristicas basadas en cruces del nivel medio

Otras caracteristicas importantes también tienen mdas de una definicién. La
definicién usual estd basada en los cruces del cero. Sea M (t) el proceso que
modela las olas en un punto del espacio; M (t) representa la altura sobre el nivel
medio del mar. Supongamos que M (t) cruza este nivel medio hacia abajo en
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los instantes t1,ta,...,t,. El tiempo entre dos cruces sucesivos del nivel medio
hacia abajo definen el periodo de la ola. Usaremos la notacién Ty x:

Tar = thtr — tk

La distancia vertical entre el maximo y el minimo valor del proceso en este
intervalo se define como la altura de la ola. Usaremos la notacién Hy .

ac,k

altura media del mar t\ Hax /
A

&
B
+

ark

Figura 4

Una cresta ac es el maximo valor de M para t en un intervalo entre dos
cruces sucesivos hacia abajo del nivel medio: ¢} < t < t41. De manera similar
un seno ag es el (valor absoluto del ) valor minimo en el mismo intervalo de
tiempo. Para distinguir diferentes crestas y senos en los intervalos sucesivos
ponemos un indice k en cada valor: (ac k,as,k)-

3.3 Caracteristicas basadas en extremos sucesivos

Otra definicién posible considera todos los extremos de la ola. Supongamos
que la ola tiene una sucesién de minimos locales (M, ) y méximos locales
consecutivos (M ). Una ola min-max es el par (M, k, M) de valores
minimo y médximo consecutivos. La altura de la ola min-max es la diferencia
entre estos valores mientras que el periodo min-max es la diferencia de tiempos
correspondiente. De manera similar se define las olas max-max y min-min.
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3.4 Otras Caracteristicas

El momento espectral de orden n se define como

mn:/ 7"s(T)dr
0

En la seccién anterior definimos el segundo momento espectral y vimos que
para un proceso Gaussiano, su existencia estd relacionada con la regularidad de
las trayectorias. Esto es cierto en general: la existencia de momentos de orden
superior estd asociada a una mayor regularidad de las trayectorias.

Los momentos espectrales no son los inicos pardmetros asociados a la den-
sidad espectral de interés en el estudio del mar. Ya vimos que la altura sig-
nificativa es otro de ellos. En términos de los momentos espectrales la altura
significativa es

Hy,, = 4+/Var(M(t)) = 4/mg
A partir del espectro vemos que la frecuencia media estd dada por

ma

Mo

Si el espectro estd concentrado alrededor de una frecuencia dominante, la fre-
cuencia media da el periodo medio.
Otros pardmetros de interés son
m;

T = -
5] m;
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y el ancho espectral, que se define por

m?2 20\’
2,0
T 1 - : N 1 - (_)
moma T4,2
En la siguiente grafica mostramos algunos de los espectros considerados ante-
riormente y sus anchos espectrales.
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Figura 6
Ancho de Banda Espectral para cuatro espectros

4 Cruces y Férmula de Rice

Llamemos G, al conjunto de las funciones continuas en [0,1) y que no son
idénticamente iguales a u en ningin subintervalo. Las trayectorias de un proceso
estacionario estdn en G,, ¢. p. 1: todo intervalo contiene al menos un racional
Yy

P(X() ¢Gu) < ZP(X(tj)) =u)=0
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donde t; es una enumeracién de los racionales.
Diremos que f € G, tiene un cruce hacia arriba del nivel u en el punto
to > 0 si para algin € > 0

f() < wen el intervalo (to — ¢, tg)

f(#) > wen (to,to +€).

Por continuidad f(tp) = u y por la definicién de G,

f(t) < u para algunos puntos t € (ty — v, tp)

f(t) > u para algunos puntos t € (to,to + v)

Definimos N, (I) como el nimero de cruces hacia arriba del nivel u en el
intervalo I y N, (t) = N, ((0,¢]).

Férmula de Rice
La férmula de Rice permite calcular el valor esperado para el numero de
cruces en un intervalo:

5 Modelo de Banda Estrecha

Suponemos que el proceso que representa la altura de la ola es aproximadamente
sinusoidal:

X (t) = a(t) cos(wot + £(t))

donde a(t) es la amplitud, £(t) es la fase y wq es la frecuencia donde se concentra
el espectro. Tanto a(t) como £(t) varfan aleatoriamente con ¢ pero lentamente:
la velocidad es mucho menor que wg. Asf

X'(t) = a'(t) cos(wot + &(t)) — a(t)(wo + €' (t)) sen(wot + £(t))
~ —a(t)wo sen(wot + £(t))

Por lo tanto la distribucién conjunta de X y de X'/wg es
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f x' 1 1 2 ' \?
x,— | = exps —=— | = — .
" wo omo2 P 202 wo
A partir de aqui podemos obtener la densidad conjunta de a y &:

1
f(a;5):2—06_a2/202 0<a<oo, 0<e< 2w
o

y la marginal de la amplitud es una distribucién de Rayleigh con pardmetro
2072.

W

AN
/M

Figura 7
Modelo de Banda Estrecha,

Recordamos que o2 es el 4rea bajo la densidad espectral, de modo que si

conocemos la densidad espectral podemos hacer predicciéon sobre la altura de
olas.

6 Modelo de Banda Ancha

Para los procesos de banda estrecha la trayectoria tiene un sélo méximo durante
cada medio ciclo y es éste el que determina la amplitud. Si el proceso no es de
banda estrecha puede haber varios extremos durante el medio ciclo determinado
por cruces sucesivos del nivel cero. Eliminamos ahora la restricciéon de que
el proceso sea de banda estrecha. Podemos tener ahora maximos positivos y
negativos.

Suponemos que el proceso tiene trayectorias continuamente diferenciables.
El proceso X tiene un méximo local en to sii X'(¢) tiene un cruce hacia abajo
en tp y una cantidad de resultados sobre maximos locales pueden obtenerse a
partir de los resultados para cruces hacia abajo.
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Para asegurar que X tiene sélo un nimero finito de maximos en un intervalo
finito de tiempo basta pedir que

my = / z*dS(z) = r™(0) < oo

—0o0

Si m4 < oo entonces X tiene segunda derivada (en media cuadrética) y
X(t),X'(t), X" (t) son conjuntamente Gaussianos con media 0 y matriz de co-
varianza.

myo 0 —ms

—ms 0 my

Si my < 00 tenemos

Cov(X'(t), X'(t + h)) = —r"(h)
= my — %hz +o(h?) (h—0)
y si normalizamos
X'(t) X'(t+h) my
el S/ P
Cov (m N 2ms

Llamamos N'(T) al nimero de maximos locales en [0,7T) para X (t), que es
igual al nimero de cruces hacia abajo del nivel cero de X'(t), y obtenemos a
partir de la férmula de Rice que

povay = £ ()"

21 meo

h? 4+ o(h?) (h— o)

Sea ahora N!(T) el nimero de maximos locales de X (¢),0 < t < T, con
altura mayor que u.

Proposicién 1 Sea X (t) un proceso Gaussiano con trayectorias continuamente
diferenciables, con sequnda derivada X'"(t) en media cuadrdtica que satisface
Var(X"(t)) = my < oo y tal que X(t),X'(t), X" (t) tienen distribucidn no
singular, entonces

E(N.(T) =T /u h /_ O:o \2|p(z, 0, 2)dzds

donde p(x,y,z) es la densidad conjunta de X(t),X'(t), X" (t). Ademds, si X
estd normalizado
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T

B(NT)) = 5

u

()" (-2 («(5)"))

+amma)! o) (5572 )]

donde D = my —mS3.

Llamemos s1, 82, ..., SN+ los instantes en los cuales ocurren los N' = N'(T)
maximos locales en [0,7] y sean s, los instantes de los minimos, indexados
de modo que s; < s} < s;+1. Los valores X (s1), X (s}), X (s2),... representan
las amplitudes aparentes mientras que X (s;) — X(s}) son las alturas de ola
aparentes.

Observamos que

max(X (1), ..., X (snr)) =sup{X(t);s1 <t < sn'}

que es igual a M(T) = sup{X(¢);0 < t < T} si M(T) no se alcanza en 0 ni en
T.

Bajo las hipétesis anteriores, si Var(X (t)) = myg, haciendo una normalizacién
en la ecuacién anterior y usando la siguiente notacién

1/2 1/2
v = 1 ma v = 1 my
— 27 \mgo ’ — 2w \mo ’

e= (- ()" = (1- ()"

obtenemos

E(N(T)) =T [ (1 - ¢ ( Z)) e <%> ’ (%)]

El nimero esperado de méximos es Tv' y podemos considerar el cociente
E(N](T))/Tv' como una aproximacién de la probabilidad de que un méximo
local esté por encima del nivel u > 0. Definimos la funcién

BN, (1))

I/I

Fax(u) =1—

7

que es una funcién de distribucién. La densidad correspondiente es

Fmax(u) = ¢ZTO¢ (E\/“WTO>+(1 ;;2)1/2 \/ZTO exp (;2) o (u(le;fr‘lizm)
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Si el proceso es ergddico,

N/ (T)

W —1- Fmax(u)
con probabilidad 1, de modo que Fj;,q,(y) €s el limite de la distribucién empirica
de las amplitudes aparentes. La forma de la distribucién depende del llamado
pardmetro de ancho espectral ¢ = (1 — m3/mom4)'/?. Valores pequefios de &
corresponden a espectros de banda estrecha. En particular, si € = 0 obtenemos

la distribucién de Rayleigh
u { —u? }
mo 2myo

mientras que para € = 1 obtenemos la distribucién Gaussiana truncada en 0

2 { u? }
™Mo 2m0

[ee]
@
Ancho Espectral
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Densidad de Probabilidad del Méximo como funcién del Ancho de Banda
Espectral
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7 Altura Significativa

La amplitud (y la altura) significativa es un pardmetro asociado al rigor o se-
veridad del mar.
Definimos u; /3 por

1
1 — Frax(u1/3) = 3

y la amplitud significativa es la media del tercio superior de las amplitudes

A, =3 U frnax (u)du

U1/3

P(X >uy/3)=1/3

T T
U1/3H,
Figura 9

La altura significativa Hs se define de manera similar. Si £ es pequeio
H; = A,. Si el proceso es de banda estrecha y la distribucién de Rayleigh es
adecuada

/oo 2_ue_u2/Rdu = l
” 3

1/3

de modo que uy/3 = VRIn3 = 1.048VR.
Ahora

oo (o] 2 2
H, = 3/ uf(u)du = 3/ %6_“2/Rdu

1/3 U1/3

u? 2
= u1/3exp{—1f/3} + V7R (1 -% (ul/gﬂﬁ)>
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pero uy /3 = 1.048VR,

H, = VE (Vin3 +37(1 - #(v21n3))) ~ 1.42VE

y como R = 8myg, H; = 4.01,/mg. De manera similar A, ~ 2.00,/mg.

8 Estadistica a Largo Plazo

Definimos M (T') = sup{X(t) : 0 < ¢t < T} y suponemos que el proceso satisface
la siguiente condicién

r(h) =1—Ch® + o(h®)
donde 0 < a < 2, y ademés
r(t)logt — 0 (t = o)

Teorema 1 _
Plar(M(T) —br) <z} —>e™°

cuando T — oo donde

1/2
ar = (210gT)"/?, by = (210gT)"/* + az' log (Trg ) (1)
T
Por lo tanto
P{M(T) <u} = P{ sup X(T) < u} ~ exp{—e_aT(”—bT)} (2)
0<t<T

En general, si tenemos un proceso cuyo méaximo pertenece al dominio de
atraccién de la doble exponencial y tenemos idea de los valores de ap y by para
algin valor de T, podemos usarlos para aproximar la distribucién de M (nT)
paran fijo. Si T es grande podemos suponer que los maximos sobre los intervalos
(0,71,(T,2T], ..., ((n —1)T,nT] son aproximadamente independientes, de modo
que

P{M(nT) < u} ~ P*{M(T) < u} ~ exp { —ne~or(v=n) |

= exp {_e—aT(u—bT—a;1 log n)}

y por lo tanto



EsTUuDIO DE ALGUNAS PROPIEDADES DEL MAR 129

ar = (2 10gT)1/2; br =ar + a;l logn

Para un proceso Gaussiano diferenciable se obtiene a partir de las expresiones
de los parametros de ubicacién y escala el siguiente desarrollo

anT = ar +ag'logn + o(a;') 3)
bpr = br + a;l logn + o(a;l)

que, por supuesto, coincide con el cilculo anterior.

Estos pardmetros de ubicacién y escala dependen de la escala de tiempos
del proceso. Si cambiamos T por T' = ¢T en (1) y (2), (2logT)'/? cambia
a (2logT + 2logc)'/? mientras que /m> cambia a ¢~ /ms de modo que la
aproximacién (2) serd diferente. Por supuesto, para cualquier escala de tiempo
hay una distribucién limite precisa para el maximo, el problema es que el error
al usar (2) para intervalos finitos depende de la escala de tiempos del proceso.

Una manera natural de medir el tiempo es usando el perfodo medio de los
cruces del nivel cero. Supongamos que mg = 1 y llamemos

VM2

27
al nimero promedio de cruces hacia arriba del cero por unidad de tiempo e
introducimos una nueva escala T' = T que cuenta el tiempo en términos del
nimero esperado de cruces hacia arriba del cero. Entonces

77:

logn™'y/ma/2m =log1 =0,

la aproximacién estandarizada es

P{M(T) < u} ~ exp(—e (210877)"/*(u=(2lognT)*/?)
y los pardametros de ubicacién y escala son iguales:

ar = by = (2lognT)'/?

La distribucién aproximante tiene media y desviacién tipica dadas por

mr = (2lognT)""* + Grop iy

or = Z=(2 lognT)'/?

En el caso de las olas, con la notacién anterior,

My: = max{X(s1),..., X (sx)} = sup{X(¢) : 0 < t < T} = M(T)
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amenos que el maximo se alcance en [0, s1) o (sn+, 1] y podemos aplicar la teoria
anterior. Si el proceso no estd normalizado sino que tiene varianza Var(X (to)) =
myg la aproximacion es

P{My: < u} ~ exp(—e~"r(+-17))

con

2log 7T
aT:( g7
Mo

1/2
> ; br = (mo2lognT)"/?

donde N’ es una variable aleatoria. Hace falta, por lo tanto, estimar /mg y 7.
Para valores pequeiios de ¢ podemos estimar /mg por As/2.
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