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. Qué Se Puede Aprender de la Investigacion
Educativa en el Nivel Universitario?*

Michele Artigue

1 Introduccién

La investigacion educativa se ha estado ocupando del aprendizaje matemético
y de los procesos de ensenanza en el nivel universitario por mas de 20 anos.
Ha intentado mejorar nuestra comprensién de las dificultades que los alumnos
encuentran y las disfunciones del sistema educativo; también ha intentado en-
contrar vias para superar estos problemas. ;Qué pueden estas investigaciones
ofrecer a un estudio internacional? Esta es la cuestién que abordaré en este
articulo, pero antes me gustaria destacar que no se trata de una cuestién facil
de responder por varias razones, entre las que se encuentran, al menos, las
siguientes:

1. La investigacion educativa esta lejos de ser un campo unificado. Esta
caracteristica se mostré claramente en el reciente estudio del ICMI ti-
tulado “What is research in mathematics education and what are its re-
sults? (ver Sierpinska y Kilpatrick, 1998.) La diversidad de paradigmas
existentes contribuye ciertamente a la riqueza del campo pero, al mismo
tiempo, dificulta el uso y la sintesis de resultados de investigacion.

2. Los procesos de ensenanza y aprendizaje dependen parcialmente de los
entornos culturales y sociales en los que se desarrollan. Hasta cierto punto,
los resultados que se obtienen dependen, de esta forma, del espacio y del
tiempo; su campo de validez es necesariamente limitado. Sin embargo,
estos limites no son generalmente faciles de identificar.

3. Finalmente, el conocimiento basado en la investigacién no se transforma
facilmente en estrategias educativas efectivas.

*Este articulo aparecié originalmente en inglés en D. Holton et al (2003), The Teaching and
Learning of Mathematics at University Level: An ICMI Study, Kluwer Academic Publishers,
pp. 207-220. Esta traduccién ha sido realizada por Alejandro S. Gonzélez-Martin con la
autorizacion de la autora.
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Mas adelante regresaré a este ultimo punto. Sin embargo, estoy convencida
de que la investigacion existente puede ayudarnos considerablemente en la ac-
tualidad si hacemos sus resultados accesibles a un gran publico y si llevamos a
cabo los esfuerzos necesarios para relacionar mejor la investigacion y la préactica.
Espero que este articulo contribuya a que esta conviccién no sea sélo personal.

Antes de continuar, me gustaria destacar que la diversidad mencionada méas
arriba no significa que no se pueda observar tendencias generales. En un nivel
tedrico, éstas son las indicadas, por ejemplo, por la influencia dominante de
los enfoques constructivistas inspirados por la epistemologia genética de Piaget
o por el movimiento reciente hacia las aproximaciones socio-constructivistas,
interaccionistas o antropoldgicas, que intentan tener mas en cuenta las dimen-
siones sociales y culturales de los procesos de ensenanza y aprendizaje (ver
Sierpinska y Lerman, 1996). Dentro de estas perspectivas generales, los investi-
gadores han desarrollado multiples marcos tedricos locales y metodologias que
caracterizan de formas distintas el modo en que las preguntas de investigacién
se eligen y expresan y el modo en que son abordadas (afectando, por tanto, el
tipo de resultados que se puede obtener y el modo en que son descritos). Desde
un punto de vista cultural también se observan estas tendencias generales; por
ejemplo, en las fuertes regularidades en el comportamiento de los estudiantes
y sus dificultades, asi como los problemas de ensenanza encontrados por las
instituciones educativas. E‘stos, hasta ahora, transcienden aparentemente la
diversidad de entornos culturales.

En lo que sigue, después de caracterizar los comienzos de los proyectos de
investigacion, intentaré reducir algunas de las dificultades mencionadas anterior-
mente presentando resultados de investigacion en dos dimensiones principales de
los procesos de aprendizaje: cambios cualitativos, reconstrucciones y rupturas
por un lado y flexibilidad cognitiva por el otro. Estas dimensiones pueden ser
consideradas “transversales”, en cierto grado, con respecto a las diversidades
culturales y tedricas, asi como a los dominios matematicos. Sin duda, se trata
de una eleccién personal, inducida por mi propia experiencia como profesora
universitaria, como matematica y como investigadora educativa; ésta caracte-
riza la visién que tengo de los resultados de investigacion, visién que no pretende
ser objetiva ni exhaustiva.

2 Primeros resultados de investigacién algunos informes
negativos

Los primeros resultados provenientes de la investigacién realizada en niveles uni-
versitarios pueden ser considerados negativos. Las investigaciones comienzan
sobre el conocimiento de los alumnos en dreas especificas de las Matematicas,
con énfasis particular en el Andlisis elemental (o Cdlculo, en la cultura an-
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glosajonal), un area percibida como fuente principal del fracaso en el nivel uni-
versitario. Los resultados obtenidos proporcionan evidencias estadisticas de las
limitaciones tanto de las practicas educativas tradicionales como de las practicas
educativas que favorecen los enfoques formales y tedéricos que reflejan el estilo
Bourbaki. La estructura y contenidos del libro Advanced Mathematical Thinking
(Tall, 1991) dan una clara evidencia de estos hechos, advirtiendo que:

e A comienzos de los afios ochenta, Orton (1980), en su Tesis Doctoral,
mostré el razonable dominio que los alumnos ingleses tenian de lo que
podemos catalogar como “Célculo meramente algebraico”, a saber: cédlculo
de derivadas y primitivas (anti-derivadas), pero la dificultad significativa
que tenian para conceptualizar los procesos limite subyacentes a las no-
ciones de derivada e integral;

e Aproximadamente al mismo tiempo, Tall y Vinner (1981) destacaban la
discrepancia entre las definiciones formales que los estudiantes eran ca-
paces de citar y los criterios que utilizaban para comprobar propiedades
como la de ser funcidn, la continuidad y la derivabilidad. Esta discrepan-
cia llevo a la introduccion de las nociones de concept definition y concept
image? para analizar las concepciones de los alumnos;

e Muy pronto, varios autores documentaron las dificultades de los estudi-
antes con el razonamiento logico y las demostraciones, con las representa-
ciones graficas y, de forma especial, con la conexién del trabajo analitico
y gréafico de forma flexible.

Schoenfeld (1985) también documenté el hecho de que, cara a tareas no
rutinarias, los alumnos — incluso los alumnos aparentemente brillantes — eran
incapaces de utilizar de forma eficiente sus recursos matematicos.

Las investigaciones también mostraron bastante pronto que las reacciones
espontaneas de los sistemas educativos a las dificultades recién citadas proba-
blemente inducirian circulos viciosos como el que exponemos a continuacién. A
fin de garantizar una proporcién aceptable de éxito en los alumnos, cuestién cada
vez mas importante por razones politicas, los profesores tenderian a aumentar
la diferencia entre lo que se ensenia y lo que se evalia. Como los estudiantes
consideran que el contenido de las evaluaciones es lo que ellos tienen que apren-
der, esta situacion tendria efectos dramaticos en sus creencias sobre lo que son
la Matematica y la actividad matematica. Esta situacion, por otro lado, tam-
poco les ayudaria a enfrentarse a la complejidad del pensamiento matemético
avanzado.

! Analyse en francés. En adelante, se utilizara el término Céalculo. N. T.
2No se han traducido estos términos debido a su frecuente aparicién en inglés en la litera-
tura relacionada. N. T.
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Por suerte, los resultados de las investigaciones estan lejos de limitarse a
unos informes tan negativos. Gracias a un uso creciente de las metodologias
cualitativas, que permiten mejores exploraciones del pensamiento de los alum-
nos y del funcionamiento de las instituciones diddcticas (Schoenfeld, 1994), la
investigacién ha desarrollado y probado modelos cognitivos locales y globales.
También se han organizado en estructuras coherentes las varias dificultades
que los alumnos encuentran en areas especificas de las Matematicas, o en la
transicion Ensenanza Secundaria-Universidad. Las investigaciones han llevado
a disefios de ensefianza basados en sus resultados (o productos de ingenierfa®
que, implementados en entornos experimentales y progresivamente refinados,
han demostrado ser efectivos. Sin querer ser exhaustiva, daré algunos ejemplos,
clasificados segin las dos dimensiones dadas anteriormente (para més detalles,
el lector puede referirse a diferentes sintesis en: Artigue, 1996, Dorier, 2000,
Schoenfeld, 1994, Tall, 1991 y 1996; a los nimeros especiales dedicados al pen-
samiento matematico avanzado de las revistas Fducational Studies in Mathema-
tics editada en 1995 por Dreyfus, Recherches en Didactique des Mathématiques
editada en 1998 por Rogalski, y a algunos de los diversos monogréficos publi-
cados por la Mathematical Association of America sobre la reforma del Célculo
o practicas educativas innovadoras y a las investigaciones sobre temas universi-
tarios especificos, en las MAA Notes on Collegiate Mathematics Education).

3 Cambios cualitativos, reconstrucciones y rupturas en
el desarrollo matematico del conocimiento en el nivel
universitario

Un hallazgo general y transcendente de la investigacién en educacién matemaética
es el hecho de que el aprendizaje matemético es un proceso cognitivo que incluye
necesariamente “discontinuidades”. Sin embargo, la atencién que se presta a
estas discontinuidades se expresa de distintas formas, dependiendo del inves-
tigador. Para reflejar esta diversidad y las diferentes perspectivas que ésta
permite, describiré tres aproximaciones diferentes: la primera, en términos
de la dualidad proceso-objeto; la segunda, en términos de obstaculos episte-
moldgicos; la tercera, en términos de reconstrucciones de relaciones con objetos
del conocimiento.

3.1 Cambios cualitativos en la transicion de proceso a objeto: la
teoria APOS

Como ya hemos dicho, la investigacién en el nivel universitario es fuente de
modelos tedricos. El caso de la teoria APOS, iniciada por Dubinsky (ver Tall,

3La autora se refiere a la ingenieria did4ctica como disefio de instruccién basado en la
investigacién. N. T.
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1991) y refinada progresivamente (ver Dubinsky y McDonald, 2003), es un
ejemplo. Esta teoria, que es una adaptacion de la teoria de Piaget sobre la
abstraccion reflexiva, persigue modelizar las construcciones mentales utilizadas
en el aprendizaje matematico avanzado. Considera que “comprender un con-
cepto matemdtico comienza con la manipulacion de objetos fisicos o mentales
previamente construidos para formar acciones; las acciones son luego interio-
rizadas para formar procesos que son después encapsulados para formar objetos.
Los objetos pueden ser desencapsulados de nuevo a los procesos a partir de los
cuales fueron formados. Finalmente, las acciones, procesos y objetos pueden
ser organizados en esquemas’ (Asiala et al, 1996). Por supuesto, todo esto no
sucede a la misma vez y los objetos, una vez construidos, pueden ser utilizados
en nuevos procesos, etcétera. Los investigadores que siguen esta teoria la utilizan
para construir descomposiciones genéticas 4 de los conceptos que se ensefian en
niveles universitarios (en Célculo, Algebra abstracta, etc.) y diseflan secuen-
cias de ensenanza que reflejan las estructuras genéticas que han construido y
probado.

Tgual que sucede con cualquier modelo, el modelo APOS ofrece solamente
una visiéon parcial del desarrollo cognitivo en Matematicas, pero es innegable
hoy dia que presta atenciéon a una discontinuidad cualitativa crucial en las rela-
ciones que los alumnos desarrollan con respecto a los conceptos matematicos.
Esta discontinuidad es la transicién desde una concepcion de proceso a una de
objeto, la complejidad de su adquisicién y los efectos dramaticos de su subes-
timacién por las practicas habituales de enseflanza®. La investigacién relativa
a la teoria APOS da también evidencia experimental del papel positivo que
pueden jugar las actividades de programacion en lenguajes adecuados (como el
lenguaje ISETL, cf. Tall, 1991) para ayudar a los alumnos a encapsular procesos
en objetos.

3.2 Rupturas en el desarrollo del conocimiento matematico:
Obstaculos epistemolégicos

La teoria de los obstdculos epistemoldgicos, introducida originalmente por Ba-
chelard (1938) e importada a la investigacién educativa por Brousseau (1997),
propone una aproximacién complementaria a la evolucién cognitiva, centrandose
en sus rupturas necesarias. El principio fundamental de esta teoria es que el

4Una descomposicién genética se define como un analisis teérico de un concepto matematico
en términos de las construcciones mentales que un estudiante deberia hacer para desarrollar
su comprension del concepto. En otras palabras, es una descripcién detallada de las construc-
ciones mentales necesarias para enfrentarse con éxito a un concepto matematico dado. N.
T.

50bsérvese que una aproximacién similar ha sido desarrollada por Sfard, con un énfasis
mayor en la dialéctica entre las dimensiones operacional y estructural de los conceptos
mateméticos en la actividad matemadtica (Sfard, 1991).
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conocimiento cientifico no se construye como un proceso continuo, sino que
resulta a partir del rechazo de formas previas de conocimiento: los llamados
obstdculos epistemoldgicos. Los investigadores que utilizan esta teoria formulan
la hipétesis de que algunas dificultades en el aprendizaje, generalmente las més
resistentes, provienen de formas de conocimiento que son coherentes y han sido
efectivas por un tiempo en contextos sociales y/o educativos. También se for-
mula la hipdtesis de que los obstaculos epistemolégicos tienen algun tipo de uni-
versalidad y, por tanto, se puede seguir su pista en el desarrollo histérico de los
conceptos correspondientes. En el nivel universitario, esta aproximacién ha sido
utilizada fructiferamente en la investigacién relativa al concepto de limite (cf.
Artigue, 1998 y Tall, 1991, para visiones sintéticas). Investigadores como Sier-
pinska (1985), Cornu (1991) y Schneider (1991) nos ofrecen evidencia histérica
y empirica de la existencia de obstaculos epistemoldgicos, principalmente los
siguientes:

e ¢l significado cotidiano de la palabra “limite”, que induce concepciones
resistentes del limite como una barrera o el dltimo término de un proceso,
o que tiende a restringir la convergencia a la convergencia mondtona;

e la sobre-generalizacion de propiedades de los procesos finitos a los procesos
infinitos, siguiendo el principio de continuidad enunciado por Leibniz;

e la fuerza de la geometria de las formas, que impide a los alumnos identificar
claramente los objetos implicados en el proceso de limite y su topologia
subyacente. Esto hace que para los alumnos sea dificil apreciar la in-
teraccién sutil entre los marcos® numérico y geométrico en el proceso de
limite.

Veamos un ejemplo (tomado de Artigue, 1998) de esta ultima resistencia, que
se da incluso en alumnos brillantes. En un proyecto de investigaciéon sobre los
procesos diferenciales e integrales, se planteé a alumnos destacados la siguiente
pregunta de tipo no estandar: “;Como explicarias lo siguiente?: Utilizando
la descomposicién cldsica de una esfera en pequenos cilindros para calcular
su volumen y su superficie, se obtiene la respuesta conocida de %’/TR?) para el
volumen, pero se obtiene 72R? para la superficie, en lugar de 47R? 7.

Se observé que, al enfrentarse a esta cuestién, la gran mayoria de los alum-
nos avanzados se quedaron atascados. Y, aunque fueran capaces de realizar
célculos correctos para la superficie (no todos eran capaces), segufan incapaces
de resolver el conflicto.

Tal como dijeron los estudiantes finalmente, como el montén de cilindros
tiende geométricamente a la esfera, las magnitudes asociadas con los cilindros se

6Traducimos a lo largo de este articulo, en general, el inglés setting por el término marco,
pues la autora alude a la nocién de cadre que utiliza Regine Douady. N. T.
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comportan de la misma forma, por lo que se tiene como limite la correspondiente
magnitud de la esfera. Esta resistencia puede parecer extrana, pero parece mas
normal si consideramos el efecto producido en los matematicos por el famoso
contraejemplo de Schwarz que prueba que, para una superficie tan simple como
un cilindro, el limite de las areas de las triangulaciones cuando el tamano de
los tridngulos tiende a cero pueden tomar cualquier valor superior o igual a
la superficie del cilindro, hasta infinito, dependiendo de las elecciones tomadas
en el proceso de triangulacién, efecto bien descrito por Lebesgue (1956). Las
implicaciones histéricas y universales de la teoria que lleva a resultados como
éste pueden discutirse, como ya lo han sido en la actualidad (ver, por ejemplo,
Radford, 1997). Sin embargo, lo que no podemos negar es el hecho de que las
formas de conocimiento arriba mencionadas constituyen dificultades resistentes
para los estudiantes de hoy en dia; ademds, este aprendizaje mateméatico implica
necesariamente un rechazo parcial de las formas previas de conocimiento, lo que
no es facil para los estudiantes.

3.3 Reconstrucciones en la transicién Secundaria-Universidad: El
caso del Calculo

Los cambios cualitativos en las relaciones que los estudiantes desarrollan con
respecto a los conceptos matematicos pueden ser enfocados de una forma menos
radical: en términos de reconstrucciones necesarias. En esta seccion ilustramos
algunos resultados de la investigacién. Nos centraremos en las reconstruc-
ciones que han mostrado jugar un papel crucial en la ensenanza del Célculo
en la transicién de la Ensenanza Secundaria a la Universidad, al menos en
la situacién educativa que tiende a predominar, donde un enfoque intuitivo y
practico del Célculo en el curriculum de Secundaria precede al enfoque formal
introducido en la Universidad. Algunas de estas reconstrucciones tratan con
objetos matematicos ya familiares a los alumnos antes de la ensenanza oficial
del Célculo.

Un ejemplo tipico lo constituyen los nimeros reales. Aparecen pronto en
el curriculum de Secundaria como objetos algebraicos con un orden denso, con
una representacién geométrica en la recta real y con aproximaciones decimales
que pueden ser facilmente obtenidas con calculadoras de bolsillo. Sin embargo,
muchas investigaciones muestran que, incluso tras su ingreso en la Universi-
dad, las concepciones de los alumnos permanecen borrosas, incoherentes y poco
adaptadas a las necesidades del mundo del Célculo. Por ejemplo, la ordenacion
de los numeros reales se reconoce como un orden denso. No obstante, segin
el contexto, los estudiantes pueden conciliar esta propiedad con la existencia
de nimeros justo antes o después de un nimero dado (0.999... es as{ visto a
menudo como el predecesor de 1). Més del 40% de los alumnos de nuevo in-
greso en las universidades francesas opinan que, si dos nimeros A y B distan
en menos de % , para todo positivo N, no son necesariamente iguales, sino
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indefinidamente préximos. Las relaciones entre los nimeros irracionales y sus
aproximaciones decimales permanecen borrosas. No hay duda de que son nece-
sarias algunas reconstrucciones para comprender los “modos de pensamiento en
Célculo”. La investigacion muestra que éstas no son facilmente inducidas con el
tipo de anélisis intuitivo y algebraico que es el foco principal de la instruccién
del Célculo en los centros de Ensenanza Secundaria y que las construcciones del
cuerpo de los nimeros reales en el nivel universitario tienen poco efecto si los
alumnos no se enfrentan a la incoherencia de sus concepciones y los conflictos
cognitivos consecuentes.

Una segunda categoria de reconstrucciones proviene del hecho de que sélo se
puede introducir algunas facetas de un concepto matematico en el primer con-
tacto con él. El concepto de integral ilustra bastante bien este caso. En muchos
paises el primer contacto con las integrales se da al final del nivel Secundario
por medio de la nocién de anti-derivada y una aproximacion practica al Teo-
rema Fundamental del Célculo que permite conectar las anti-derivadas con una
nocién intuitiva de area. La teoria de integracion no se desarrolla hasta la Uni-
versidad; primero con la teoria de las integrales de Riemann y, después, en un
nivel superior, con la teoria de Lebesgue. Todo esto requiere reconstrucciones
sucesivas de las relaciones que los alumnos tienen con el concepto de integral.
Muchas investigaciones se han centrado en este tema con una gran consistencia
de los resultados obtenidos en todo el mundo, documentando las limitaciones de
las estrategias de ensefianza habituales. Estos resultados muestran claramente
que la reconstruccién no puede surgir a partir de una mera presentacion de la
teoria de las integrales de Riemann. A través de practicas docentes estandar,
los alumnos obtienen un razonable éxito en cuestiones estandar, pero nada mas.
Por ejemplo, si se plantea a los estudiantes cuestiones de modelizacién para que
decidan por sf mismos si un problema requiere un proceso integral para su reso-
lucién, se quedan estancados por completo o basan sus respuestas en “pistas”
linglifsticas, en caso de haberlas, que han aprendido a percibir en las versiones
estandar de tales tareas. La mayoria de los alumnos piensa que la forma més
segura de enfrentarse con éxito a este dominio no es intentar comprender, sino
simplemente comportarse mecanicamente. Me gustaria anadir que no tenemos
que ver esto como una especie de fatalidad cognitiva. Simplemente observamos
las formas econémicas de adaptacion de nuestros alumnos a practicas docentes
inadecuadas.

La investigacion, como se ha senalado anteriormente, no se limita sélo a in-
formes negativos como éstos. Me gustaria presentar ahora una situacién creada
por Legrand (1997), en el contexto de un proyecto de investigacién que impli-
caba a matematicos y fisicos con el objetivo de hacer que los alumnos de primer
ano de Universidad sintieran realmente la necesidad del concepto de integral.
La situacién se basa en el siguiente problema, aparentemente muy sencillo (las
situaciones més efectivas encontradas por los investigadores son, muy a menudo,



SOBRE LA INVESTIGACION EDUCATIVA EN EL NIVEL UNIVERSITARIO 125

las aparentemente més sencillas). Una barra lineal de masa M; y un punto de
masa My estan colocados como se muestra. Se pide a los estudiantes que cal-
culen la intensidad de la atraccién entre ambas masas.

Y

3m

Y
A

6m

A

Figura 1. Atraccién entre una barra y una masa puntual

Esta situacién ha resultado ser efectiva en varios experimentos en distintos
contextos. (Por qué es efectiva? Para responder a esta cuestién necesitamos
un breve andlisis didactico. Cuando se hace esta pregunta sin ninguna pista
lingtiistica, los estudiantes de primer ano no la reconocen como un problema a
resolver utilizando integrales. El primer punto importante es que los alumnos
no se quedan desprovistos de recursos, ya que pueden contar con estrategias
basadas, a menudo, en la Fisica: concentrar la masa de la barra en su centro de
gravedad y aplicar la ley de atraccion entre dos masas puntuales ya conocida.
En las distintas experimentaciones esta estrategia es la que siempre ha predomi-
nado. Sin embargo, en un grupo de tamano razonable, como suele suceder en
el nivel universitario, siempre hay alumnos que tienen algunas dudas. “;Es el
principio del centro de gravedad valido en ese caso particular?”. Una segunda
virtud de esta situacion proviene del hecho de que se puede comprobar la validez
de este principio simplemente aplicindolo de otra forma. Los estudiantes nor-
malmente sugieren que la barra sea cortada en dos mitades y se aplique el
principio del centro de gravedad a cada mitad. Por supuesto, esta operacién no
da el mismo resultado y el principio resulta no ser valido en este caso particular.
Sin embargo, esta respuesta negativa resulta ser también positiva, ya que hace
destacar un hecho esencial: la contribucién de un trozo de la barra a la fuerza
de atraccién depende de su distancia a la masa z. Esto permite a los alumnos
proponer cotas superiores e inferiores para la intensidad requerida. Ademads, la
técnica que ha sido la base del proceso de invalidacién puede ser utilizada poste-
riormente en un proceso de refinamiento progresivo, que lleva a los estudiantes a
la conviccion de que la fuerza, cuya existencia es fisicamente atestiguada, puede
ser aproximada con tanta precisién como se desee. Subyacente se encuentra
simplemente el proceso integral fundamental.

En el diseno didéctico elaborado por Legrand éste es justamente el punto
de partida. Los alumnos tienen entonces que trabajar en situaciones que, en
distintos contextos, requieran el mismo proceso de solucién. Posteriormente
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tienen que buscar y discutir las analogias entre las soluciones con el objetivo
de convertir el proceso integral en una herramienta explicita (en el sentido de
la distincién entre las dos dimensiones, herramienta y objeto, de los conceptos
matematicos introducida por Douady, 1987). Es tan sélo en este punto cuando
el profesor universitario conecta este trabajo con la teoria de las integrales de
Riemann y desarrolla la nocién de integral como un objeto matemaético que sera
reutilizado posteriormente en situaciones més complejas.

Antes de abandonar este punto, quisiera remarcar el siguiente hecho: la
eficiencia aqui no estd solamente ligada a las caracteristicas del problema que
acabo de describir, sino que depende enormemente del tipo de escenario desa-
rrollado para organizar el encuentro de los alumnos con esta nueva faceta del
concepto de integral. De forma crucial, este escenario participa del caracter
social de los procesos de aprendizaje. Es a través de la discusion grupal que
la estrategia inicial se invalida. Es el juego colectivo el que permite encontrar
una solucién en un tiempo razonable y el que promueve algunas regularidades
en la dindmica de la situacion, que no se podrian asegurar si los estudiantes se
enfrentaran al mismo problema de forma individual o en pequenos grupos (un
apunte similar se hace en Stigler y Hiebert, 1999, p. 164). Tampoco queda
duda de que el efecto seria distinto si el profesor simplemente presentara este
ejemplo particular durante una sesién de clase.

Este ejemplo pudiera parecer idilico. Pero tengo que confesar que la edu-
cacion educativa no provee tan facilmente de medios efectivos para tratar con
todas las reconstrucciones necesarias. Por ejemplo, las diferencias se tornan
evidentes si se considera el concepto de limite, central en el Célculo. Con este
ejemplo particular llegamos a una tercera categoria de reconstrucciones; re-
construcciones necesarias porque, como ya ha sido reconocido al comienzo del
ultimo siglo por el famoso matemdtico Poincaré (1904), necesariamente los con-
ceptos no pueden ensenarse desde el principio en su forma definitiva. En niveles
de Ensenanza Secundaria, en la mayoria de paises en la actualidad, ha sido
reconocida la imposibilidad de introducir el campo del Calculo formalmente.
La ensenanza actual se apoya tanto en una concepcién dindmica del limite,
basada en exploraciones graficas y numéricas, como en técnicas de naturaleza
algebraica (Artigue, 1996). Esto permite a los alumnos resolver simples, pero a
su vez interesantes, problemas de variaciéon y optimizacién. La transicién hacia
aproximaciones mas formales, que tiene lugar en la Universidad, representa un
salto tremendo, tanto conceptual como técnicamente.

Desde un enfoque conceptual, un punto esencial es el siguiente: a través
de la formalizacién del concepto de limite lo que estd en juego es, sobre todo,
una respuesta a las necesidades de fundamento, unificacién y de generalizacién
(véase Dorier, 1995, Robert, 1998, o Robert y Speer, 2003). No es sencillo
sensibilizar a los jovenes estudiantes con estas necesidades, ya que éstas no
forman realmente parte de su cultura matematica. Desde un punto de vista
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técnico, lo que sigue es esencial: en el andlisis algebraico de su primer contacto,
el trabajo técnico no rompe realmente con el trabajo algebraico ordinario. Sin
embargo, esto deja de ser asi cuando se entra en el campo del Célculo formal. Por
ejemplo, los alumnos deben reconstruir el significado de igualdad y comprender
que éstas no vienen dadas, necesariamente, como en algebra, por una serie de
equivalencias sucesivas, sino a partir de la proximidad para cualquier positivo.
Otro punto a considerar es que las desigualdades se vuelven mas frecuentes
que las igualdades, generando un fuerte incremento en la complejidad técnica,
en particular debido a los modos de razonamiento asociados, que se basan a
menudo en condiciones suficientes. Estos nuevos modos requieren una pérdida
de informacién cuidadosamente controlada basada en una toma de conciencia
adecuada de los respectivos 6rdenes de magnitud de las diferentes partes de
las expresiones que los alumnos tienen que manejar. Resumiendo, los alumnos
tienen un mundo técnico completamente nuevo a identificar y que aprender a
dominar. Esta tarea esta lejos de ser facil y es, necesariamente, un proceso a
largo plazo.

3.4 Algunas observaciones para terminar: Desde el Célculo al
Algebra Lineal

Hasta ahora me he centrado en los cambios cualitativos y en las reconstrucciones
més o menos radicales. Como ya se ha destacado, la investigacion muestra que
las préacticas de ensenanza no estiman suficientemente los costes conceptuales
ni técnicos de estos cambios. La ensenanza tiende a dejar la responsabilidad de
la mayoria de las reorganizaciones a los alumnos, con efectos dramaticos para
la mayoria de éstos, especialmente en la transicién Secundaria-Universidad. La
investigacion también nos muestra que se puede desarrollar estrategias alterna-
tivas con resultados fructiferos. Ya se han dado ejemplos para el Calculo, un
dominio ampliamente explorado por la investigacién. Pero la cantidad creciente
de trabajos de investigacién en Algebra Lineal atestigua la existencia de un
fenémeno similar (véase Dorier y Sierpinska, 2003).

Por ejemplo, el concepto de espacio vectorial abstracto, en su forma axio-
matica, desde un punto de vista epistemolégico ha demostrado compartir al-
gunas caracteristicas comunes con el concepto formal de limite. Cuando entrd
en la escena matematica, su valor como concepto generalizador, unificador y
formalizador fue mucho més fuerte que su potencial para resolver nuevos pro-
blemas y no fue facilmente aceptado por los mateméaticos. La misma situacién
sucede con nuestros estudiantes, que no necesitan esta construccién abstracta
para resolver la mayoria de los problemas de un primer curso de Algebra Li-
neal. En Francia algunos investigadores han desarrollado estrategias didacticas
especificas que pretenden posibilitar a los estudiantes hacer el trabajo reflexivo y
cultural necesario (véase Dorier et al. 2000). En otros paises, estas dificultades
tienden a ser eliminadas mediante la reduccion de topicos en los primeros cursos
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de Algebra Lineal a los de espacios isomorfos a R™ y mediante el énfasis en el
célculo matricial y sus aplicaciones (Carlson et al., 1993). Investigaciones re-
cientes en Canadd (Hillel y Sierpinska, 1994) sugieren que esta opcién no es tan
benigna como podria parecer en principio. Vivir en un mundo de Algebra Li-
neal construido a partir de la estructura de R™ hace dificil diferenciar vectores
y transformaciones de sus representaciones candnicas y puede inducir nuevos
obstaculos.

3.5 Flexibilidad Cognitiva en los Procesos de Ensenanza y
Aprendizaje

El resultado recién mencionado esté ligado con una cuestién mas general, que
es la de las relaciones entre los conceptos matemaéaticos y sus representaciones
semioticas, una cuestién a la que la investigacién educativa presta una atencién
creciente. Este hecho no parece independiente de la evolucién global de los
marcos tedricos mencionados al principio de este articulo, ya que las aproxi-
maciones socioculturales y antropolégicas son especialmente sensibles al papel
jugado por las herramientas materiales y simbdlicas de la actividad matematica
en los procesos de aprendizaje. Segun la perspectiva tedrica, esta atencion se
expresa de formas distintas; pero el punto fundamental es que rompe con una
vision comin de competencias instrumentales y semidticas como producto de
la conceptualizacion y formula como hipétesis relaciones dialécticas mas fuertes
en su desarrollo mutuo. Esto tiene una importancia particular, especialmente
si se tiene en mente la actual evolucién tecnolégica de los instrumentos de la
actividad matematica. De forma general, el aprendizaje matematico no puede
seguir siendo visto, como sucede a menudo, solamente como una ascensién re-
gular hacia niveles més altos de abstraccién y formalizacién. Las conexiones
entre los campos matematicos de la experiencia, los diferentes puntos de vista,
los distintos marcos y los registros semidticos son una parte fundamental. Con
tales consideraciones presentes, entramos en un dominio mas amplio que podria
ser etiquetado como “el dominio de la flexibilidad cognitiva”, que cada vez es
objeto de mayor investigacién (véase, por ejemplo, Dreyfus y Eisenberg, 1996).

Utilizaré algunos ejemplos tomados de recientes investigaciones en Algebra
Lineal para ilustrar este punto. Como ya ha sido destacado por Dorier (2000),
histéricamente el Algebra Lineal ayudé a unificar diferentes marcos matemaéticos
pre-existentes: Geometria, sistemas lineales en finitas e infinitas dimensiones y
determinantes, ecuaciones diferenciales y analisis funcional. Este papel unifi-
cador y su poder es un valor epistemoldgico esencial del Algebra Lineal que tiene
que ser entendido y utilizado por los alumnos. Pero esto no se puede conseguir
sin el desarrollo de conexiones complejas entre los modos de razonamiento, los
puntos de vista, lenguajes y sistemas de representaciones simbodlicas. Una vez
maés, la investigacién nos ayuda a comprender la complejidad de las construc-
ciones cognitivas necesarias y, a la vez, muestra la insensibilidad del sistema
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educativo a esta complejidad. En Dorier (2000), por ejemplo, por un lado,
Hillel senala la interaccién necesaria en el Algebra Lineal entre tres niveles dis-
tintos de lenguaje y representaciones: los de la teoria general, los de geometria y
los de V™. Por otro lado, Sierpinska et al. muestran la interaccién necesaria en-
tre tres modos de razonamiento diferentes, denominados respectivamente como
sintético y geométrico, analitico y aritmético, analitico y estructural’. Am-
bos trabajos muestran la no-adecuacién de las distintas practicas de ensenanza
documentadas, desde las clases magistrales a los tutoriales. Alves Dias (1998),
en su reciente Tesis Doctoral, analiza las relaciones entre dos puntos de vista
fundamentales en el Algebra Lineal: los puntos de vista paramétrico y carte-
siano®. Muestra claramente que, incluso si la conversién entre las representa-
ciones paramétrica y cartesiana de subespacios vectoriales se consigue, a priori,
de forma sencilla gracias a técnicas ordinarias para la resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales, cuando se manejan espacios vectoriales de dimensiones
finitas, los alumnos avanzados de Francia y Brasil estan lejos de dominar una
conexion flexible entre estos dos puntos de vista. Los simbolos matematicos,
tales como matrices, pueden promover errores en el uso de estas representaciones
formales porque los alumnos operan sobre los simbolos formales sin intentar ver
si las operaciones que desarrollan son significativas en términos de los objetos
que los simbolos representan. Esto conduce a menudo a resultados absurdos
que no son reconocidos por los alumnos porque no interpretan o comprueban
sus resultados a través de argumentos geométricos o dimensionales. El analisis
detallado de libros de texto que Alves Dias desarrollé muestra que no prestan
atencion a estas cuestiones o desarrollan argumentos tedricos, por ejemplo en
términos de dualidad, lo que queda muy lejos del nivel técnico necesario para
que nuestros alumnos sean capaces de controlar la conexion.

Estos son ejemplos de Algebra Lineal. Como ya ha sido documentado por
la investigacion, mutatis mutandis, hay ejemplos similares en el Calculo. En
esta drea, explorada méas extensamente, la investigaciéon también ofrece evi-
dencia experimental de que las tecnologias informaéticas, si se usan apropiada-
mente (lo que no resulta tan ficil), pueden jugar un papel crucial en la pro-
mocién de conexiones flexibles entre representaciones semidticas. Por ejemplo,
entre representaciones graficas, numéricas y simbdlicas de funciones, y ayudar
a las representaciones graficas a convertirse en herramientas efectivas del tra-

"En el modo sintético, los objetos mateméticos son, de alguna forma, dados directamente
a la mente, que intenta asimilarlos y describirlos. En el modo analitico, son dados indi-
rectamente: construidos a través de definiciones y propiedades de sus elementos. Este modo
analitico es dividido por los investigadores en dos sub-modos distintos: el analitico-aritmético,
donde los objetos vienen dados por una férmula que hace posible calcularlos, y el analitico-
estructural, donde los objetos se definen por un conjunto de propiedades.

8Se adopta un punto de vista paramétrico con un subespacio vectorial, por ejemplo, si
el subespacio viene caracterizado por algin conjunto de generadores. Un punto de vista
cartesiano consiste en caracterizar un subespacio como las soluciones de un sistema lineal o
como el espacio anulador de un operador lineal.
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bajo matemadtico (véase Tall, 1991 y Dubinsky y Harel, 1992). La investigacién
también muestra que el uso efectivo de las tecnologias informaéticas requiere del
desarrollo de un conocimiento matemaético especifico, un requisito que no es
facilmente aceptado por la institucién educativa, cuyos valores han sido tradi-
cionalmente definidos con respecto a entornos de lapiz y papel.

4 Potencialidades y Limites de la Investigacién para la
Accioén en el Sistema Educativo

Tal como hemos tratado de mostrar en este articulo, la investigacion desa-
rrollada en el nivel universitario nos ayuda a entender mejor las dificultades
de aprendizaje que nuestros estudiantes tienen que afrontar, la resistencia sor-
prendente de algunas, y las limitaciones y disfunciones de algunas practicas de
ensenanza. Ademads, en varios casos, la investigaciéon ha conducido a la pro-
duccién de disenos de instruccién que han mostrado ser efectivos, al menos en
entornos experimentales. Sin embargo, también debemos reconocer que la in-
vestigacién no nos da una forma general de mejorar facilmente los procesos de
ensenianza y aprendizaje. Algunas razones pueden ser encontradas en el actual
estado de la investigacion: hasta ahora, se han concentrado esfuerzos en unos
pocos dominios ensenados en el nivel universitario. Ademas, la preparacién de
futuros matematicos, a pesar de la gran diversidad de estudiantes que toman
cursos de Matematicas en la Universidad, ha sido mas o menos privilegiado de
forma implicita. La investigacién continia, asi, siendo muy parcial debido tanto
al contenido de lo que se explora como a su visiéon de la forma y del contenido
esperados del conocimiento. En mi opinién, la forma en que la cuestién de
las tecnologias informaticas ha sido generalmente tratada, evidencia este hecho.
Principalmente se focaliza en las formas en que las tecnologias informaéticas
pueden apoyar la conceptualizacién y la flexibilidad cognitiva, reconocida como
un componente esencial de esta conceptualizacién. Pero no se ha prestado la
misma atencién a lo que es realmente una actividad matematica profesional asis-
tida por las tecnologias informaticas, y las necesidades matemaéticas especificas
y no-especificas, dependientes de la especializacion profesional, requerida para
convertirse en un usuario eficiente y critico, y cémo el conocimiento correspon-
diente puede construirse en cursos matematicos ordinarios o especiales. Sin
embargo, esto es también un desafio que debemos afrontar hoy dia, teniendo en
cuenta el hecho de que, en la Universidad, nuestro compromiso principal ya no
es el desarrollo de algin tipo de cultura matematica general.

Otras razones como la siguiente parecen mas fundamentales: es raro que la
investigacién nos permita pensar que a través de adaptaciones minimas y sen-
cillas podamos obtener ganancias sustanciales. Por el contrario, la mayoria de
los disenos basados en la investigacién requieren de més implicacién y dominio
por parte de los profesores, y cambios significativos en sus practicas (véase, por
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ejemplo, Dubinsky, Mathews y Reynolds, 1997, con respecto al aprendizaje co-
laborativo). Esta es una razén esencial. Lo que tiene que reorganizarse no es
solamente el contenido de la ensenanza (no es suficiente con escribir o adoptar
nuevos libros de texto), sino cuestiones mds globales, tales como las formas del
trabajo de los alumnos, los modos de interaccién entre alumnos y profesores, y
las formas y contenidos de la evaluacién. Esto no es facil de conseguir y no es
solamente cuestién de buenas intenciones personales.

Otro punto fundamental es la complejidad de los sistemas donde el apren-
dizaje y la ensenanza se dan lugar. Debido a esta complejidad, el conocimiento
que podemos inferir de la investigacion educativa es necesariamente muy parcial.
Los modelos que podemos elaborar son necesariamente simplisticos. Podemos
aprender mucho incluso a partir de modelos simplisticos, pero no podemos es-
perar que nos den los medios para controlar realmente los sistemas didécticos.
Por tanto, debemos ser realistas en nuestras expectativas y cuidadosos con nues-
tras generalizaciones. Esto no significa, en mi opinién, que el mundo de la
investigacion y el mundo de la préactica deban vivir y desarrollarse de forma
separada. Todo lo contrario. Pero ello significa que encontrar formas de hacer
que el conocimiento basado en la investigacion sea til fuera de las comunidades
v los entornos experimentales donde se desarrolla no puede ser dejado bajo la
sola responsabilidad de los investigadores. Es nuestra tarea comun.
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