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Funcoes de classe C*

Carlos Humberto Soares Junior

Abstract

When we study the functions of class C* in the graduate courses, in general
are not presented for us many examples. The objective here is to show a result
of Ruas and Saia [2] that permit us to give infinite examples of functions of

class C* of the type g.

Resumo

Quando estudamos as funcdes de classe C* nos cursos de graduacdo, em
geral nao nos sao apresentados muitos exemplos. O objetivo aqui é expormos
didaticamente um resultado de Ruas e Saia [2] que nos permite obter infinitos

P

exemplos de funcdes de classe C* do tipo rE

1 Introducao

Quando estudamos na graduacdo funcdes de classe C* geralmente os exemplos
dados, quando dados, nao sao muito satisfatérios. Em geral, os tnicos bons
exemplos dados sao x%“sen(%) que é de classe C* e nao é de classe CF+1,
x2k+2sen(%) que é de classe C*, possui derivada de ordem k + 1, mas esta nao
é continua na origem. Um outro exemplo também é o da fungio z*||z|| que é
de classe C* e niio é de classe C*+1.

Aqui exporemos uma demonstragao simples e elegante de um Teorema de
Ruas e Saia [2] que nos d4 a classe de diferenciabilidade de um quociente do

P

tipo q onde p e g satisfazem certas condigoes.

Gostaria de agradecer ao referee pelas sugestoes apresentadas, as quais
tornaram a leitura deste artigo incomparavelmente mais didatica.

2 Teorema e exemplos

Sejam (w1, ..., w,) uma n-upla de nimeros inteiros positivos e d um nimero
inteiro positivo.
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Definigao 2.1 Uma funcao f : R™ — R € quase-homogénea do tipo (w1, ..., Wy;
d) se f(AN"12q, ..., \"2,) = X f (21, ..y 20), ¥V A >0, onde (x1,...,2,) € R? ¢

um sistema de coordenadas do R"™.

Definicao 2.2 Fizemos (w1, ..., wn;2d) uma (n+1)-upla de inteiros positivos.
Definimos a funcdo controle associada a (wy, ..., w,) por qa(z) = x3 + 23% +
o + 220 onde os a; s sdo tais que a funcio qq € quase-homogénea do tipo

(w1, ..., wn; 2d). Observe que aywy = -+ = apw, = d.

Exemplo: Fixemos (2,3;12). Entao g¢(x,y) = 2% + y* é a funcio controle
associada a (2,3) e é quase-homogénea do tipo (2, 3;12).

Lema 2.3 Seja h : R® — R uma fun¢do quase-homogénea do tipo (w1, ..., wy;
2d). Entao, existe uma constante ¢ > 0 tal que ||h(x)| < ¢ - qa(z).

Prova: Seja S = {y € R" / q4(y) = 1}. Observemos que para cada = # 0
fixado, existe y € S, e um ndmero real X\ # 0, tal que © = (A“*y1, ..., \*"y,)
(isso segue do fato da aplicacdo ¢ : S x R — R™, o(y, \) = (A" y1, ..., \“"yp),
ser sobrejetora).

Agora, seja ¢ = sup{||h(y)|| / y € S}. Entéo,
Ih(@)]| = IRl = ARy < A*e = Ndeqa(y) = cqa(z)-

]
Defini¢ao 2.4 Sejam @ = (wy, ..., wy,) uma n-upla de nimeros inteiros posi-
tivos e h : R™ — R uma funcdo analitica dada por
h(z) = Z bz,
«
onde a = (aq, ..., ).
Definimos a filtragdo de h, relativa a W, por
fil(h, @) := min{aywy + -+ - + apwy, / by # 0}
No que se seque denotaremos a filtragdo de h, relativa a @ = (w1, ..., wy),

simplesmente por fil(h).
Abaixo citamos algumas propriedades da filtragao.

Propriedades 2.5 Fizemos a n-upla (w1, ..., w,) com wy < -+ < w,. Entdo:
1. fil(fg) > fil(f) + fil(g);
2. fil(3L) > fil(f) — w.
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Podemos interpretar geometricamente a filtragdo da seguinte forma:

Fixemos uma n + 1-upla (w1, ..., w,; d). Podemos identificar o conjunto das
fungdes monomiais {x* = 7! -+ 2% : R" — R / fil(z®*) = d} com o conjunto
{(a1,...,n) /| w1 + -+ + wpa,, = d}. Observe que este tltimo consiste do
conjunto dos pontos do plano wiay + - -+ + wyay, = d normal a (w1, ..., wy,).

Assim, se h(z) = > bax® é uma fungdo analitica com fil(h) > d, geomet-
ricamente podemos dizer que os mondémios z® de h (b, # 0) estdo na regiao
achurada, conforme a figura abaixo.

plano o wo+ ... +00 W=

Lema 2.6 Sejam q(z) uma fungdo controle associada a (w1, ..., wy;2d) com
wy < - < wy e plx) uma fungdo analitica tal que:

fil(p) > 2d + wy, + 1.

pz)

Entao, a funcdo f(z) = qgi; ¢ diferencidvel de classe C.

Prova: O gradiente de f é

q(x) - Vp(z) — p(z) - Vg(z) dq
q(x)? 0x;

e fil(p(z)) > 2d+w, + 1, entdo fil(q(z)-Vp(z)) > 4d+1 e fil(p(z)-Vq(z)) >
4d + 1.
Cada termo de V f(x) é da forma g(z) - %, onde h(z) é quase-homogénea

do tipo (w1, ...,w,;2d) e lin}Jg(:c) = 0. Dai segue-se do Lema 2.3 que % é

()} > 2d — w,

Vf(z) = , com ir}f{fil(

limitada, e portanto V f(z) é continua. [ |
Esse Lema é o primeiro passo para induzirmos o seguinte Teorema:

Teorema 2.7 (Ruas e Saia, [2]) Sejam q(x) uma fungdo controle associada
a (W, eoey W3 2d) com wy < -+ < wy e p(r) uma fungdo analitica tal que:

fil(p) > 2d + kw, + 1, k> 1.

Entao, a fungao f(x) = % ¢ diferencidvel de classe C*.
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Prova: Faremos inducao na classe de diferenciabilidade k.
Primeiramente observemos que o caso k = 1 foi resolvido no Lema 2.6.
Assumamos agora, como hipétese de indugao, que para toda fungao do tipo
F= % com fil(H) > 2d+ (k — 1)w, + 1, F é de classe C*~1.

Seja f = % com fil(h(x)) > 2d + kw, + 1. Entdo Vf(z) = ZI(%), com

fil(H) > 2d+ (k — 1w, + 1, é de classe C*~!, e portanto f é de classe C*. B

Exemplo 1: Seja
ot 4yt
z? +y?

Fixemos (1,1;2). Observemos que h(z,y) = z* + y* e q(z,y) = 22 + y* e
portanto, como fil(h) =4 =2-1+1-1+1, temos que f é de classe C*.

Nao ¢ dificil verificarmos que f nao possui segunda derivada na origem,
portanto nao é de classe C2.

Esse exemplo mostra que o Teorema acima é o melhor possivel.

f(z,y) =

Exemplo 2: Seja

h z,y Jill + y6 + CCSyB
q(z,y) rt+y

Entao, fixado (1,2;4) e como fil(h) = 11 = 4+ 3.2+ 1, temos que f é de
classe C3.

Exemplo 3: Seja f a funcao

h(z,y,z) ayPze
f(xvyaz) = = Tin 3n 2n
q(z,y,2) x4y 4z

onde n é um numero inteiro positivo. Suponhamos que 3a+4b+6¢ > 12n+6k+1,
onde k£ é um numero inteiro positivo dado. Entao, como ¢ é quase-homogénea
do tipo (3,4,6;12n) e fil(h) = 3a + 4b+ 6¢ > 12n + 6k + 1, temos que f é de
classe C*.

Exemplo 4: Seja

5
_ y’sen(x)
f(wuy) - I7+Iy4'
Podemos reescrever f como
h(x y°®sen(x)

_h(zy) 5
foy) = qlz,y) b4yt

Como ¢ é quase-homogénea do tipo (2,3;12) e fil(h) =19 =12+23+1
temos que f é de classe C2.
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