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Una Reflexion Sobre la Construccion de
Conceptos Matematicos en Ambientes con
Tecnologia

Fernando Hitt

Resumen

En este documento analizaremos la construccién de conceptos desde
una teoria de las representaciones por parte de los estudiantes, y en par-
ticular sobre la problemadtica del uso de la calculadora grafica para la
construccién de conceptos en el aula de matematicas. El desarrollo de la
tecnologia y la capacidad de graficacién de las computadoras y calculado-
ras impulsé el estudio del rol que juegan las diferentes representaciones
de un concepto matemaético en su construccién. Sabemos que las repre-
sentaciones de un concepto matemadtico, solo representan una parte del
mismo, por lo tanto, el tratamiento de las diferentes representaciones
del concepto es lo que nos permitird su construccién. Es decir, las ta-
reas de conversién entre representaciones y la manipulaciéon coherente de
tales representaciones permitiran una sélida construccién del concepto en
cuestién. ;Cudl es el papel de la tecnologia en este contexto? Nuestro
proposito es el de discutir sobre el uso reflexivo de la tecnologia en el aula
de matematicas.

Summary

This paper focuses on students construction of concepts from a theo-
retical perspective based on representations. In particular, we recognize
that representations associated with a mathematical concept only rep-
resent part of it, and the process of relating and transforming those re-
presentations will play a fundamental role in its construction. That is,
conversions among distinct representations and coherent treatments (ma-
nipulation of transformations) will eventually lead to a solid construction
of such concept. What is the role of technology in this context? Our
goal in this paper is to discuss the reflexive use of technology in students’
mathematical learning.
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Problematica en el aprendizaje de las matematicas

Investigaciones recientes que intentan explicar los fenémenos ligados al apren-
dizaje de las matemaéticas han mostrado lo complejo que puede ser la adquisicién
de conocimientos. Las metodologias de investigaciéon para analizar la cons-
truccion de conceptos matemaéticos cada vez son mas finas, y los resultados de
investigacion nos muestran que, en general, debemos abordar esta problemética
desde varios puntos de vista. Uno, de corte general, que tiene que ver, con la
adquisiciéon de conocimiento y consideraciones tedricas sobre la construccién de
conceptos matematicos; y otro, que tiene que ver directamente con la compleji-
dad intrinseca del concepto matematico en cuestién.

Los dos puntos de vista se deben tratar desde una misma base tedrica. Nues-
tro planteamiento se puede ubicar desde una perspectiva constructivista. Den-
tro de esta teoria del aprendizaje es importante especificar qué aspectos tedricos
son los que uno trata, ya que en general, uno se ubica dentro de esta corriente
como oposicién a la teoria conductista sin explicitar los elementos tedricos con-
siderados al tomar alguna posicién. En lo que sigue, iremos describiendo esos
aspectos tedricos y conectandolos con aplicaciones hacia la ensenanza de las
matematicas. En este documento no es nuestra intencion profundizar sobre
esos aspectos tedricos (para una mejor acercamiento de ese punto de vista ver
Hitt, 2002a, 2003a).

El avance tecnoldgico ha influido notablemente en el desarrollo de nociones
tedricas que antes se tomaban en cuenta pero que no eran consideradas como
cruciales en términos de explicar el aprendizaje de conceptos matematicos. Es-
tos aspectos tedricos son la base para entender el estudio de las diferentes re-
presentaciones de los objetos matematicos y su papel en la construccion de
conceptos. Ahora, con la tecnologia, es importante el estudio de las diferentes
representaciones de los objetos matematicos en ambientes muy diferentes a los
que se seguian en el pasado.

Desde una perspectiva tedrica, donde la tecnologia no queda excluida pero
tampoco es central, Duval (1998, p. 175) seniala que:

“...estamos entonces en presencia de lo que se podria llamar la
paradoja cognitiva del pensamiento matematico: por un lado, la
aprehensién de los objetos matematicos no puede ser otra cosa que
una aprehension conceptual y, por otro lado, solamente por medio
de las representaciones semidticas es posible una actividad sobre los
objetos matemdticos”.

Sobre la construccién de los conceptos matematicos Duval (Idem, p. 185)
establece que, dado que cada representacion es parcial con respecto al concepto
que representa, debemos considerar como absolutamente necesaria la interaccién
entre diferentes representaciones del objeto matemético para su formacién.
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Dentro de este marco de referencia, la visualizacién matematica de un pro-
blema juega un papel importante, y tiene que ver con entender un enunciado
mediante la puesta en juego de diferentes representaciones de la situacion en
cuestion y ello nos permite realizar una accién que posiblemente puede conducir
hacia la soluciéon del problema. Desde este punto de vista, en un primer acer-
camiento, no solamente es importante entender las dificultades para manipu-
lar cada una de esas representaciones, también lo es el andlisis de las tareas
de conversiéon entre representaciones que debemos proponer a nuestros estu-
diantes. También es importante no priorizar alguna de ellas en detrimento de
otras cuando estamos promoviendo un proceso de construccién de un concepto
matematico. Skemp (1971) ya senalaba que no debemos olvidar que en la tran-
sicién hacia un pensamiento matematico avanzado la formalizacién y sistemati-
zacion de la matematica es una de las ultimas etapas y no la unica actividad
matematica.

En lo que sigue, intentamos clarificar nuestra posicién con diferentes ejem-
plos con experimentaciones realizadas tanto con estudiantes como con profesores
en formacién para la escuela preuniversitaria. Ademas, a lo largo de este articulo
queremos hacer énfasis en que el uso de la tecnologia per se no va a resolver el
problema del aprendizaje de las matematicas por parte de los estudiantes; es
por ello, que hemos iniciado este trabajo con algunas consideraciones tedricas
que seran importantes de tener en cuenta cuando elaboremos materiales para el
aula de matematicas en ambientes de los llamados “papel, ldpiz y tecnologia’.

Desarrollo de habilidades sobre la visualizacion
matematica

Por qué debemos desarrollar habilidades en nuestros estudiantes sobre la vi-
sualizacién matematica? Existen muchas investigaciones que nos muestran de
manera contundente que los estudiantes de diferentes niveles educativos tienen
una gran resistencia a utilizar diferentes representaciones que podrian ayudar-
los tanto en la construccién de conocimiento matematico como en la resolucién
de problemas. Por ejemplo, Eisenberg y Dreyfus (1990) nos han demostrado
que existe una resistencia por parte de estudiantes y profesores a visualizar en
matematicas.

Tomemos un ejemplo desarrollado en Hitt (2003b), supongamos que pro-
ponemos a nuestros estudiantes que resuelvan la siguiente ecuacién (z — 1)? =
(r + 1)%2. Nuestra experiencia nos indica que en general este tipo de ejercicios
es dificil para los estudiantes de ensenanza media ;jPor qué? Una explicacion es
que, los estudiantes estan acostumbrados a trabajar en el sistema algebraico por
lo que son propensos a cometer errores que dificultan sus procesos de resolucién.
Un ejemplo de actuacién serfa transformar la expresién (z — 1)? = (z + 1)2, en
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la expresién /(z — 1)2 = y/(x + 1) y obtener que (z — 1) = (z + 1), llegando
a que —1 = 1 y de aqui inferir resultados contradictorios.

Una grafica como la de la Figura 1, seguramente les plantearia la necesidad
de revisar su proceso algebraico.

Representacion algebraica Represertacion grafica

bl e e i pres
(x- 1)?=(x+ 1) :
] 4
R R .

Figura 1

¢ Por qué nuestros estudiantes no consideran las representaciones geométricas
como complementarias en los procesos de resolucion de problemas?

En este contexto surge el siguiente interrogante:

¢El profesor de matemdticas se ha preocupado por construir un concepto
matemdtico en términos de una articulacion coherente entre representaciones
del concepto en cuestion?

De acuerdo a las consideraciones tedricas de Duval (Idem), para la cons-
truccion de conceptos matematicos no basta trabajar las actividades dentro de
un solo sistema de representacién, sino también realizar las tareas de conversién
de una representacién a otra, y viceversa. Son éstas las que propiciardn la
construccién de los conceptos matematicos. Las investigaciones en educacién
matematica senalan que en general el sistema algebraico es el preferido por los
profesores de matematicas en su practica docente.

Entonces, de acuerdo a la teoria sobre la importancia del uso de diferentes
representaciones en la ensenanza de las matematicas, lo que debemos hacer es
introducir los conceptos matematicos a través de actividades que propicien el
trabajo con diferentes representaciones.

La tarea asi puesta parece facil, pero ;Habré algin tipo de dificultad con
esta nueva orientacién de la ensenanza?

Percibir y visualizar

La percepcion la tomaremos como la funcién por la que la mente de un individuo
organiza sus sensaciones y se forma una representacién interna de los objetos
externos, en cambio, la visualizacién tiene que ver con un conocimiento directo
e intuitivo. Por ejemplo, podemos percibir una mosca que vuela y no prestamos
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atencién a ese hecho, sin embargo, al querer atravesar una calle y vemos un
coche que viene hacia nosotros, realizamos un acto de conocimiento directo en
términos de evaluar su velocidad y decidir si es conveniente atravesar o no la
calle. Esto ultimo, visualizar, generalmente lo hacemos inconscientemente. ;Es
posible desarrollar en nuestros estudiantes habilidades sobre la visualizacién
matematica?

En este contexto y en relaciéon con la problematica que hemos estado argu-
mentando, Zimmermann (1990, p. 136) afirma que:

Conceptualmente, el papel del pensamiento visual es tan fundamen-
tal para el aprendizaje del cdlculo que es dificil imaginar un curso
ezxitoso de cdlculo que no enfatice los elementos visuales del tema.
FEsto es especialmente verdad si el curso tiene la intencion de pro-
mover un entendimiento conceptual, el cual es ampliamente recono-
ctdo como carente en la mayoria de los cursos de cdlculo como es
actualmente ensenado. La manipulacion algebraica ha sido enfati-
zada en demasia y ... en el proceso el espiritu del cdlculo se ha
perdido.

Con lo anterior queremos senalar que por ejemplo, podemos proporcionar
una grafica a un estudiante y él podra percibir algunos rasgos de lo que se pre-
senta, pero, posiblemente, no haya mayor trascendencia. Si queremos que el
estudiante visualice una gréfica, esta tarea demanda una actividad mental més
profunda en el sentido de reconocimiento de ciertos subconceptos alli represen-
tados. De hecho, desde el punto de vista teérico de Duval, debemos centrar
nuestra atencién a entender los problemas que surgen al desarrollar una tarea
de conversion entre representaciones.

Clarifiquemos este punto con un ejemplo de un caso de una entrevista a un
profesor de ensenanza media. Se le solicité al profesor que proporcionara una
definicién de derivada de una funcién en un punto.

El profesor sefidd que unafuncién f es derivable
enun punto “X’ si d siguiente limite existe:

Lim ( f(x+h) —f(x)) / h

h->0

Al solicitade que explicara gréficamerte la
expresion algebraica, mostré la figura adunta.
Figura clésica que se encuentra en |os libros de
texto.

Figura 2
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Posterior a esta respuesta, se le pidié que graficara la funcién

(r+1)2 s 2<0
fz) =

(x—1)% si >0

y que la analizara para “z = 0”. El profesor realizé un dibujo como el siguiente
y afirmé que la derivada en « = 0 era igual a cero (ver Figuras 3 y 4).

1 1 fx)

Figura 3 Figura 4

Mi sugerencia en ese momento fue que tomara su idea geométrica como
conjetura y que la justificara con un proceso algebraico. Su respuesta fue:
h) — f(0 h—1)2—-(0+1)2 h? — 2h
limf() f()zlim( ) 0+1) — =lim(h—-2)=-2

= lim
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Si el profesor hubiera utilizado una calculadora grafica, probablemente el
resultado en pantalla le hubiera sugerido revisar su primera idea permitiéndole
observar que en cero la funcién no es derivable. Debo mencionar que el profesor
en esta experimentacién tenia acceso a una calculadora TI-92 que tiene posibili-
dades para graficar funciones por partes. Para los fines de la experimentacion,
en este caso, la calculadora no hubiera permitido que el profesor confrontara
sus ideas intuitivas sobre la grafica de la funcién y su definicién de derivada.
De hecho, el profesor mencioné que en su definicién la “h” era positival A
insistencia del entrevistador, el profesor tuvo la oportunidad de reflexionar so-
bre su definicién y examinar con mayor detalle la representacion gréfica de su
definicién, otorgandole mayor atencion al calculo de la derivada por la izquierda
y por la derecha y a darse cuenta que la representacion grafica que siempre habia
utilizado le habia hecho creer que la “h” siempre era positiva.

Por otro lado, es importante senalar el hecho de que para el profesor fue
importante que se percatara por si mismo de la existencia de una contradiccién,
ello fue un elemento de avance en su reconstruccién del concepto de derivada.

Con este ejemplo, queremos senalar que tenemos una gran tendencia a dar
por sentado que la lectura de graficas es una habilidad menor que no tiene
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mucha trascendencia en la construccion de conceptos y dentro de una teoria de
las representaciones no es asi. Es decir, que la coordinacién entre representa-
ciones no es trivial (ver Hitt, 1994 y 1998) y que promover la articulacién entre
representaciones es una tarea que tenemos que considerar en la ensenanza y el
aprendizaje de las matematicas.

Veamos algunos ejemplos sobre la importancia de usar la tecnologia con
mayor cuidado del que usualmente se tiene en el aula de matematicas. La lectura
de gréaficas no es una actividad facil para los estudiantes. De hecho, existen
muchas dificultades al respecto. Cuando se empezd a utilizar la tecnologia en la
ensenanza de las matemaéticas, los primeros problemas que se detectaron fueron
los de falsas interpretaciones por parte de los estudiantes, porque exclusivamente
realizaban una sola gréfica.

Veamos el siguiente ejemplo. Si un estudiante se restringe a lo que percibe
en pantalla podria asegurar que en la grafica representada existe un punto de
interseccién entre las funciones f(z) = 32% + 2 y g(z) = 23 — 2% — 62 para
—1 < 2 < 0 (ver Figura 5, primeras dos gréficas). Sin embargo, utilizando la
instruccién “zoom” se observa que no es asi.

Mt P e L = i o L R L ] T T Ty =
| =y T - srpesirels ¢ | By L e e e | I.|_'r'-\. L e |
|
| '\..\-E i . i
¥ - 1 '
!
B e T B EEaTs T = B e L — -
Figura 5

Insistiendo en la buiisqueda de intersecciones, los estudiantes se sorprenderan
que en realidad la interseccién se realiza en el primer cuadrante. Una actividad
interesante es la de transformar las dos funciones en otra que represente la
diferencia de las mismas y buscar la raiz correspondiente por el método de
Newton.

Investigaciones sobre el uso de la tecnologia en paises en que los alumnos de
ensenanza secundaria cuentan con una calculadora gréfica, nos muestran que la
problematica sobre el uso de la tecnologia en el aula de matematicas es mucho
mas compleja de lo que anteriormente se pensaba.

Guin y Trouche (1998) senialan las dificultades que tuvieron sus estudiantes
bajo estudio al tratar de resolver la ecuacién tan(z) =z, en R :

“En una clase de 32 alumnos (17 afios), solamente cuatro estudiantes senala-
ron una infinidad de soluciones. .. Los otros estudiantes mencionaron un nimero
finito de soluciones (correspondiente a los que son visibles en la pantalla” (ver
Figura 6). En la resolucién de la ecuacién 2% = 0, en [0,600] (ver Figura 7),
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sefialan lo siguiente: “Entre 40 estudiantes en Terminal cientifico (18 afios) y
primer afio cientifico de universidad (19 afios) solamente el 10% respondieron

cada vez que sinx se anula’.

ah T TRl T
Figura 6 Figura 7

Es decir que la dificultad estriba en que los estudiantes no toman la pantalla
como si fuera una ventana en donde solamente estamos observando una parte
de la grafica. Otra dificultad es interpretar lo que se percibe en esa ventana.
Los mismos autores (Guin y Trouche) senalan que algunos alumnos consideran
las asintotas como parte de la representacion grafica de la funcién y por tanto,
proponen mas intersecciones; y otros senalan que la interseccién entre las dos
funciones cerca del cero se da en una infinidad de puntos.

Podria parecer que nuestro propdsito es el de mostrar que el uso de tec-
nologia no es adecuado en el aula de matematicas, pero mas bien, lo que esta-
mos queriendo enfatizar es la importancia de hacer un uso reflexivo de la misma.
Nuestra intencién es la de promover habilidades de visualizacién matematica en
el sentido de Hershkowitz, citado por Arcavi (2002), que trata la visualizacién
matematica como la habilidad de representar, transformar, generar, comunicar,
documentar, y reflexionar sobre informacion visual.

Por otro lado, es muy comin que en nuestro acercamiento de ensenanza
propongamos problemas que requieran una actividad bien delimitada, como la
utilizacién de un algoritmo o un proceso por etapas como calculos de minimos,
méaximos y puntos de inflexién de alguna funcién derivable. En este tipo de
acercamientos no dejamos cabida a lo que hace algunos anos se llegd a denominar
como el desarrollo del pensamiento divergente, que tiene como objetivo principal
promover la conjetura y verificacién de la misma con la intencién de provocar
una reflexién méas profunda antes de promover lo que se designaba como el
pensamiento convergente. En otras palabras, lo que queremos senalar es la
importancia de proponer actividades a nuestros estudiantes en donde no es
explicito el camino o algoritmo a seguir, para promover este tipo de pensamiento
divergente.

Un par de actividades que hemos considerado interesantes se exponen a
continuacion y en ellas, a priori, no es facil de determinar si estamos frente a
un proceso finito o no. De hecho, en el primer caso el proceso es finito y en
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el segundo no, pese a que la intuicién de nuestros estudiantes y de nosotros
mismos, generalmente nos dice lo contrario.

Una hormiga camina sobre unatir a elastica. Inicia en un extremo y recorre 6 cm por
minuto. Al inicio, la tira eastica tiene 24 cm. Después de cada minuto, €l d astico sealarga
12 cm. Suponga que la tira se puede al ar gar i ndefinidamente de maner a uniforme
a ¢la  hormiga llegard al otro extremo de la tira elastica? Explique su
respuesta.
b. S respondiste afirmativamente al inciso a), ¢en cuanto tiempo llegara la
hormiga al otro extremo?

Partiendo de un cuadrado de lado mayor que uno, trace| =
otro al interior desplazando sus vértices como se indica .
en lafigura: cada vértice esd sobre un lado del primer
cuadrado a una distancia igual a 1 cmde su vértice. oty ]
Trace otro cuadrado siguiendo €@ mismo proceso VY, f §
después otro masy asi sucesi vamente. 'y
¢Hasta dénde se puede realizar esta construccion? ! g

Si designamos por |, el ladodel n-ésimo cuadrado, |
¢Existe el limite de |, cuando n vaa infinito? 2

En ambos problemas es posible representar la situacion mediante la tec-
nologia lo que nos ayudaria a establecer alguna conjetura y posteriormente
confirmarla con un proceso algebraico. Por ejemplo se puede utilizar la calcu-
ladora o Excel en el primer caso y algin paquete de geometria dindmica (Cabri
Géometre o SketchPad) en el otro.

Reflexiones

En general el profesor de matematicas que rechaza el uso de tecnologia dice
a sus alumnos que no es necesario utilizarla ya que de cualquier modo no les
servird para realizar un proceso algebraico. Sin embargo, en el desarrollo de
habilidades matemaéticas, el uso de diferentes representaciones constituye una
herramienta fundamental para la resoluciéon de problemas.

Los problemas que genera el uso creativo de las calculadoras graficas son de
interés en distintos pafses. Guin y Trouche (idem) mencionan que a pesar de
que una gran mayoria de estudiantes del ciclo secundario en Francia (edades
de 14 a 17 anos) cuentan con una calculadora gréfica, solamente alrededor del
15% de los profesores de ensenianza media las utilizan en el salén de clases. Los
mismos autores senalan que en Francia la actividad de aprender a leer graficas
no esta en el curriculum, y que esa habilidad, los alumnos la deben adquirir
fuera del aula de matematicas.
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En el mismo sentido, Malabar et al. (1998) mencionan que a pesar del disenio
del software como el Graphics Calculus (Tall et al., 1988) para utilizarse entre
los 16 y 19 anos en los cursos preuniversitarios en el Reino Unido, no parece ser
utilizado salvo por una minoria de profesores. En donde parece haber un fuerte
impulso para el uso de calculadoras graficas es en los Estados Unidos (ver por
ejemplo, Waits et al.,1998).

Desde nuestro punto de vista, tanto por los elementos tedricos considerados
al inicio de este documento, como por los ejemplos desarrollados, hemos puesto
de manifiesto que nos inclinamos por el uso reflexivo de la tecnologia. Para ello,
es necesario implementar en el aula de matemadticas (ver Hitt, 2002b) tareas en
las que la actividad matemética demande el uso coherente de diferentes repre-
sentaciones. La tecnologia, desde este punto de vista, servird como herramienta
fructifera para la construccién de conceptos matematicos mas profundos que
se reflejen en procesos exitosos por parte de los estudiantes en la resolucién de
problemas.
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