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Conservacion de propiedades del anillo de
polinomios y del anillo de series en la clase
de los anillos de conductor finito

Nelsy Gonzélez, Omaida Sepulveda y Oswaldo Lezama

Resumen

En este articulo se analiza la conservacion de propiedades del anillo de
coeficientes R a los anillos de polinomios y series R [z] y R [[z]], respec-
tivamente. Este estudio se realiza en la clase de los anillos de conductor
finito, en particular se estudian propiedades como GCD, G — GCD, co-
herencia, cuasi coherencia y conductor finito.

ABSTRACT. In this paper is considered the preservation of properties
of the ring of coefficients R to the rings R[z| and R|[[z]], where R|x]
denotes the polynomials ring and R [[z]] is the power series ring. This
study is carry out in the context of finite conductor rings; in particular,
properties like GCD, G — GCD, coherence, quasi coherence and finite
conductor are analized.

1 INTRODUCCION

Para un anillo conmutativo R se tiene que R C Rlz] C R[[z]], donde R[z]
es el anillo de polinomios y R[[z]] el anillo de series. Hay propiedades de
R que conserva tanto R[x] como R[[z]], pero algunas propiedades sélo las toma
R[z] 6 R][z]] : por ejemplo, es conocido que si R es un anillo local, R[z] no
es local y R[[z]] es local. (Ver [19]). Asi mismo, es conocido que si R es un
anillo Noetheriano, entonces R [z1,...,z,] es un anillo Noetheriano, el mismo
resultado se tiene para el anillo R[[z]], por otro lado, se sabe que los anillos
de polinomios y de series son un dominio de Priifer si y sélo si los coeficientes
estan en un cuerpo y n = 1 (ver [22]). También, si R es un anillo coherente,
R[z] no es necesariamente un anillo coherente (ver [12]). Resulta entonces
interesante estudiar la preservacién de propiedades del anillo de coeficientes,
al anillo de polinomios R [21,...,2,] v al anillo de series R][[z]]. Dentro de las
miultiples propiedades que pueden ser investigadas se encuentran aquellas que
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definen subclases de anillos en la coleccién de los dominios de conductor finito, y
que en la actualidad son materia de investigacién entre los expertos del drea. En
este sentido se deben destacar los trabajos recientes de Sarah Glaz (Universidad
de Connecticut, Storrs, Estados Unidos) y de Daniel Anderson (Universidad de
Iowa, Iowa, Estados Unidos), los cuales constituyeron la motivacién para la
realizacién del presente trabajo.

2 PRELIMINARES

Un dominio se dice que es de conductor finito si la interseccion de dos ideales
principales es un ideal finitamente generado. Entre las subclases de los dominios
de conductor finito se encuentran los dominios cuasi-coherentes, en los cuales
la interseccién de un ntmero finito de ideales principales es nuevamente un ideal
finitamente generado. Como una subclase de estos tltimos se encuentran los
dominios coherentes, cuya particularidad radica en que la intersecciéon de dos
ideales finitamente generados es un ideal finitamente generado. Otra subclase
especial de los dominios de conductor finito la conforman los llamados dominios
G-GCD, los cuales requieren que la interseccién de dos ideales enteros inver-
tibles sea un ideal entero invertible. Estos dominios tienen como subclase a los
dominios GCD, que son aquellos en los cuales cualquier par de elementos posee
méaximo comin divisor (m.c.d). En general, propiedades como GCD, G-GCD,
coherencia y conductor finito aparecen frecuentemente en la literatura, debido,
a que como se menciond antes, es de gran interés estudiar bajo qué condiciones
estas propiedades son conservadas por los anillos R [x] y R[[z]]. Por tal razén,
uno de los propésitos de este trabajo es presentar el estudio de la preservacién
de estas propiedades.

Se adopta la notacién y terminologia que se encuentra en [8], [14] 6 [17]. Los
anillos considerados en este articulo son conmutativos con elemento unidad.
Usualmente, o salvo que se especifique otra situacién, R denota un dominio de
integridad (DI) con cuerpo de fracciones K, Spec (R) denota el espectro primo
de R conformado por todos los ideales primos de R y Max (R) el espectro
maximal de R conformado por todos los ideales maximales de R. Ademds, si
M es un R—médulo y P € Spec(R), entonces Mp denota la localizacién de M
por el ideal primo P. Rp denota la localizacién de R por el ideal primo P,y ¢(f)
denota el ideal fraccionario generado por los coeficientes de f, con f € K [z].

Definicién 2.1 Sean I, J ideales fraccionarios de R. Se define el ideal [I :g J|
={reR|rJ CI}, a este ideal se le suele denominar el ideal conductor de
J en I.
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Definicién 2.2 Sea I un ideal fraccionario de R. Se define el conjunto I"1=
[R:x I ={zxe K|zl CR}.

En adelante se usard [R : I] para denotar el cociente [R :x I].

Definicién 2.3 Un dominio de integridad R es llamado un dominio de Pri-
fer si cada ideal finitamente generado de R es invertible.

En [22] se encuentra un estudio detallado de estos dominios, los cuales con-
stituyen otra subclase importante de los dominios de conductor finito. Nétese
que todo dominio de Priifer es coherente. Una subclase importante de los do-
minios de Priifer la conforman los dominios de Bézout. Hay que recordar que
un dominio de integridad R es llamado un dominio de Bézout si cada ideal
no nulo finitamente generado de R es principal.

Definicion 2.4 Un ideal fraccionario I de un dominio de integridad R se dice
divisorial si es una interseccion de ideales fraccionarios invertibles.

El ideal fraccionario divisorial més pequeno que contiene a I se denota por
I,. Ademas, I, es llamado la clausura divisorial de I.

Un ideal fracccionario I de R es un v-ideal de tipo finito si existe un ideal
fraccionario finitamente generado J de R tal que I = J,.

Proposicién 2.5 [8] Sea R un DI eI un ideal fraccionario de R.

(i) Elideal (I7*)~! es la interseccion de los ideales principales que contienen
al.

(i) I, = (I~1)~L
(#i1) El ideal I es divisorial si y sdlo si I = I,.
Demostracién: (i) Sea {(ax)},c5 la familia de ideales fraccionarios prin-

cipales de R que contienen a I, sea J la interseccién de esta familia y sea !
el ideal [R : I]. Se debe concluir que (I’l)_l =J.

En efecto, sea xz € (I‘l)_1 y A € A, entonces de I C (ay), se sigue que a;ll CR
y que ay' € I"!. Como 21! C R, entonces za,' € Ry asi x € (a,). En con-

secuencia, (I*I)fl cJ

Reciprocamente, si x ¢ (I‘l)_l, entonces xI~! € R, esto es, existe t € I~}
tal que ot ¢ Ry asi « ¢ (t7'). Como (t) € I', entonces I C (t~'). Por
consiguiente, x ¢ J.
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(i) Por la definicién del ideal I, se concluye que I, C (Iil)fl. Ahora, si
T € (I _1)_1 y si J es un ideal fraccionario invertible tal que I C J, entonces
2I7' € Ry como J~! C I, se tiene que 2J~! C R. Luego, = € J y asi,
x € I,.

(7i1) Es consecuencia inmediata de la definicién de ideal divisorial. [ |

Definicion 2.6 Sea D un dominio de integridad, K su cuerpo de fracciones y
te K:

(1) t € K es entero sobre D si es raiz de un polinomio mdnico con coeficientes
en D.

(ii) t € K es casi entero sobre D si existe un elemento d € D, d # 0, tal que
dt™ € D para todo entero positivo n.

(#i1) Un dominio de integridad D es enteramente cerrado si cada elemento
de K entero sobre D pertenece a D.

(iv) Un dominio de integridad D es completamente enteramente cerrado
si cada elemento de K casi entero sobre D pertenece a D.

Nétese que ser completamente enteramente cerrado implica ser enteramente
cerrado ( ver [22]). En el caso Noetheriano las dos condiciones coinciden.

A continuacién se presentan algunas propiedades y caracterizaciones de los
dominios GCD y G — GCD; las pruebas que incluimos son claras y sencillas y
difieren o no son presentadas en la literatura disponible.

Proposicion 2.7 Un dominio de integridad R es un GCD si y sdlo si para
todo a,b € R, (a) N (b) es principal.

Demostracién: Para la implicacén directa, si a = 0 6 b = 0, entonces
(a) N (b) es principal.

Sean a,b # 0y sea d = m.c.d(a,b), entonces d | a y d | b, esto es, a = dz y
b = dy, luego m.c.d(x,y) = 1, nétese que (x) N (y) = (zy) : como zy € {(x) N (y)
implica que (xy) C (z) N (y), sea ahora z € (x) N (y), entonces z es multiplo
de z y de y, por tanto z es miltiplo de m.c.m(x,y) = m, pero m.c.d(z,y) =1,
entonces m = xy, es decir z € (zy) asi que () N (y) C (xy) .

Finalmente, hay que ver que (a) N (b) = (dzy) : claramente dzy € (a) N (b)
luego (day) C (a) N (b), ahora (a) N (b) = (dz) N (dy) = (d) (z) N (d) (y)
(d) ((x) 0 (y)) = (d) (xy) = (dxy).

Reciprocamente, sean a, b no nulos y sea (¢) = (a) N (b), ¢ # 0 ya que R es
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un dominio de integridad y ab € (c). Note que ¢ = m.c.m(a,b) : ¢ € {(a) y
¢ € (b), entonces a | ¢y b | ¢, sea ahora x tal que a |  y b | z, esto indica
que = € {(a) N {b), entonces = € (c) asi ¢ | . Como a | ab y b | ab, entonces
¢ | ab, esto es, ab = cd. Se tiene que d = m.c.d(a,b) : a | ¢ implica que ¢ = ad’,
entonces ab = aa’d asi b = da’d, es decir d | b, similarmente d | a.

Sea e | aye| b, entonces a = ex y b = ey, asi (e) (zy) C (e) ((x) N (y)) =
(e) () 1 (€ (g} = (ex) N {ey) = (a) N (B) = (o), es decir, (eay) C (c) lnego
exy = Ac.

Ahora, como ab = cd se tiene que exey = cd, asi que e(zey) = cd, esto es,
e(Ac¢) = cd, entonces \e = d, es decir, e | d. [ ]

Proposicion 2.8 Sea R un dominio de Priifer, entonces R es un dominio
GCD si y solo si R es un dominio de Bézout.

Demostracién: Para la implicacion directa basta probar que cada ideal
generado por dos elementos no nulos a y b es principal:

Sea d = m.c.d(a,b), la idea es mostrar que (d) = (a,b). Como d | ay d | b,
entonces a = da 'y b = df3, asi cada combinacién de a y b es multiplo de d, esto
implica que (a,b) C (d). Nétese ahora que (d) C (a,b) : como R es dominio de
Priifer, entonces I = (a,b) es invertible, por tanto 1 = az + by con z,y € I},
sea x = Ty = %, entonces d = da’ + db%, pero ax,bx,by,ay € R, asi
que ax = a”t = d; € R, dualmente bz = b = dy € R, por tanto am = nd; y
bm = nds, con lo cual n | am y n | bm esto implica que n | m.c.d(am,bm) = md,
esto es md = nd',d’ € R, similarmente b2 = e; € R, ag = ey € R, entonces
q|bpyq]| ap, asi que ¢ | m.c.d(ap,bp) = pd, es decir pd = qd”’, d’ € R, en
consecuencia d = %d' + qud” = ad' 4+ bd". Por tanto (d) = {(a,b).

Reciprocamente, Sean a,b € R no nulos, entonces (a,b) = (d), hay que ver
que d = m.c.d(a,b) : a € (a,b) = (d), entonces a = d\, de donde d | a.
Andlogamente, d | b. Sea e | a, i.e, a = ed’ y sea e | b, entonces como d = aa+ b
se tiene que d = «ea’ + [eb’ por consiguiente e | d. [ ]

Proposicion 2.9 Sea R un dominio GCD, entonces R es enteramente cerrado.

Demostracion: La prueba se realiza en dos pasos:

Paso 1. Seat = © € K —{0} raiz de un polinomio ag+ayz+... +a,z" € R[z].
Sea d = m.c.d(r,s),asir =dpy s = dq, es decir, t = 23, ademds m.c.d(p, q) = 1,
0

2 n—1 n
nétese que p | ag y q | ayn : ag + al(g) + ag(g—z)... + an_l(gn—,l) + an(g—n) =
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entonces agq" + a;pq” ' + ... + a,p™ = 0, esto indica que p | apg™, pero como
m.c.d(p,q) =1, se tiene que p | ag. También, q | a,p™ y q | an.

Paso 2. Seat = L € K — {0} entero en R, es decir, satisface un polinomio
moénico con coeficentes en R. Se puede tomar t = % con m.c.d(p,q) = 1, luego
por el Paso 1, ¢ | a, = 1, esto es ¢ € R*, entonces % €R. [ |

Proposicion 2.10 R es un dominio G — GCD si y sdlo si la interseccion de
dos ideales fraccionarios invertibles de R es invertible.

Demostracion: Sean Ji, Jo ideales fraccionarios invertibles de R, entonces
existen r1, ro no nulos en R, tales que r1Jy, roJo C R. Ademads, riJi, roJs
son ideales enteros invertibles ((r;J;)~! = 77 'J; !, i = 1,2). También, rireJ,
riroJo son ideales enteros invertibles, por lo tanto r17roJy Nrireds = I C R
es invertible, entonces (ri7) " (rireJy Nrireds) = (rire) U, asi J1 N Jo =
(rir9) " y (rira) "I es invertible.

La inclusién reciproca se tiene del hecho que todo ideal entero invertible es
un ideal fraccionario invertible. |

Proposicién 2.11 [7] Sea R un dominio de integridad, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) R es un dominio G — GCD.
(#9) (a) N (b) es invertible Ya,b € R — {0} .
(#9i) [a:g b] es invertible Va,b € R — {0}.

(iv) El grupo de ideales fraccionarios invertibles de R, denotado por Inv(R), es
un grupo reticular ordenado bajo el orden parcial I < J siy solo si J C 1.

(v) Cada v — ideal de tipo finito es invertible.

Demostracién: (i) = (it) Es claro, ya que todo ideal principal es invertible.

(i) = (i) Sean I = {(ay,...,an) v J = (b1,...,by,) ideales invertibles de R, es
suficiente mostrar que I NJ es finitamente generado y localmente invertible, ver
[22, Capltulo 1]. Sea R un anillo local e I un ideal invertible, se tiene entonces
que 1 = z1y; + ... + 2pYn, donde z; € I, y; € I71 e I = (x1,29,...,2,), dado
que z;y; € R, 1 < i < n, se debe tener que z;y; € R* para algun ¢, entonces
existe ¢ € R tal que z;y;c = 1, asf x; = x;(y;cx;), como y; € [7!, y;z; € R,
e igualmente y;zjc € R, esto es z; € (z;), entonces I C (z;) C I, asi que
I es principal y generado por algin z;. Ahora, si M € Maxz(R) se tiene que
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Iy = <a4> Iy = <b’—1> para algin i1, j; con 1 <43 < n, 1< j; <m, asi

IMQJM— IﬂJ _<a@1>m< >: a11>Mm<bj1>M:(<a‘i1>m<bj1>)M:
(¢) 5 » €s decir, I'NJ es localmente invertible. Para ver que I N J es finitamente
generado nétese que ) (a;) N (b;) € INJ, asi que

(NI /(3 {ai) 0 (bj))ar = (I O JM)/Z [(@i)ar NV (bj) pr]

= (@) pr N b ) /Z[() <j>M]
Q%[wi)M (bs) }/ER il 0 {bj)ag] =0,

por consiguiente I NJ =" (a;) N (b;) es finitamente generado.

2%}
(1) = (v) Sea I un v — ideal de tipo finito, es decir I = J, para algin J
fraccionario finitamente generado de R, J = (uy, ..., u,) con u; € K.

Nétese que J™1 = (g, ..,un) ™t = (ug) "' N .0 (u,) "' es invertible y asf
(J71)~! es invertible, es decir, I = J, es invertible.

(19) < (7it) Es inmediata de la observacion (a) N (b) = [a :g b] (b).

(1) = (v) Sea G = Inv(R); sean I,J € G, entonces INJ C I yInNnJ CJ,
asi I < INJyJ <1InNJ, ademés, por hipdtesis I N J € G, sea ahora K tal
que I < K, J< K,entonces K CTy K CJconlocual K CInNJyporlo
tanto INJ < K. asi I NJ = Sup(1,J) indicando esto que Inv(R) es un grupo
reticular ordenado.

(tv) = (i) Sean I, J € Gy sea K = Sup(l,J) asi I < K, J < K lo cual indica
que K C I y K CJ yportanto K C INJ. Sea ahora z € INJ entonces z € I
yax € Jasi () CI, (x) C J estoes, I <{(x)y J < (x) ydado que (z) € G se
tiene que K < (x), i.e, () C K de donde z € K; en conclusién I NJ = K.

(v) = (iv) Si I, J € G entonces (I + J), es invertible, ya que es un v — ideal de
tipo finito. Nétese que Inf(I,J)=(I+J), :como I CI+JC(I+J),yJC
I+JC({I+J),setieneque (I+J), <I y(I+J),<J. Seaahora K € G
tal que K < Iy K < J, vease entonces que K < (I+J), : (I+J) C K implica
que (I +J), CK, =K asi K< (I +J),. [

Proposicion 2.12 Si R es un dominio GCD, entonces R es un dominio G —
GCD.

Demostracién: Sean I, J ideales enteros invertibles de R, entonces I, J
son finitamente generados, denotados por I = (a1, as,...,a), J = (by,ba, ..., b;)
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hay que ver que I N J es invertible, para esto se puede demostrar que I N J es
finitamente generado y que todas sus localizaciones maximales son invertibles,
noétese que esto se tiene inmediatamente con un razonamiento analogo a la
prueba de la proposicién anterior para el caso (i) = (4). [ |

Nétese que si R es un dominio de Priifer, entonces R es un dominio G—GCD.

Corolario 2.13 [7] Sea R un dominio G — GCD, S un sistema multiplicativo,
entonces RS~ es un dominio G — GCD, ademds Rp es un dominio GCD
VP € Spec(R) y entonces R es enteramente cerrado.

Demostracién: Dados <%> , <§> € RS™1, se tiene que <%> N <§> = <%> N
(5 = (@) S7P N (b) 571 = ({a) N (b))S™1. Si (a) N (b) = I es invertible, en-
tonces [1-1 = R, asf que (II71)S~! = RS~ y por tanto IS~'1-1S~1 = RS~!
indicando esto que IS~ es invertible, con lo cual <%> N <§> es invertible, en
consecuencia RS~! es un dominio G—GCD. Véase ahora que Rp es un dominio
GCD : dado que Rp es un anillo local y en anillos locales los ideales invertibles
son principales se tiene que la interseccién de ideales principales es un ideal
principal.

Finalmente, ya que R= NRp (ver [22, Capitulo 1]) y que cada Rp es enter-

PeMax(R)

amente cerrado, (por ser Rp un GCD) se puede concluir que R es enteramente
cerrado. ]

3 ANILLO DE POLINOMIOS

A la fecha son muy pocos los resultados que se tienen en lo concerniente a la
preservaciéon de la propiedad de conductor finito de un anillo de polinomios,
es mas, este aun continua siendo un problema abierto. En esta seccién se
presentan los resultados concocidos en este contexto, mostrando el estado del
arte del problema.

Para probar los cuatro teoremas centrales de esta seccién son necesarias
varias propiedades de tipo técnico relativas a ideales divisoriales y polinomios
primitivos. Las demostraciones de varias de estas afirmaciones preliminares no
se encuentran en la literatura y aqui son presentadas en forma clara.

Lema 3.1 [7] Sea R un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K, e
I un ideal fraccionario no nulo de R, entonces:

[Rlz]: IR[z]] = [R: I][z], es decir,
(IR[z]))"' =I"'R[2] y asi (IR[x]), = I,R[z]
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Demostracién: Nétese que [R[z]: IR [z]] C K [z] : en efecto, existe ¢ # 0
en R, tal que tI C R, sea % € [R[x] : IR [x]], entonces %I [z] € R[x], sea
a# 0en I, luego %al = r(z), entonces %at = tr(z), pero at = s € R, por

consiguiente % = @ € K[z].

Ahora, sea g € (IR[z])™!, equivalentemente g € (R[z] : IR[x]) s{ y solo si
g € [R[x] : I[z]] lo que equivale a gI [z] C R [x] si y solamente si ¢(g)] C R, lo
cual conlleva a que c(g) C [R: I], es decir c¢(g) C I}, asf que g € I"'R[z].
Para la dltima parte si f € (IR [z])y, es decir f € ((IR[z])™!)~! equivale a que
fe (I 'R[z])7!, por consiguiente f € (I71) 'R [z]) asi que f € [,R[z]. ®

Lema 3.2 [7] Si I es un ideal divisorial de R[x] e I = I) N K # 0, entonces
I es un ideal divisorial de R. Mds precisamente,

Izﬂ{r(c(g))_l |1, C <;>R[m],reR,geR[x]}.

Demostracién: Observese que si I es un ideal divisorial de R [z], entonces
I = m{<£>R[;c]|Il c <£>R[x], h#@}; SiI=I5LNK #0,y ademés
L C <%>R[w] , entonces [;NK C <%>OK, por consiguiente <%>R[az]ﬂK #0,

h g

aeKﬁ<%>R[aﬁ],es‘coes,a:%:p£,conr,tER—{O},pER[x]—{OLde
tal forma que % =L =7 gec R[z] - {0}. Asi

g
I8 :m{<§>R[x]:11 c <§>R[x],reR,o¢geR[x]}. Sea
J:m{r(c(g)rl 'L C (1)R[:z:],07ég€R[z],reR},nétese que I =J:

- g

y existen r € R, g € R|z], tales que <£>R[m] = <E>R[x] : en efecto, sea

i

C) Seaw € I, asi u € I, por tanto u € <§>, es decir u = hg, de tal forma
que ug = hr € (r), por consiguiente ug € rRz],r € R,0 # g € R]x],
I, C §> R [z], entonces uc(g) C rR, luego u € J.

g
entonces ug € rR[z], luego u € T R[z], asi queu € L NK =1.

D) Sea u € J, u € re(g)~t, para todo r,g tal que Iy C <7> R[z],c(g)u C rR,
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La conclusién de que I es un ideal divisorial de R se debe a que I es inter-
seccién de ideales divisoriales de R. Nétese r(c(g))~! es divisorial; en efecto,

g0, 91 )] ™ =7 [{a0) ™ 1 0 Grla) ™ () ) =
r [(g())*l N..N (gn>71} =rc(g)~t. m

Proposicién 3.3 [7] Sea R un dominio enteramente cerrado, I un ideal entero
divisorial de R [x], entonces:

(1) SiI =1 NR #0, entonces I es un ideal entero divisorial de R y ademds
I =1IR[x].

(#9) Si h N R =0, entonces existe f € R[x] y un ideal I divisorial de R tal que
I, = fIR[].

Demostracién: (i) Por hipétesis Iy C R[z], ademds I = 1 NR=LHNK =
N {T(C(g))71  h C(5)R [x]} ; nétese que por el lema anterior I es divisorial,
véase entonces que Iy = IR[xz] : es claro que IR[z] C Iy, para la inclusién
reciproca sea f € I, fg € rR[z], 7 € R,0 # g € R[z], asi ¢(fg) C rR y como
R es enteramente cerrado se tiene que ¢(f)c(g) C (¢(f)e(g))w = ¢(fg)y C TR,
([7, Lema 6.1.2]) entonces ¢(f) C [rR:c(g)] = r[R:c(g)] v c(f) C I, esto es,
felIR]x].

(1) SiIiNR =0, existe f € I, f # 0 tal que 1 K [x] = fK [z] : en efecto,
LK [2], ahora LK [2] = (h(2)) g (,),h(z) = 9@ ¢ 1. entonces

r

h(z) = 9@\ — <1g(x)> = (f(z)). Luego I € L[K[z]NR[z] = fK[z] N

Rz] = f(e(f)) " R[z], sea 0 # a € R tal que a(c(f))™' € R, como I; C
fle(tRx], aly C flac(f) " R[z]), al; C fL, donde L = ac(f) ‘R[], asf
que %11 C L C R]x], observese que J; = %Il es un ideal entero divisorial
de R[z], asf 1K [z] = ($11)K [2] = K[z], luego 1K [z] = Kz] y J =
JiNR # 0, por tanto a € J, por parte (i) J; = JR[z], con lo cual I} = fa=tJy,
I = fa='JR[x] donde a~'J es un ideal divisorial de R. |

Proposicién 3.4 [7] Sea R un dominio de integridad con cuerpo de fracciones
K, entonces R es enteramente cerrado si y sdlo si cada ideal entero I de R [z]
con I, N R # 0 satisface I, = (¢(I) [x])y = c(I)y [2]; donde c(I) es el ideal de R
generado por los coeficientes de elementos de I.

Demostracién: =) Dado que R es enteramente cerrado, se aplica la propo-
sicién anterior y se tiene que I, = (I, N R) [x], donde I, N R es un ideal entero
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divisorial de R, asi ¢(I,) = I, N R, claramente I C ¢(I) [z], por consiguiente
I, C (e(I) [x])y, ademds por el Lema 14 se concluye que (¢(I) [x]), = e(I)y 2],
por tanto ¢(I,) C ¢(I),, ademds c¢(I), C ¢(I,); en efecto, dado que I C T,
se tiene que ¢(I) C ¢(I,) y como ¢(I,) = I, N R es un ideal divisorial de R,
se deduce que (¢(I,)), = ¢(Iy), por tanto ¢(I), C (c¢(Iy))s = ¢(I,). Asi que
I, = (I, N R) [2] = c(L) [2] = (1) [2] = (c(1) [])o-

<) Para esta implicacién sean f,g € R[z] — {0}, y r € R— {0} tal que ¢(fg) C
rR, de esta inclusién se tiene que (rf,rg) C rR[z] : rf € rR[z], r € FR[a],
fg €rR[z], g € $R[z], asi que (r,g) € 7R [z] es divisorial por ser principal.

Por hipétesis ((r,g)), = c<r 9), [z], (note que (r,g), "R # 0; (r,g9) € (r,9),,
r # 0) por tanto c(g) [z] € c((r,g))[z] S c((r,g))v[z] = (r,9), & FRIz],
de donde fe(g)[z] € rR[x] v asi ¢(f)e(g) C rR, lo cual implica que R es
enteramente cerrado (ver [15, Lema 1.31 (iv)]). [ |

Proposicién 3.5 (Lema de Gauss) Sea R un dominio GCD, si f, g € R|[z]
son polinomios primitivos, entonces fg es un polinomio primitivo.

Demostracién: Por efectos de espacio la prueba se ilustra para polinomios
de primer y tercer grado; mostrando un modelo que puede seguirse para poli-
nomios de cualquier orden finito.

Sean f = fo+ fixy g = go+g12, entonces h = fg = fogo+ (fogr + fig0)x +
figiz?. Sean d = m.c.d(fogo, fog1 + fi90, f191), u = m.c.d(fo,d), ast u | fog1,

u | fogi+ f1go, u | fig1, luego u | figo, y u | fig:, entonces u | m.c.d(figo, f191),
asl que u | fim.c.d(go,g1), entonces u | f1, pero como u | fo, se tiene que

u | m.c.d(fo, f1), por consiguiente u = 1, es decir, m.c.d(fo,d) = 1, pero dado
que d | fogo, se tiene que d | go. Andlogamente, sea v = m.c.d(f1,d), asi v | fogo,
v | fogr1+ figo, v | f191, luego v | fog1, vy v | f191, entonces v | m.c.d(fog1, f191),
asi que v | gym.c.d(fo, f1), entonces v | g1, pero como v | go, se tiene que v = 1,
es decir, m.c.d(f1,d) =1,y d| fig1, asi que d | g1, por tanto d = 1 y el caso del
producto de polinomios primitivos lineales queda concluido.

Ahora, sean f = fo+ fix+ fox’+ f322 v ¢ = go+ 12+ gox® + g3z, entonces
h = fg= fogo+ (fog1 + frg0)x + (fogz + f191 + f290)x>+ (fogs + fr92 + f201 +
f390)2°+ (frg3+ faga+ f3g1)x* +(fags+ f3g2)2° +(f3g3)x®. Sea d = m.c.d( fogo,

fogr + f190, fog2 + fig1 + f290. fogs + f192 + fag1 + f3go, J193 + f292 + f391,
f293 + f392, f3g93). Existen una serie de mdximos comin divisores u, u’, v”, y

para cada uno una serie de divisibilidades asi: sean u = m.c.d(fo,d), v =
m.c.d(u, fi) = m.cd(d, fo,f1) y v’ = m.ed, f2) = m.cd(d, fo, f1, f2)
entonces  u” | fsgo, u” | fsg1, v | fsg2, vy v’ | fsgs, por consiguiente

u" | m.c.d(fs3go, f391, f392, f393), es decir u" | fym.c.d(go, g1, 92, 93), asi u” | fs.
Como u” | fo, v | f1, " | fa y " | f3, se tiene que v’ =
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Ahora para v’ se tiene que u’ | fago, pero como m.c.d(v’, f2) = v’ =1, se
tiene que u’ | go. También u' | fag1 + f3go, asi que v’ | fog1, pero m.c.d(v’, fa) =
u” =1, asf que v’ | g1. De igual forma v’ | fogs + f391, luego v’ | faga, pero
m.c.d(v, fo) = v’ =1, as{ que v’ | go. As{ mismo u’ | fogs + f3g2, por tanto
u' | fags, pero m.c.d(v, fo) = v’ =1, asi que v’ | g3. Como v’ | gg, v’ | g1,
u' | ga, u' | g3, se tiene que v’ = 1.

Razonando para u se tiene que u | f1go, pero m.c.d(u, f1) = v’ = 1, asi que
u | go. Ademas u | f1g91+ fago, por tanto w | f1g1, pero m.c.d(u, f1) = u' = 1, asi
que w | g1. Similarmente, u | f1g3 + f291 + f390, asi v | f1gs, pero m.c.d(u, f1) =
u' =1, asf que u | go. Finalmente, u | f193 + f201 + f390, luego u | f193, pero
m.c.d(u, f1) = v = 1, as{ que u | g3. Recapitulando, u | go, w | g1, w | g2 ¥
u | g3, por consiguiente u = 1.

Con un procedimiento andlogo al anterior se obtiene que m.c.d(go,d) = 1.
Como d | fogo y ademds u = m.c.d(fo,d) =1y m.c.d(go,d) = 1 se concluye que
d=1. ]

Proposicion 3.6 Sea R un dominio GCD y sea f = hg un polinomio primi-
tivo, entonces h y g son polinomios primitivos.

Demostracién: Sean h = hg+hjz+...+hia' y g = go + g1+ ... + g™,
entonces f = hogo+(hogi+h1go)x+...+higmat™™. Sea d = m.c.d(hg, h1, ..., ht),
entonces d | h; 0 < i < ¢, luego d divide a todo coeficiente de f, es decir, d divide
al méximo comun divisor de los coeficientes de f, esto es, d | 1, luegod=1y h
es primitivo. El mismo razonamiento se utiliza para g. |

Proposicion 3.7 Sea R un dominio GCD, si g es un polinomio primitivo no
constante en R [x], entonces g es un producto finito de polinomios primos.

Demostracién: Sea g un polinomio primitivo no constante de R[z], en-
tonces g = k1ks...k; donde los k; son irreducibles en K [z] , ahora g = %hl...%ht
con h; € R[z], entonces r1...r.g = hy...h, como R es un GCD se tiene que
r1..7¢g = hy...hy = a1g1...a:g¢, con g; € R[z] polinomios primitivos. Tomando
maximo comun divisor a los coeficientes de los polinomios obtenidos en la igual-
dad anterior se tiene que ri...ry = aj...at, con lo cual g = g1...9t, g;i € R|z]
primitivos. Nétese que cada g; es irreducible en R [z], (de lo contrario g; seria
reducible en K [z] y entonces k; = %gz seria reducible, lo cual es una con-
tradiccion).

Véase ahora que (g;) es primo en R [x] : en efecto, dada la inclusién candnica ¢ :
R[z] — K [z], {(g;) en K [z] es primo debido a que K [z] es un PID y g; irre-
ducible, resta ver que (g;) es primo en R [z], i.e, t71({g;)) = (9i) p[)  €n efecto,
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t=*({gi)) es un ideal primo en R[z], sea hg; € (9i) rpz) » entonces hg; € K [z],

asf que hg; € 171((g3)). Tuego (gi) gy 1 ((9).

z]

Para la otra contenencia, sea t un polinomio de R[] tal que t € t71({g;)), en-
tonces (t) € (g:), asi t = kg;, k € K [x], mas precisamente, t = 2hg;, h € R [z]
primitivo, por tanto, rt = ahg;, entonces r.b.t' = a.h.g;, con t' un polinomio
primitivo, asi tomando m.c.d a ambos miembros de la igualdad anterior se
sigue que r.b = a, y reemplazando se obtiene que t = %bhgi, t =bhg; € Rlz],y
t € {g;) Rlz) - Por tanto, g = g1...g; es producto de polinomios primos. [ |

Proposicion 3.8 Sea R un dominio GCD, si fi1, g1 son dos polinomios pri-
mitiwos en R[z], entonces f1 y g1 poseen mdximo comin divisor.

Demostracién: Para la prueba se presentan dos casos:

Caso 1. Por proposicién anterior fi = P;...P, y g1 = Q1...Qs, con P;, Q;
primos y f1, g1 polinomios primitivos, si {P1,..., P} N{Q1,...,Qs} = ¢ entonces
m.c.d(fi,1) =1:sea h tal que h | f1 y h | g1, entonces f1 = hf' y g1 = hy',
como fi, g1 son primitivos, h es un polinomio primitivo, (ver Proposicién 19). Si
h fuese una constante, serfa invertible y asi m.c.d(f1,g1) = 1, si no es constante,
por ser h, f’, ¢’ polinomios primitivos, se descomponen en producto de primos,
asi h = T1.. Ty, f' = Uy..Uy, g = V1...V,,, con T;,U;,V; polinomios primos.
Como (f1) es principal invertible y se descompone en un producto finito de
ideales primos, esta descomposicién es tnica, dualmente para g;, pero como no
hay elementos comunes entre f1 y g1, entonces h es constante invertible. Luego
m.c.d(f1,q1) = 1.

Caso 2. {Py,..., B} N{Q1....,Qs} # ¢, se supone que Py, ..., P, son los primos
comunes tales que f; = (P'...P*).(otros primos) y g; = (P ...P*).(otros
primos), hay que ver que m.c.d(f1,g1) = (P/*...P*) : en efecto, sea h tal que h |
f1 v h| g1, entonces h es un polinomio primitivo, si h no es constante, entonces
por ser h primitivo, es un producto finito de primos, es decir, h = (Q]"...Q}"),
con (Q; primos, asi mismo f’ y ¢’ son también un producto de polinomios primos,
y la descomposicién de f’, ¢’ es tnica, asi que {Q1,...,Q;} C { Py, ..., P}, nétese
que 7; < 0, : en efecto, si para algtin j, v; > 6;, entonces hay un primo comun
Pj"“ | f1, P]j | g1 lo cual es una contradiccién, luego v; < 6;. [ |

Teorema 3.9 Sea R un dominio GCD con cuerpo de fracciones K, entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) R es un dominio GCD.
(i) R[z] es un dominio GCD.
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Demostracion: (i) = (ii) Sean f, g no unidades en R[z] — {0}, tales que
f =afi, g =bg, donde a,b € Ry f1,¢g1 son polinomios primitivos en R[],
por hipétesis sea ¢ = m.c.d(a,b), ¢ € R, como f1,g; son polinomios primitivos,
tienen méximo comin divisor h en R [z], (proposicién anterior) y es tal que
h es primitivo. De otro lado, ch es divisor comin de f y g en R[z], nétese
que ch es el méaximo comun divisor: en efecto, supéngase que s es divisor
comin de f y g en R[x], entonces se escribe s = ds;, d € R y s; primitivo
en R[z], asi existen ¢,l € R[z] tales que f = st y g = sl, cont = ejt; y
I = esly, donde ej,es € Ry t1,l; son polinomios primitivos en R [z], de esto
se sigue que f = dsjeit; = deysity = afy, con sit; primitivo, ademéas como la
presentacién de f es tnica, se tiene que d | a y s1 | f1 en R|[z], similarmente
g = dsjexly = dessily = bgy, de donde d | by s1 | g1 en R[x], como d divide
simultdneamente a a y a b, se tiene que d | ¢ de igual forma s; | h en R[z], lo
cual conduce a que s | ch. En consecuencia ch es el mdximo comtn divisor de f
v h.

(#1) = (i) Es inmediata, ya que R C R[z]|, y para f € R[z], f tiene grado
positivo, asi por razones de grado los polinomios constantes tienen maximo
comun divisor en R. [

Una prueba inductiva sobre el nimero de variables de R [x1, ..., 2, ] , muestra
que el teorema anterior es también vélido para el caso de n variables.

En virtud del teorema anterior y del hecho que dentro de la gama de los
dominios de Priifer los inicos dominios que son GC' D son los Bézout, se concluye
que en las subclases de los dominios de Priifer los tinicos dominios que satisfacen
que el anillo R [z] sea GC'D son los dominios de Bézout.

Para el siguiente teorema se considera la propiedad G—GCD. En particular,
ahf se muestra que R|[z1,...,2,] es un dominio G — GCD si y sélo si R es un
domino G—GCD. De igual forma, el resultado obtenido en este teorema permite
concluir que si R es un dominio de Priifer, entonces R [z1, ..., ;] es un dominio
G — GCD.

Es conocido que el conjunto S = {f € R[x]: ¢(f) = R} es un sistema mul-
tiplicativo de R [z].

Teorema 3.10 Sea R un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K,
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) R es un dominio G — GCD.
(#9) R[z] es un dominio G — GCD.
(iii) R(x) es un dominio GCD, donde R (z) = R[z] S™!.
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Demostracién: (i) = (i) Segin la Proposicién 11 se debe probar que cada
v-ideal de tipo finito es invertible; sea I un v — ideal de tipo finito en R[], i.e,
I = (ki....ky), donde k; € L, el cuerpo de fracciones de R[z], como I es un
ideal fraccionario en R [z] se puede escoger un g € R [z]—{0} tal que gI C R[x].
Note que gl es un ideal entero divisorial de tipo finito y que I es invertible si
y s6lo si gI es invertible. Asi, se puede asumir que I es entero en R [x], para
probar que I es invertible se consideran dos casos:

(1) IN R # 0, aplicando la Proposicién 17 y el Corolario 13 se obtiene que
I=(ky...kn), = c(ki...kn), [x] . Dado que R es un G — GC'D se puede ver que
c(k1....kn )y es un ideal invertible de R y asi I es un ideal invertible de R [z] (ver
Lema 14).

(2) INR = 0, argumentando como en la Proposicién 16 (ii), existe un 0 # a € R
y f €1, f#0tal queJ = %I es un ideal entero divisorial de R [x] de tipo
finito y J N R # 0, as{ por el caso (1), J es un ideal invertible de R [z] y por
tanto I es un ideal invertible de R [x].

(i) = (ii%) Recuérdese que por Corolario 13, R (x) es un dominio G — GCD,
y que cada ideal invertible de R (x) es principal (PicR (z) = 0), lo cual indica
que R (z) es un dominio GCD.

(#i1) = (i) Sean I, J ideales invertibles de R, por Lema 14, IR (z) y JR (x) son
ideales invertibles de R (x) y por hipétesis son ideales principales de R (z), por
lo tanto (INJ)R (z) = IR (z)NJR (z) es un ideal principal de R (z) y asi INJ
es un ideal invertible de R. |

Notese que la Proposicién 16 fue establecida para dominios de integridad,
desconocemos si se cumple para anillos con divisores de cero. De ser asi, ayu-
darfa a resolver el siguiente interrogante: ;Si R es un anillo G — GC'D, entonces
R[z] es un anillo G — GCD?

En lo referente a la preservacién de la coherencia por el anillo de polinomios
la situacion es mas complicada, ya que las técnicas clasicas de manejo de ideales
no son suficientes. Para este caso se adoptan procedimientos propios de algebra
homoldgica, algunas condiciones de planitud y finitud.

Aqui vale la pena resaltar que existen dominios coherentes sobre los cuales
el anillo de polinomios R [z] no es coherente, esto lo muestra el ejemplo de
Soublin en el cual S; = Q [[t, u]] denota el anillo de series en dos variables ¢, u

o0
sobre los racionales, y S = []S;. Soublin mostré que S es un anillo coherente
i=1
de w.dimS = 2 y que el anillo de polinomios S [x] no es un anillo coherente (ver
[14]).
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La ténica usada en [9] para la prueba del siguiente teorema es el dlgebra
homoldgica y resulta demasiado extensa. A continuacion se presenta una prueba
corta a través de ideales divisoriales.

Teorema 3.11 Sea R un dominio coherente enteramente cerrado, entonces
R [z] es un dominio cuasi-coherente.

Demostracién: Sean fi, fo,....,fn, € Rz], I = (fiy N {fo) N ...0{fn) ¥y
J = I N R. Para ver que [ es finitamente generado se consideran dos casos:

(1) Si J # 0 : nétese que I es un ideal divisorial de R [z], entonces por la
Proposicién 16, I = JR[x], con J un ideal entero divisorial de R. Por conside-
raciones de grado f1, fo, ..., fn € R, y teniendo en cuenta que R es coherente, se
sigue que J es finitamente generado. Luego I también es finitamente generado.

(2) Si J =0 : por la demostracién de la parte (ii) de la Proposicién 16 se
tiene que existen un elemento no nulo ¢ en R y un polinomio no nulo f € I tales
que J; = 41 es un ideal entero divisorial de R [x]. Sea Jo = J; N R, segin la
prueba mensionada, J; es un ideal entero divisorial no nulo de R y se puede
aplicar el caso (1) para decir que J; es finitamente generado como ideal de

R[z]. Entonces J; = (ji(x),...,je(x)) y <fj1(a:), fjt(x)> = I, es decir, I es

a o a

finitamente generado. u

Del teorema anterior se puede deducir que si R es un dominio de Priifer,
entonces R [z] es un dominio cuasi-coherente.

La misma técnica usada en el teorema anterior permite demostrar el siguiente
teorema.

Teorema 3.12 Sea R un dominio cuasi coherente enteramente cerrado, en-
tonces R [z] es un dominio de conductor finito.

En la misma direccién de los resultados anteriores se plantea la siguiente
pregunta, cuya respuesta desconocemos: ;Si R es dominio de conductor finito,
entonces R[] es G — GCD? (ver [11]).
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4 ANILLO DE SERIES

En esta seccion se consideran las propiedades GCD y G —GCD para el caso del
anillo de series, mostrando a través de dos ejemplos que dichas propiedades no
se preservan. Es de notar que la propiedad de coherencia tampoco se preseva
al anillo de series (ver [14]). Para comenzar veamos algunos preliminares.

Teorema 4.1 [17] Sea K es un cuerpo, entonces K[[z]] es dominio de factori-
zacion dnica (UFD) y por lo tanto, completamente enteramente cerrado.

Demostracién: Como K es cuerpo, K[[z]] es un dominio de ideales princi-
pales, més exactamente {(z™)} ~; es el conjunto de todos los ideales no nulos,
con unico ideal maximal (z). Asi, como es un dominio de ideales principales,
por el Teorema 1.6 de [24] es UFD y por el Teorema 1.7 de [24] si es UFD es
completamente enteramente cerrado. [ |

Teorema 4.2 [8] Si D es un dominio de integridad, entonces D[[x]] es com-
pletamente enteramente cerrado, si y sélo si, D es completamente enteramente
cerrado.

Demostracion: Se tiene el siguiente diagrama conmutativo para D do-
minio de integrigad, K su cuerpo de fracciones, L el cuerpo de fracciones de
D[z]] y K ((x)) el cuerpo de fracciones de K [[z]]:

T T 1
D= DIX]] - K[[X]]

Para la implicacion directa, sea K el cuerpo de fracciones de D, y se tiene que
D = D[[z]] N K. Por hipétesis, D[[z]] es completamente enteramente cerrado
y como K es completamente enteramente cerrado y la interseccién de dominios
completamente enteramente cerrados es completamente enteramente cerrado
(ver [8] ), entonces D es completamente enteramente cerrado.

Reciprocamente, el cuerpo de fracciones L de D [[z]] es subcuerpo de K((x)) y
K|[[z]] (segin el diagrama inicial de esta prueba); y K|[[z]] es un dominio de
factorizacién tunica, por tanto por el Teorema 26 es completamente enteramente
cerrado.

Sea « € L casi entero sobre D[[z]]; existe h € D][z]] tal que ha™ € D][z]] para
todo n > 1. Pero como h, ha™ € K[[z]] y este es completamente enteramente
cerrado, entonces o € K([[z]]. Es decir, podemos suponer a = > ° a;x" €
K[[z]] N L, y se prueba que a € D[[z]].
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Existe un elemento no nulo g € D[[z]] tal que ga™ € D][z]] para cada entero
positivo n.

Se prueba por induccién sobre 7 que a; € D. Asi, si se asume que ag,...,a;—1 €
D7

con j entero no negativo, entonces sea «a* =ag+...+aj_12771 € D[[z]], ¥
g(a— a*)™ € D[[z]], para cada entero positivo n. Si a; = 0, entonces a; € D;
siaj #0,sea g = Zioio b;x, con b, el primer coeficiente no nulo de g de tal
forma que g = > ;2 bzt

Entonces si n es un entero positivo,

gla—a ) = (37 b)) (X7 wa')’

=]

mHnI 4 (otros términos de orden superior) € D][z]].

n
=bpajx
Se sigue que bp,a} € D para cada entero positivo n, asf que a; es un elemento
de K casi entero sobre D, y por tanto, por hipétesis es un elemento de D, asi

o= iaizi € D][]]. [ |

Teorema 4.3 [8] Sea D es un dominio de integridad con cuerpo de fracciones
K. SiD[[z]] es enteramente cerrado, entonces D es enteramente cerrado.

Demostracion: Sea a € K tal que « satisface un polinomio ménico con
coeficientes en D, entonces a € L y satisface un polinomio ménico con coefi-
cientes en D[[x]]. Por la hipétesis, o € D [[z]], esto es & € K N D[[z]] = D.
|

El siguiente teorema establece que el reciproco del teorema anterior no es
siempre cierto.

Teorema 4.4 [8] Sea D un dominio enteramente cerrado que no es comple-
tamente enteramente cerrado. Entonces, D [[z]] no es enteramente cerrado.

Demostracion: Se tiene aplicando el Teorema 1.11 y la Proposiciénl.12 de
[24]. [

D. D. Anderson muestra en su ultimo articulo “GCD domains and power
series rings” ( 2002), que si V es un dominio de valuacién y V' [[z]] un dominio
GCD, entonces V' debe ser de dimension de Krull 1 con grupo de valuaciones Z
6 R. Ademsds, da un ejemplo de un dominio de valuacién W de dimensién de
Krull 1 con grupo de valuaciones R, para el cual W [[z]] no es dominio GCD.
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El siguiente teorema es 1til para ilustrar ejemplos que muestran que la propiedad
GCD no se preserva al anillo de series.

Teorema 4.5 [8] Sea V un dominio de valuacion no trivial en el cuerpo K,
con ideal maximal M. Entonces:

(i) V es enteramente cerrado.

(ii) V es Noetheriano, si y sdlo si, V es de dimension de Krull 1 y discreto.
(#i1) 'V es completamente enteramente cerrado, si y solo si, V es de dimensidn

de Krull 1.

Demostracién: (i) Siz € K —V, entonces V C (z), asi que V C (x) C
(2?) C ... C (") para cada n € ZT. Asi, si {di};:ol es un conjunto finito de
elementos de V, entonces

do+ dix + ...+ dp_12" ! € (a"71), asi que 2" # do + dyz + ... + dp_gz™ T
Por tanto, x no es entero sobre V. Se sigue que V' es enteramente cerrado.

(#4) Para la implicacién inversa, se asume que V es 1-dimensional y discreto.
Entonces {M"'}k:1 es el conjunto de ideales propios de V. Por tanto, si z €
M — M?, entonces M? C (z) C M, y como consecuencia, M = (x). Se sigue
que cada ideal de V es principal, y V' es Noetheriano.

Reciprocamente, si V es Noetheriano, V' es un dominio de ideales principales.
En consecuencia, V es 1-dimensional y contiene ideales propios no idempotentes,
asi V es discreto.

(#i1) Para la implicaeifJn directa, sea V completamente enteramente cerrado y
sea P un ideal primo de V contenido propiamente en M. Six € M — P, entonces
P c N, (™). Pero el Teorema 1.11 de [24] muestra que NS, (™) = (0).
Asi, P =(0) y V es l-dimensional.

Reciprocamente, sea z € K — V. Entonces y =z~ ! € V. Por el Teorema 1.11
de [24] N2, (y™) es primo en V. Y como V es 1-dimensional, NS, (y™) = (0).
Por tanto, si d # 0, d € V, entonces (y") C (d) para algin n € Z*. Se sigue
que % =dz™ ¢ V, y como d es un elemento arbitrario de V| se tiene que x no

es casi entero sobre V. Luego, V es completamente enteramente cerrado. [ |

Corolario 4.6 Sea V un dominio de valuacion de dimension > 1, entonces V
no es completamente enteramente cerrado, y por tanto V [[x]] no es G — GCD.

Demostracién: Se tiene como consecuencia del teorema anterior y el Teo-
rema 29. |

A continuacién se presenta un ejemplo de un dominio de valuacién y por
tanto dominio GCD (ver Proposicién 8), cuyo anillo de series no es dominio

GCD.
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Ejemplo 4.7 Sea A = K+ 2K [[z]] y V = R+ aK [[z]] un subanillo de A,
con K el cuerpo de fracciones de R xK [[x]] = M el ideal mdximal de A y
RNM=0.

Se tiene entonces que:

(1) Si R es un dominio de valuacion y en consecuencia GCD, entonces V =
R+ zK [[z]] es dominio de valuacidn:

Se consideran en R+ M los ideales (a+m) y (b+n), con a,b € R y
m,n € M; se puede suponer en R que {a) C (b}, es decir, a =7rb. Si b=0,
a=0 y (m),(n) son comparables en A; se supone ahora que (m) 2O (n),
entonces existev € A, v=k+m' tal que n =vm = (k+m’)m. Como R €
DV, k€ R 6 k'€ R. Sik € R, entonces en R+M se tiene que (n) C (m).
Sik™' €R ,% =k, yn= (%—i—m')m, con lo cual rn = (L+rm/)m; ademds,
1+rm’ € U(A) conlo que en A se tiene (n) = (rn) = (m) . Entonces, existe
(K" +m") € A tal quem = (K" +m")(2+m)m. Sim=0,n=vm=0 y
entonces (a+m) C (b+n). Si m#0, (K"+m")(2+m')=1 y se sigue que
E'=r yaque KNM =0, yentoncesm = (r+m”)n con lo que (m) C (n).

Sib#0, b+n#0 porque RONM =0 ya+m=rb+m. Se define en K,
z = "})jr;", entonces z € Adz 1 e A Siz'e A, comom—rn € M,
2=Y(m —rn) € M y por lo tanto b+n € M de lo que b = 0, una contradiccion.
Entonces, z€ Ayzb+n)=m—rne M ycomob+n¢ M entonces z€ M

y a+m=(r+2z)(b+n), esdecir, {a+m)C (b+n).

(it) Sea V = Zyy + zQ[[z]], entonces su dimension de Krull es > 2, con p
un NUMEro primo.

(iii) Segin el Teorema 30, V = Zg) + xQ[[z]] no es completamente entera-
mente cerrado y aplicando el Corolario 31, V [[z]] no es G — GCD.

El siguiente ejemplo, similar al anterior, muestra que un anillo de series so-
bre un dominio Bézout no es necesariamente G — GCD.

Ejemplo 4.8 Sea R un dominio Prifer, K # R su cuerpo de fracciones. Sea
A=K+ zK[[z]], T = R+ zK [[z]] un subanillo de A, zK [[z]] = M el ideal
mdximal de A y RNM =0.

Se tiene entonces que:

(1) Si R es un dominio Bézout y en consecuencia GCD, entonces T = R +
zK [[z]] es dominio Bézout:

Sea J= (a1 +my, aa +mz2) un ideal de R+ M, asi el ideal I = (a1, az2) =
(). Sib=0, J=(mi,me) es un ideal del dominio de valuacion K [[x]]
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con lo cual J resulta principal generado por mi ¢ ma. Sib# 0, a; = ¢;b,
1=1,2, luego a; +m; = b(c; + %mi) con %mi € M, oseaen R+ M se tiene
que J C (b) ; ndtese que b € J : existen dy,ds € R tales que b = dyay + daas.
Se supone, sin perdida de generalidad que a; # 0, entonces a3 +mq ¢ M y
por tanto a; +my € U(K [[z]]), luego (dym1 + dama)(a; +m1)~t € K + M
yexiste k+n € K+ M tal que (a1 +mq)(k +n) = (dymy + dams). Pero
KNM =0, conlocual k=0 y (a1 +m1)(n) =dimy +dams. Por lo tanto,
b= (dy —n) (a1 +m1) +dz(az +m2), es decir, b€ J delo cual J = (b).

(15) Sea T =7+ zQ[[z]] un dominio Bézout de dimension de Krull > 2.

(iii) Segin el Teorema 30, T = Z+ xQ [[z]] no es completamente enteramente
cerrado y aplicando el Corolario 31, T [[z]] no es G — GCD.

Quedan planteados varios interrogantes como:

(Bajo qué condiciones R [[z]] es dominio GCD ?

En el caso del anillo de series cuando R es enteramente cerrado pero no
completamente enteramente cerrado, el Corolario 31 permite concluir que su
anillo de series no es dominio G — GC'D. Asi queda la siguiente conjetura: Si R
es un dominio completamente enteramente cerrado y GCD, entonces R [[z]] es
un dominio GCD.
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