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Dinámica de operadores de composición en

espacios de Hilbert funcionales anaĺıticos *

Gerardo R. Chacón, José Giménez & Edixon Rojas

Resumen

En este art́ıculo, cuyo carácter es divulgativo, estudiamos algunas pro-
piedades dinámicas de operadores de composición, con śımbolo fraccional
lineal, que actúan en espacios de Hilbert Funcionales Anaĺıticos. Asimis-
mo, estudiamos la dinámica de semigrupos de operadores de composición
en dichos espacios.

1. Introducción

Dado un espacio vectorial topológico X, una función T : X −→ X y un vec-
tor x ∈ X, nos avocaremos al estudio de las propiedades espaciales del conjunto
Órbita de x bajo T , definido como Orb(x, T ) := {x, T (x), T 2(x), T 3(x), . . . },
donde Tn denota la composición de T con śı misma n veces. Es decir, estudia-
remos el comportamiento dinámico de la función T .

Existen esencialmente dos nociones asociadas al hecho de que el conjunto
Orb(x, T ) sea “grande” en X, estas son: ciclicidad e hiperciclicidad. Una función
T se dice ćıclica si existe un vector x ∈ X tal que el espacio generado linealmente
por los elementos de Orb(x, T ) es denso en X; en este caso, el vector x es
llamado un vector ćıclico para T . Asimismo, diremos que un operador lineal
T : X −→ X es hiperćıclico si existe un vector x ∈ X tal que Orb(x, T ) es
denso en X. Aqúı a un tal vector x se le denomina vector hiperćıclico para T .
Es claro que todo operador hiperćıclico también es ćıclico.

Dado un espacio vectorial H cuyos vectores son funciones definidas en un
dominio Ω ⊂ C, a valores complejos, y una función ϕ : Ω −→ Ω, definimos el
operador lineal

Cϕ(f) := f ◦ ϕ.

Este operador es conocido como el Operador de Composición con śımbolo ϕ.

*Investigación parcialmente financiada por el CDCHT-ULA proyecto H-806-04-05-C
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Circunscribiremos nuestro interés al estudio de operadores de composición
actuando en Espacios de Hilbert de funciones definidas en el disco unitario com-
plejo y con śımbolo una Transformación Fraccional Lineal. Uno de los aspectos
que hace interesante el estudio de estos operadores lo constituye el hecho de
que esta teoŕıa proporciona un puente entre la teoŕıa de operadores y la teoŕıa
de funciones. Por otra parte, el estudio de la dinámica de operadores es un
problema estrechamente relacionado con el célebre problema de los subespa-
cios invariantes; en efecto, si B es un espacio de Banach y T : B −→ B un
operador lineal, entonces los vectores no ćıclicos para T generan subespacios
cerrados propios que son T -invariantes; por consiguiente, si todo vector no nulo
es ćıclico para T , entonces no existen subespacios cerrados propios que sean
T -invariantes.

Adicionalmente, estudiaremos la dinámica de semigrupos de operadores de
composición; en particular, la noción introducida por Frankfurt [6] y estudiada
posteriormente por Giménez en [8]. Mostraremos en cuales espacios la noción
de cuasiciclicidad (Frankfurt) y la noción de ciclicidad coinciden. Finalmente,
planteamos algunas interrogantes relacionadas con estos temas que, a nuestro
entender, constituyen problemas abiertos. Este art́ıculo, cuyo carácter es divul-
gativo, contiene también algunos resultados originales de los autores.

En dimensión finita resulta sencillo encontrar un operador lineal ćıclico; por
ejemplo, dado un espacio vectorial de dimensión n y una base {e1, . . . , en} del
mismo, basta definir a T como sigue: Te1 := e2, Te2 := e3, · · · Ten−1 := en.
Obsérvese que independientemente de cómo se defina Ten, el hecho de que
{e1, e2, . . . , en} ⊂ Orb(e1, T ) implica que T es un operador ćıclico. Esto nos
permite afirmar que en espacios de dimensión finita, existen abundantes opera-
dores ćıclicos. Sin embargo, en estos espacios ningún operador lineal puede ser
hiperćıclico (ver [18]). De hecho, si el operador adjunto de un operador lineal
posee al menos un autovalor, entonces dicho operador no puede ser hiperćıclico
[18]. Esto nos lleva necesariamente a concluir que la hiperciclicidad de un ope-
rador lineal es una propiedad que sólo podŕıa tener lugar en espacios vectoriales
de dimensión infinita.

A lo largo de este trabajo, denotaremos por H(Ω) al espacio de todas las
funciones anaĺıticas definidas en un dominio Ω ⊂ C, dotado de la topoloǵıa
de la convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de Ω. El primer
ejemplo de un operador lineal hiperćıclico se construyó en el espacio L(H(C))
([2]). De hecho, existe toda una clase de operadores hiperćıclicos actuando sobre
este espacio: Si a 6= 0, entonces el operador de traslación Ta : H(C) −→ H(C)
definido por Ta(f)(z) := f(z+a) es hiperćıclico. Obsérvese que si denotamos por
ϕa : C −→ C a la función definida como ϕa(z) := z+a, entonces Ta(f) = f ◦ϕa.
Es decir, el operador Ta es un operador de composición sobre H(C).

Un ejemplo de un operador lineal hiperćıclico actuando sobre un espacio
de Hilbert es el siguiente ([15]): Sea l2 el espacio de las sucesiones complejas
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cuadrado-sumables con la norma ‖{an}∞n=1‖
2
2 :=

∞∑
n=1

|an|2 = 〈{an} , {an}〉. El

operador de retroceso unilateral:

B({a1, a2, a3, . . . }) := {a2, a3, . . . },

claramente satisface ‖B({a1, a2, a3, . . . })‖2 ≤ ‖{a1, a2, a3, . . . }‖2, por lo que B
es una función no expansiva. Mas aún, si multiplicamos a B por una constan-
te λ de módulo menor que uno obtendremos que, de acuerdo al teorema del
punto fijo de Banach ([3]), el conjunto Orb(x, λB) es una sucesión convergente
para cualquier x ∈ l2 y en consecuencia, el operador λB no es hiperćıclico.
Sin embargo, como mostraremos mas adelante, si |λ| > 1 el operador λB es
hiperćıclico. Este fenómeno no es exclusivo de los múltiplos del operador de
retroceso unilateral y de hecho existe una gran cantidad de ejemplos similares.

Notemos lo siguiente: el espacio l2 puede ser visto como el espacio de todas

las funciones f : N −→ C tales que ‖f‖2
2 :=

∞∑
n=1

|f(n)|2 <∞. Si ahora definimos

la función ϕ : N −→ N como ϕ(n) := n + 1, vemos que el operador B es el
operador de composición Cϕ : l2 −→ l2.

Es fácil ver que C∗ϕ({an}∞n=1) = {0, a1, a2, . . . } (el operador de traslación
unilateral a la derecha). Hacemos notar la siguiente relación: si {en}∞n=1 es la
base canónica de Schauder de l2 (en(m) := δnm), entonces para cada n ∈ N
los funcionales de evaluación γn : l2 −→ C definidos como γn(f) := f(n) son
lineales y continuos, de hecho

γn(f) = 〈f, en〉

con lo que podemos concluir que las funciones {en}∞n=1 “reproducen” (en el
sentido que se precisará en la próxima sección) al espacio l2.

Por otro lado, observemos también que:

C∗ϕen = en+1 = eϕ(n). (1.1)

Ecuaciones similares a esta constituyen una herramienta fundamental en el es-
tudio de la dinámica de operadores de composición en espacios de Hilbert fun-
cionales.

Algunos resultados fundamentales concernientes a la teoŕıa dinámica de ope-
radores de composición reseñados en este art́ıculo, los cuales serán acreditados
debidamente, pueden ser consultados por el lector en [17, 19]. El aporte de los
autores consiste en el tratamiento que se da a la teoŕıa, especialmente la vincu-
lación que se encuentra con la teoŕıa de semigrupos de operadores; en particular,
los teoremas 2.4, 5.2, 6.3 y 6.6.
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2. Espacios de Hilbert Funcionales Anaĺıticos

En esta sección nos ocuparemos del estudio de la dinámica de operadores de
composición que actúan en una clase especial de espacios de Hilbert. Restrin-
giremos nuestra atención mayormente al espacio de Hardy H2. Otros ejemplos
importantes de Espacios de Hilbert Funcionales Anaĺıticos son el espacio de
Bergman y el espacio de Dirichlet. El estudio de la ciclicidad en estos últimos,
para śımbolo fraccional lineal, puede ser hallado en [14].

Definición 2.1. Sea H un espacio de Hilbert cuyos vectores son funciones
anaĺıticas sobre un dominio Ω ⊂ C. H se dice un espacio de Hilbert Funcional
Anaĺıtico (HFA) si para cada a ∈ Ω, el funcional de evaluación

f 7→ f(a), f ∈ H

es continuo.

Si (H, 〈·, ·〉) ⊂ H(Ω) es un espacio HFA, entonces el Teorema de Represen-
tación de Riesz ([4]) implica que para todo w ∈ Ω existe un único elemento
Kw ∈ H tal que

f(w) = 〈f,Kw〉.
A cada elemento de la familia {Kw}w∈Ω se le conoce con el nombre de núcleo
reproductivo y aunque dicha familia no es una base ortogonal, es inmediato
constatar que la misma genera linealmente al espacio H.

El espacio de Hardy H2(U) definido como:

H2(U) :=

{
f ≡

∞∑
n=0

anz
n ∈ H(U) :

∞∑
n=0

|an|2 <∞

}
es un espacio de Hilbert con el producto interno heredado de manera natural
de l2.

El conjunto {1, z, z2, . . . } es una base ortonormal de H2(U). Si z ∈ U y
f ∈ H2(U) entonces, en virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene:

|f(z)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anz
n

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|an||z|n

≤

( ∞∑
n=0

|an|2
) 1

2
( ∞∑
n=0

|z|2n
) 1

2

= ‖f‖ 1
(1− |z|2) 1

2
;

estimación de la cual se deduce que los funcionales de evaluación f 7→ f(w) son
continuos para todo w ∈ U y por lo tanto que H2(U) es un espacio HFA. En
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consecuencia podemos asegurar la presencia de núcleos reproductivos en dicho
espacio que pueden ser exhibidos expĺıcitamente (ver [1, 21]); a saber,

Kw(z) =
∞∑
n=0

znwn =
1

1− wz
.

Estos son los llamados núcleos de Cauchy o núcleos de Szego.
Un subespacio notable de H2(U) es el espacio H2

0 (U) := zH2(U), constituido
por las funciones f ∈ H2(U) tales que f(0) = 0. La familia {zn : n = 1, 2, 3, . . . }
es una base ortonormal de este espacio, el cual por ser un subespacio de H2(U),
es un espacio HFA y por lo tanto posee núcleos reproductivos que en este caso
vienen dados como:

K0
w(z) =

z

1− wz
.

Es interesante resaltar el siguiente hecho: como observamos anteriormente,
en los espacios de Hilbert funcionales, la familia de núcleos reproductivos genera
el espacio, de hecho, en el caso del espacio l2, los núcleos reproductivos son
precisamente los vectores canónicos {en}∞n=1 y todos son necesarios para generar
al espacio; es decir, si omitimos alguno de ellos, el espacio generado por los
vectores restantes es un subespacio propio de l2.

Este fenómeno no es cierto en espacios HFA; en efecto, si H es un espacio
de este tipo con las funciones definidas en un dominio Ω y {zn} es cualquier

sucesión convergente en Ω, entonces CLS{Kzn} = LS{Kzn}
‖·‖

(la clausura de la
cápsula lineal de {Kzn

}) coincide con H, para demostrar esto basta con observar
que como consecuencia del teorema de unicidad para funciones anaĺıticas ([12]),

〈f,Kzn
〉 = 0 ∀n ⇔ f(zn) = 0 ∀n ⇔ f ≡ 0.

Definición 2.2. Si t es un número real, definimos log+(t) = log(t) si t ≥ 1 y
log+(t) = 0 si t < 1. La clase de Nevanlinna N = N (U) es el conjunto de todas
las funciones f ∈ H(U) tales que

sup
0<r<1

1
2π

∫ π

π

log+ |f(reiθ)|dθ <∞.

Denotaremos por H∞ = H∞(U) al espacio de todas las funciones f ∈ H(U)
tales que

sup
z∈U

|f(z)| <∞.

Es claro que tanto H2(U) como H∞ están contenidos en N .

Por ajustarse mejor a nuestros propósitos, presentamos la siguiente versión
del teorema de unicidad para funciones pertenecientes a la clase de Nevanlinna
N (ver Teor. 15.23 en [16]).
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Proposición 2.3. Sea f ∈ N . Si {αn} ⊂ U es una sucesión de ceros tal que
∞∑
n=o

1− |αn| = ∞, entonces f ≡ 0.

La relación
∞∑
n=0

1− |αn| <∞ aludida en la proposición anterior es conocida

como condición de Blaschke.

Teorema 2.4. Sea H un espacio HFA, tal que H∞ ⊂ H ⊂ N . Una familia
numerable de núcleos reproductivos {Kαn}αn∈U genera linealmente a H si, y
sólo si, la sucesión {αn} no satisface la condición de Blaschke.

Demostración. Supongamos que
∞∑
n=0

1−|αn| <∞, entonces existe un producto

de BlaschkeB cuyos ceros son precisamente la sucesión {αn}. Luego, 〈B,Kαn〉 =
0, por lo tanto B ∈ {Kαn

}⊥ y en consecuencia CLS {Kαn
} 6= H.

La suficiencia es consecuencia inmediata de la proposición anterior.

Finalizamos esta sección observando un hecho bien conocido: en espacios
HFA, el comportamiento dinámico observado en la relación (1.1) posee una
versión continua bidimensional: si Cϕ : H −→ H, entonces para todo w ∈ Ω,

C∗ϕKw = Kϕ(w). (2.1)

En efecto, basta observar que para todo f ∈ H,

〈C∗ϕKw, f〉 = 〈Kw, f ◦ ϕ〉 = (f ◦ ϕ)(w) = 〈Kϕ(w), f〉.

3. Transformaciones Fraccionales Lineales

Definición 3.1. Una Transformación Fraccional Lineal (TFL), es un endomor-

fismo de Ĉ de la forma ϕ(z) =
az + b

cz + d
, con ad− bc 6= 0.

Como consecuencia del Principio de Subordinación de Littlewood (ver [18, 21]),
se tiene que si la aplicación ϕ : U −→ U es anaĺıtica, entonces el operador
de composición Cϕ definido en H2(U) es acotado. Luego nos interesaremos
únicamente en las TFL que env́ıan el disco unitario en śı mismo; a esta familia
la denotaremos por TFL(U).

Nótese que si ϕ ∈ TFL(U) entonces, a menos que ϕ sea la identidad, ϕ po-
see a lo sumo dos puntos fijos. El comportamiento dinámico de operadores de
composición, con śımbolo fraccional lineal actuando en espacios HFA, está es-
trechamente relacionado con una clasificación universal de este tipo de śımbolos
basada en la localización de sus puntos fijos en U:
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Hiperbólica: ϕ es conjugada conforme a una dilatación positiva; posee dos
puntos fijos, ambos en ∂U.

Parabólica: ϕ es conjugada conforme a una traslación; posee un punto fijo en
∂U de multiplicidad dos.

Eĺıptica: ϕ es conjugada conforme a una rotación; posee dos puntos fijos en
Ĉ, uno en U y otro en Uc.

Por ejemplo, si ϕ es una automorfismo eĺıptico que fija el origen, entonces
ϕ es una rotación de ángulo α para cierto α ∈ R: ϕ(z) = eiαz, z ∈ U. En este
caso Cϕ es un operador unitario y en consecuencia posee una propiedad similar
a la del operador de desplazamiento (1.1); esto es,

Cϕ(Kw) = Kϕ−1(w) para todo w ∈ U.

Una de las razones que justifica el estudio de la dinámica, aśı como otras
propiedades, de operadores de composición con śımbolo fraccional lineal, la
constituye el hecho de la existencia de modelos canónicos que permiten, via
transformaciones fraccionales lineales, clasificar una amplia gama de funciones
anaĺıticas ϕ : U −→ U (ver [19]). En espacios de Hardy, tales modelos facilitan
considerablemente el estudio de la dinámica de operadores de composición. El
lector interesado, puede hallar una excelente exposición sobre este punto en la
ya clásica monograf́ıa [19].

4. Operadores de Composición Hiperćıclicos en H2(U)

A continuación presentamos algunos resultados relacionados con el com-
portamiento ćıclico de operadores de composición; las pruebas de los mismos
pueden ser halladas en [18]. En primer lugar, enunciamos el siguiente teorema
que limita la clase de śımbolos que inducen comportamiento hiperćıclico en los
operadores de composición.

Teorema 4.1. Si Cϕ es hiperćıclico en H2(U), entonces ϕ es univalente y no
posee puntos fijos en U.

De acuerdo a este resultado, si un operador de composición con śımbolo ϕ
en TFL(U) es hiperćıclico en H2(U), entonces ϕ es necesariamente parabólica
o hiperbólica y sin puntos fijos en U. De hecho, casi todo śımbolo de éste ti-
po induce operadores de composición hiperćıclicos en H2(U) como muestra el
siguiente teorema.

Teorema 4.2. Si ϕ ∈ TFL(U) no tiene puntos fijos en U. Entonces:

1. Cϕ es hiperćıclico en H2(U) excepto en el caso en el cual ϕ es un no-
automorfismo parabólico
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2. Si ϕ es parabólico y no es automorfismo, entonces solamente las funciones
constantes pueden ser puntos ĺımites de las órbitas de Cϕ.

Esta proposición justifica la afirmación hecha en la sección 1 referente al
cambio súbito de comportamiento dinámico que experimentan los múltiplos del
operador de retroceso unilateral.

La herramienta fundamental para obtener el teorema 4.2 la constituye el
llamado Teorema de Kitai ([11]), obtenido por Carol Kitai (1982) en su tesis
doctoral.

Teorema 4.3 (Kitai). Sea X un espacio de Banach separable y T : X −→ X
un operador lineal y continuo tal que:

a) Existe un subconjunto denso Y de X en el cual la sucesión de iterados
{Tn} converge puntualmente a cero.

b) Existe un subconjunto denso Z de X y una aplicación S : Z −→ Z tal
que:

(i) TS es la identidad en Z.

(ii) La sucesión de iterados {Sn} converge puntualmente en Z a cero.

Entonces T es hiperćıclico.

A pesar de que el descubrimiento de este resultado es relativamente reciente,
la prueba del mismo se sigue de observar el hecho de que un operador T es
hiperćıclico en un espacio de Banach separable X si, y sólo si, para cada par de
abiertos no vaćıos U , V ⊂ X existe un número natural n tal que Tn(U)∩V 6= ∅.

Como una aplicación del teorema de Kitai, finalizamos la sección con el
siguiente teorema.

Teorema 4.4 (Rolewicz, [15]). Para todo escalar λ ∈ C con |λ| > 1, el
operador λB es hiperćıclico en l2, donde B es el operador de retroceso unilateral.

Demostración. Aplicamos el teorema de Kitai al operador λB.
En primer lugar, el espacio l2 es un espacio de Banach separable y el operador

B es lineal y continuo. Aśı bastará encontrar a los espacios Y y Z y al operador
S.

Obsérvese que el operador U = B∗ es una inversa a la derecha del operador
B, luego si definimos S := λ−1U obtenemos una inversa a la derecha de λB
definida en todo el espacio l2. Puesto que

‖Snx‖2 = |λ−n|‖x‖2 −→
n

0,

para todo x ∈ l2, basta tomar Z = l2 para estar bajo la segunda hipótesis del
teorema de Kitai.
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Para verificar el cumplimiento de la primera hipótesis tomemos Y como el
espacio de todas las sucesiones eventualmente nulas. Claramente Y es denso
en l2 y λnBny = 0 para n suficientemente grande. En consecuencia, λB es
hiperćıclico.

5. Operadores de Composición Ćıclicos en H2(U)

Pasamos ahora a estudiar el comportamiento ćıclico de los operadores de
composición en H2(U) con śımbolo ϕ en TFL(U). Puesto que ciclicidad es una
propiedad “más débil” que hiperciclicidad, es de esperarse que existan opera-
dores de composición ćıclicos en H2(U) que no sean hiperćıclicos. El teorema
4.2 nos dice que si ϕ no posee puntos fijos en U y no es un no-automorfismo pa-
rabólico, entonces el operador de composición inducido es hiperćıclico (y por lo
tanto ćıclico) en H2(U); nos queda entonces preguntarnos ¿qué sucede en los dos
casos restantes?; es decir si ϕ posee puntos fijos en U o si es un no-automorfismo
parabólico, ¿el operador de composición inducido será ćıclico?. Esta pregunta
es estudiada por P. S. Bourdon y J. H. Shapiro en su libro Cyclic Phenomena
for Composition Operators ([19]); acá presentamos algunos de sus resultados.
Queremos hacer notar que la herramienta fundamental usada es la presencia de
núcleos reproductivos en el espacio H2(U), aśı como las observaciones hechas al
final de la sección 2.

Si ϕ es eĺıptica, entonces hay dos posibilidades: que sea conjugada de una
rotación por un múltiplo irracional de π o que lo sea de una rotación por un
múltiplo racional de π; en el segundo caso resulta obvio que la órbita de cual-
quier elemento f ∈ H2(U) bajo Cψ donde ψ es de la forma ψ(z) = exp(irπ)z con
r racional, consiste en un conjunto finito y por lo tanto {Cnϕf : n = 0, 1, 2, . . . }
tendrá la misma propiedad. En [19] se demuestra que en el primer caso el ope-
rador Cϕ es ćıclico en H2(U).

En el caso ϕ parabólica, de acuerdo al teorema 4.2, se tiene que el opera-
dor Cϕ es hiperćıclico en H2(U) a menos que ϕ sea un no-automorfismo; sin
embargo, en [19] también se muestra que Cϕ es ćıclico en H2(U).

Los casos restantes son descritos en el siguiente resultado. Recordemos que
cada ϕ ∈ TFL(U) no parabólica, distinta de la identidad, posee exactamente
dos puntos fijos, y como consecuencia del Lema de Schwarz se tiene que ambos
no pueden pertenecer a U, esto nos deja solamente dos casos.

Teorema 5.1. Sea ϕ ∈ TFL(U) no eĺıptica ni parabólica y distinta de la iden-
tidad con un puntos fijos z1 ∈ U y z2 ∈ Uc, entonces:

(i) Si z2 ∈ ∂U, entonces Cϕ no es ćıclico.

(ii) Si z2 ∈ Uc, entonces Cϕ es ćıclico.
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En la siguiente tabla resumimos los resultados sobre ciclicidad e hipercicli-
cidad en H2(U) de los operadores de la forma Cϕ con ϕ ∈ TFL(U).

ϕ Caracteŕıstica
Dinámica

de Cϕ

Eĺıptica
u eiπαz, α ∈ I

u eiπαz, α ∈ Q

ćıclico y no hiperćıclico

no ćıclico

No Eĺıptica
Ptos. fijos en Uc

No un no-automorf. parab.

no-automorf. parab.

hiperćıclico

ćıclico y no hiperćıclico

No Eĺıptica
Un pto. fijo en U

Pto. fijo en Uc

Pto. fijo en ∂U

ćıclico y no hiperćıclico

no ćıclico

Cuadro 1: Comportamiento dinámico de Cϕ en H2(U) con ϕ ∈ TFL(U)

Es importante el hecho de que en los espacios HFA se tiene la “propiedad
generalizada de traslación” C∗ϕ(Kw) = Kϕ(w) para el adjunto de cualquier ope-
rador de composición definido en dicho espacio y para cualquier núcleo repro-
ductivo del mismo; esto nos permite hacernos preguntas mas generales sobre la
ciclicidad de los operadores adjuntos de operadores de composición. El siguiente
es un resultado parcial que permite “decidir” cuándo un núcleo reproductivo de
H2(U) es un vector ćıclico para el adjunto de un operador de composición.

Teorema 5.2. Sea ϕ : U −→ U anaĺıtica y denotemos por ϕn a la n-iterada
composición ϕ ◦ · · · ◦ ϕ.

1. Si existe x ∈ U tal que
∞∑
n=1

(1 − |ϕn(x)|) = ∞, entonces C∗ϕ es ćıclico en

H2(U) y Kx es un vector ćıclico para dicho operador.

2. Si en cambio
∞∑
n=1

(1− |ϕn(x)|) <∞ para todo x ∈ U, entonces los núcleos

reproductivos de H2(U) no pueden ser vectores ćıclicos para C∗ϕ.

Demostración. Para demostrar la primera parte obsérvese que si
∞∑
n=1

(1−|ϕn(x)|)

= ∞, entonces la sucesión {ϕn(x)}∞n=1 no es una sucesión de Blaschke y por lo
tanto si f ∈ H2(U) es tal que 〈f, (C∗ϕ)nKx〉 = 0 para todo entero positivo n,
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entonces

0 = 〈(Cϕ)nf,Kx〉
= 〈f ◦ ϕn,Kx〉
= f(ϕn(x))

para todo entero positivo n. Esto implica que f ≡ 0. Aśı Kx es un vector ćıclico
para C∗ϕ.

Para demostrar la segunda parte del teorema basta tomar f ∈ H2(U) como
el producto de Blaschke correspondiente a la sucesión {ϕn(x)}∞n=1 y observar
que para todo entero positivo n,

〈f, (C∗ϕ)nKx〉 = f(ϕn(x)) = 0

pero f 6= 0. Esto nos permite concluir que Kx no es un vector ćıclico para Cϕ
de donde se sigue el resultado.

Nota 5.3. En la primera parte del teorema anterior puede sustituirse H2(U)
por cualquier espacio HFA; sin embargo, para asegurar en la segunda parte la
existencia de un vector ortogonal a la órbita de Kx, es necesario que el es-
pacio contenga a todo producto de Blaschke correspondiente a las sucesiones
{ϕn(x)}∞n=1 .

Otro punto importante es el siguiente: dada una combinación lineal finita de

núcleos reproductivos, digamos f :=
m∑
i=1

αiKwi , bajo las hipótesis de la segunda

parte del resultado anterior, obtenemos que {ϕn(wi)}n∈N,1≤i≤m es una sucesión
de Blaschke y su correspondiente producto de Blaschke es un elemento ortogonal
a la órbita de f . Aśı, las combinaciones lineales de los núcleos reproductivos en
H2(U) no pueden ser tampoco vectores ćıclicos para C∗ϕ.

Cabe entonces la siguiente pregunta: bajo las hipótesis de la segunda parte
del teorema 5.2, ¿ningún elemento de H2(U) puede ser ćıclico para C∗ϕ?

6. Dinámica de Semigrupos de Operadores de
Composición

En esta sección revisaremos algunos aspectos relacionados a la dinámica de
operadores de composición utilizando la teoŕıa de semigrupos. Comenzaremos
recordando la noción de semigrupo de operadores.

Definición 6.1. Sea X un espacio vectorial; una función T : [0,∞) −→ L(X)
(el álgebra de los operadores lineales y acotados en X), es llamada un semigrupo
de operadores si satisface las siguientes condiciones:
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(i) T (t)T (s) = T (t+ s), para todo s, t ∈ [0,∞).

(ii) T (0) = I (el operador identidad en X).

Denotaremos al operador T (t) como Tt y al semigrupo mediante ({Tt}t≥0, X).
Si queda claro a partir del contexto que {Tt}t≥0 ⊂ L(X), entonces nos referire-
mos al semigrupo simplemente como {Tt}t≥0.

Recuérdese que los iterados un operador de composición Cnϕ son los opera-
dores de composición Cϕn

inducidos por los iterados de ϕ. Si ϕ posee “iterados
fraccionales”; es decir, si podemos definir iterados de la forma ϕt con t ∈ [0,∞),
esto a su vez induce iterados fraccionales del operador Cϕ; esto es,

Ctϕ(f) := Cϕt
(f)

para cada t ≥ 0. A continuación estudiaremos un importante semigrupo de
operadores de composición inducido por iterados fraccionales.

En [7] J. Giménez encuentra interesantes propiedades de los operadores de
composición con śımbolo de la forma

φa(z) :=
z

az + (a+ 1)
, a > 0.

es fácil ver que para cada n, (φa)n ≡ φ(1+a)n−1, por lo que parece natural definir
(φa)t := φ(1+a)t−1 para t > 0 y (φa)0 como la aplicación identidad en U. Veamos
que {(φa)t}t≥0 induce un semigrupo de operadores de composición. En efecto,
la propiedad (ii) se tiene directamente de la definición. Veamos que se satisface
(i): para esto basta observar que

((φa)t ◦ (φa)s)(z) = φ(1+a)t−1(φ(1+a)s−1(z))

= φ(1+a)t−1

(
z

[(1 + a)s − 1]z + (1 + a)s

)
=

z

[(1 + a)t+s − 1]z + (1 + a)t+s

= (φa)t+s.

Luego estamos en presencia de una familia de iterados fraccionales de φa que
induce un semigrupo de operadores de composición dados por la forma:

Ctφa
:= C(φa)t

= Cφ(1+a)t−1
.

Nótese que para cualquier a > 0, la aplicación fraccional lineal φa posee al 0 y al
-1 como puntos fijos, luego si tomamos τ(z) :=

z

z + 1
entonces τ−1(z) =

z

1− z
,

por lo tanto:
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(τ ◦ φa ◦ τ−1(z) = τ

(
φa

(
z

1− z

))
= τ

(
z

a+ 1− z

)
=

z

a+ 1

y como a > 0 se tiene que φa es hiperbólica; aśı, podemos concluir del teorema
5.1 que el operador Cφa

no puede ser ćıclico en H2(U). Sin embargo, ahora
contamos con “mas iterados” en los cuales apoyarnos y esto podŕıa traducirse
en un “mejor” comportamiento ćıclico en algún sentido, esto motiva la siguiente
definición.

Definición 6.2. Sea T = {Tt}t≥0 un semigrupo de operadores actuado sobre
un espacio de Banach X, diremos que T es un semigrupo ćıclico si existe un
elemento x ∈ X tal que CLS{Tt(x) : t > 0} = X. Análogamente, diremos que
T es un semigrupo hiperćıclico si existe x ∈ X tal que {Tt(x) : t > 0} = X.

Obsérvese que si el operador Tt0 es ćıclico para algún t0 ≥ 0, entonces el
semigrupo {Tt}t≥0 también lo es. Surge entonces de manera natural la pregunta:
si un semigrupo {Tt}t≥0 es ćıclico, entonces ¿cada operador Tt también lo es?.
Esto es falso en general y la respuesta, como veremos, la obtenemos a partir del
semigrupo de operadores de composición definido anteriormente.

Tanto φa como cada (φa)t poseen como puntos fijos al 0 y al -1, por lo
tanto el teorema 5.1 nos permite concluir que ningún operador Ctφa

puede ser
ćıclico en H2(U); de hecho, en la demostración de 5.1 se concluye que la cápsula
lineal de cualquier órbita de Ctφa

tiene codimensión infinita en H2(U). Luego los
operadores Ctφa

tampoco pueden ser ćıclicos en H2
0 (ver sección 2); sin embargo,

el semigrupo {Ctφa
}t≥0 es ćıclico en H2

0 como mostramos a continuación.
Observemos, en primer lugar, que

φa(z) =
z

az + 1 + a
= −1

a

(
− a

1+a

)
z

1 +
(

a
1+a

)
z

= −1
a
K0

(− a
1+a ),

de modo que cada φa ∈ H2
0 .

Fijemos s ≥ 0. Mostraremos que (φa)s es un vector ćıclico para el semigrupo
{Ctφa

}t≥0. Supongamos que g ∈ H2
0 es ortogonal a LS{Ctφa

(φa)s : t ≥ 0},
entonces
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0 = 〈g, Ctφa
(φa)s〉

= 〈g, (φa)s ◦ (φa)t〉
= 〈g, (φa)s+t〉
= 〈g, φ(1+a)t+s−1〉

= 〈g, −1
(1 + a)t+s − 1

K0“
− (1+a)t+s−1

(1+a)t+s

”〉
=

−1
(1 + a)t+s − 1

g

(
1

(1 + a)t+s
− 1
)
.

Luego g se anula a lo largo de la curva
{

1
(1+a)t+s − 1 : t ≥ 0

}
y por el teorema

de unicidad para funciones anaĺıticas se tiene que g ≡ 0. Aśı, cada (φa)s, con
s ≥ 0 es un vector ćıclico para el semigrupo {Ctφa

}t≥0.
En [6], Frankfurt introduce la noción de cuasi-ciclicidad de semigrupos de

operadores, mas tarde utilizada por Giménez en [8]; veremos a continuación
que que las nociones de semigrupos cuasi-ćıclicos y ćıclicos realmente coinciden
en espacios de Banach. Este hecho, hasta donde sabemos no hab́ıa sido notado
anteriormente.

Sea X es un espacio de Banach. Un semigrupo T := {Tt}t≥0 ⊂ L(X) se dice
cuasi-ćıclico si existe una familia de vectores {xt}t>0 ⊂ X tal que Ttxs = xt+s,
para todo s, t > 0 y CLS{xs : s > 0} = X.

Teorema 6.3. Un semigrupo de operadores actuando en un espacio de Banach
es cuasi-ćıclico si y solamente si es ćıclico.

Demostración. Sea X un espacio de Banach y T := {Tt}t≥0 ⊂ L(X) un semi-
grupo. Si T es ćıclico entonces existe un vector x0 ∈ X tal que CLS{Ttx0 : t ≥
0} = X, basta entonces definir para cada s > 0, xs := Tsx0 y se tiene que T es
cuasi-ćıclico.

Rećıprocamente, supongamos que T es cuasi-ćıclico, entonces existe una
familia {xs}s>0 con las propiedades descritas anteriormente; para cada entero
positivo x, definamos

An := CLS
{
xs : s >

1
n

}
,

entonces para cada n, An es un subespacio cerrado de X y An ⊂ An+1, luego el
teorema de categoŕıa de Baire nos permite asegurar la existencia de un entero
positivo n0 tal que An0 tiene interior no vaćıo y puesto que An0 es un subespacio
vectorial de X, concluimos que An0 = X. Aśı, si tomamos x0 := x 1

n0
, entonces

Tsx0 = Tsx 1
n0

= x 1
n0

+s y por lo tanto

CLS{Tsx0 : s > 0} = CLS
{
xs : s >

1
n0

}
= An0 = X.
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Basados en [7, Teorema 3.5], ahora en el marco de espacios HFA, presentamos
la siguiente proposición.

Teorema 6.4. Sea H un espacio HFA y Φ := {φt : U −→ U : t ≥ 0} una familia
de iterados fraccionales univalentes tales que φt no posean puntos fijos en U si
t 6= 0. Entonces el adjunto, {C∗φt

}t≥0 ⊂ L(H), del semigrupo de operadores de
composición inducido por Φ es ćıclico.

Demostración. Tomemos cualquier w ∈ U y sea Kw ∈ H el correspondiente
núcleo reproductivo. Las hipótesis sobre Φ garantizan que la aplicación t 7→
φt(w) define una curva contenida en U; de hecho, esta curva es simple ya que si
t ≥ s y φt(w) = φs(w), entonces (φs ◦φt−s)(w) = φt(w) = φs(w), lo que implica
(ya que φs es univalente) que φt−s(w) = w; pero si t > s entonces φt+s no fija
puntos en U, aśı t = s.

Ahora bien, si g ∈ H entonces del teorema de unicidad para funciones anaĺıti-
cas se tiene que:

〈g, C∗φt
Kw〉 = 0 ∀ t ≥ 0 ⇔ 〈g,Kφt(w)〉 = 0 ∀ t ≥ 0

⇔ g(φt(w)) = 0 ∀ t ≥ 0
⇔ g ≡ 0.

Nota 6.5. Si {tk}∞k=1 ⊂ [0,∞) es una sucesión convergente y no eventualmente
constante, entonces utilizando de nuevo el teorema de unicidad para funciones
anaĺıticas y un razonamiento similar al anterior, concluimos que LS{Cφtk

Kw :
k > 0} = H para cualquier w ∈ U.

Este resultado es una especie de generalización del teorema 5.2 en el siguien-
te sentido. Bajo las condiciones del teorema anterior: 〈g, Cφtk

Kw〉 = 0 para todo
k si, y sólo si, g ≡ 0; es decir, g(φtk(w)) = 0 para todo k si, y sólo si, g ≡ 0.
Esto es, todos los núcleos reproductivos de H2(U) son “vectores ćıclicos” para
la familia {Cφtk

}∞k=1.

En lo que sigue plantearemos algunas preguntas relacionadas con el compor-
tamiento hiperćıclico de semigrupos de operadores de composición. Es fácil ver
que si X es un espacio de Banach separable, entonces {Tt}t≥0 ⊂ L(X) es un
semigrupo hiperćıclico de operadores si para todo par de abiertos U y V en X
existe t > 0 tal que Tt(U)∩V 6= ∅ . Esto nos permite establecer un criterio muy
similar al que proporciona el teorema 4.3, esta vez para parámetro continuo, en
relación a la hiperciclicidad de un semigrupo de operadores de composición. La
demostración del mismo, se sigue directamente de la demostración del teorema
de Kitai (ver [18]).

Teorema 6.6. Dado un espacio de Banach separable X y un semigrupo de
operadores T := {Tt}t≥0 ⊂ L(X) tales que:
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(i) Existe un subespacio Y denso en X tal que ‖Tty‖ −→
t

0 para todo y ∈ Y .

(ii) Existe un subespacio Z denso en X y una familia (no necesariamente un
semigrupo) {St}t≥0 ⊂ L(Z) tal que para cada t ≥ 0 TtSt es la identidad
en Z y ‖Stz‖ −→

t
0 para todo z ∈ Z.

Entonces el semigrupo T es hiperćıclico.

Es claro que si un operador {Tt0} es hiperćıclico, entonces el semigrupo
{Tt}t≥0 también lo es; el rećıproco es un problema abierto propuesto en [20].
En dicho art́ıculo se prueba que todo espacio de Banach complejo, separable e
infinito dimensional admite un semigrupo hiperćıclico.

Otro problema abierto es el siguiente (ver [18, 13]): ¿ Satisface todo operador
hiperćıclico el criterio de hiperciclicidad (Teorema 4.3)?. En virtud del Teorema
6.6 planteamos la siguiente pregunta para el caso de semigrupos: ¿Satisface todo
semigrupo hiperćıclico el criterio de hiperciclicidad?.

Hacemos notar que si un semigrupo de operadores {Tt}t≥0 satisface el cri-
terio de hiperciclicidad dado en el Teorema 6.6, entonces cada operador Tt sa-
tisface el criterio de hiperciclicidad (4.3). Por lo tanto una respuesta afirmativa
a esta segunda pregunta responde a su vez a la primera. Cabe también pregun-
tarse: Si cada operador Tt satisface el criterio de hiperciclicidad (4.3) ¿Satisface
el semigrupo {Tt}t≥0 el criterio de hiperciclicidad (6.6)?.

7. Algunos Comentarios Finales

Definición 7.1. Sea (X, d) un espacio métrico y T : X −→ X una función.
Se dice que T depende sensiblemente de las condiciones iniciales si existe un
δ > 0 tal que para todo ε > 0 y todo x ∈ X existe un punto y ∈ B(x, ε) tal que
d(Tnx, Tny) > δ para algún entero no negativo n.

Definición 7.2 (Devaney). Con las hipótesis de la definición anterior, T se
dice una aplicación caótica si satisface las siguientes condiciones:

1. Para todo par de abiertos U y V en X existe un entero no negativo n
tal que Tn(U) ∩ V 6= ∅

2. T depende sensiblemente de las condiciones iniciales.

3. Existe un subconjunto denso de puntos con órbita (respecto a T ) finita.

En [18] encontramos una demostración del siguiente hecho: Si X es un es-
pacio de Banach y T : X −→ X es una aplicación continua, hiperćıclica y tal
que existe un subconjunto denso de X de puntos cuya órbita bajo T es finita
(puntos periódicos), entonces T es caótica. Vemos aśı que la teoŕıa del caos
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está ı́ntimamente relacionada con la noción de hiperciclicidad. Para mayor in-
formación sobre las relaciones del caos con los temas tratados en este art́ıculo,
recomendamos [5, 10, 18].

En cuanto a ciclicidad, en el libro de Bourdon y Shapiro ([19]) se resuel-
ve totalmente el problema de identificar a los śımbolos anaĺıticos que inducen
operadores de composición en el espacio H2(U) y en [14] se hace lo correspon-
diente para operadores de composición con śımbolo fraccional lineal actuando
en espacios tipo Dirichlet.

Finalmente, para un excelente resumen acerca del trabajo hecho en los últi-
mos años sobre hiperciclicidad de operadores lineales, recomendamos [9].
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