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DIVULGACION MATEMATICA

La integral de Lebesgue un poco mas de cien anos
después

Diomedes Barcenas

Resumen

Este es un articulo divulgativo donde pretendemos exponer algunos
aspectos de la influencia de la integral de Lebesgue en el desarrollo de
algunas disciplinas matematicas como el andlisis de Fourier, teoria general
de la medida, teoria de las probabilidades, cdlculo de primitivas y anélisis
funcional.

El nacimiento de la integral de Lebesgue ocurrié en un momento en que tres
problemas fundamentales ocupaban el ambiente de los matemaéticos

i) El problema de la medida.
ii) El célculo de primitivas.

iii) Convergencia de series trigonométricas.

La aparicién de la integral de Lebesgue contribuyd enormemente al esclare-
cimiento y posterior desarrollo en la direccién de cada uno de estos problemas.

La integral de Lebesgue desde su aparicion se ensenored como la integral de la
investigacion matematica del siglo XX con un surtido inmenso de posibilidades,
entre las que es digno de destacarse su importancia en el analisis funcional,
teoria de las probabilidades, andlisis de Fourier e incluso un error afortunado
cuya correcciéon permitié la introduccién de nuevas teorias matematicas.

Esta integral aparecié en escena con una nota enviada a Comptes Rendu por
Lebesgue la cual fue publicada en 1901 [33]. Esta nota que llevaba por titulo
“Sur une généralisation de 'intégrale définie”, seria desarrollada completamente
por el autor en 1902 en su tesis doctoral.

Para esa época, la integral de Riemann colmaba la escena de forma que,
para ese entonces, hablar de funciones integrables era referirse a la integral de
Riemann; una muy buena razén para que Lebesgue llamase funciones sumables
a las que hoy conocemos como funciones Lebesgue integrables; gracias a que,
segin nos cuenta J. P. Kahane [26], Hardy y Litlewood acufiaran el término. La
notacién L' para designar el espacio de las funciones Lebesgue integrables fue
un tributo de Banach a Lebesgue.
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i) El problema de la medida

Hemos leido alguna vez que los griegos no rehuyeron ningin problema por
dificil que éste fuera y el tema que nos ocupa no parece ser la excepcién que
confirme la regla. Partiendo del calculo de areas desarrollaremos la idea
de medida usando algunos hechos primitivos conocidos por los griegos.

e El drea de un rectangulo de lados a y b es igual a ab.

e El drea de un rectangulo es invariante por traslaciones.

Definiciéon Un conjunto se llama elemental si se puede expresar como
union finita de tridngulos y rectdngulos.
Cualquier poligono es un buen ejemplo de un conjunto elemental.

Axioma: FEl drea de un conjunto elemental es aditiva.

Si A y B son conjuntos elementales tal que AN B es vacio, un punto o un
segmento, entonces el drea de AU B es igual a la suma del drea de A més
el drea de B.

Esta axiomatizacion fue suficiente para que los griegos calcularan el area
de las figuras elementales como por ejemplo:

base x altura

El drea de un tridngulo es 5
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/

En general, el drea de un poligono reqular es

perimetro x apotema
2

Apotema

El método de exhauscién (agotamiento) permitié a Arquimedes calcular
el drea de un circulo mediante aproximaciones sucesivas por poligonos
inscritos y circunscritos, que como sabemos consiste en inscribir y cir-
cunscribir en la circunferencia poligonos regulares del mismo ntmero de
lados y observar que cuando el nimero de lados tiende a infinito, tanto
las areas de los poligonos circunscrito como la de los inscritos tienden a
un mismo limite, al cual definimos como drea del circulo.

Mediante el método de exhauscién, Arquimedes fue capaz también de
calcular el drea de un arco de parabola.

Con la matematica griega, no hay problemas en demostrar que el area de
una figura (si existe) es invariante por movimientos. Queda pendiente el
problema de si toda figura en el plano es medible; es decir, si toda figura
geométrica tiene area.

Resumiendo, con los griegos estamos en la siguiente situaciéon: Si M son
los conjuntos medibles del plano, tenemos una funcién de area

a:M —[0,+00]
A — a(A)

que satisface a(A U B) < a(A) + a(B); « es invariante por movimientos
y si A es un rectdngulo de lados a y b, entonces a(A) = ab, quedando
pendiente el problema de si todo conjunto del plano serd medible.
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ii)

En términos modernos, con los griegos se introduce la necesidad de una
medida finitamente aditiva e invariante por movimientos.

Los origenes de la integral de Riemann pueden rastrearse hasta encontrar
un precursor en Arquimedes; pues, tratdndose de esa integral, si obser-
vamos cuidadosamente la cobertura de la circunferencia en consideracién
mediante poligonos regulares, no nos sera dificil persuadirnos de que ello
antecede a las sumas inferior y superior de Darboux.

Dejemos de lado, por ahora, el problema del drea de una figura geométri-
ca llamando a esta area medida y estableciendo que las propiedades y
definicién de drea se pueden extender hasta R™ y queda pendiente tam-
bién la pregunta de si serd posible asignar a cada subconjunto A de R™
una medida « que sea finitamente aditiva, invariante por movimientos y
satisfaga

aA = ﬁ(bz — CLZ')
i=1

para cada rectdngulo A = [T}, [a;, b;].

La integral de Riemann permite ampliar el conocimiento de los conjuntos
medibles ya que si f es una funcién integrable en el sentido de Riemann,
la integral de |f| representa el area de la figura encerrada por la gréfica
de |f| v el eje de las abscisas, una nocién que puede extenderse hasta el
espacio de n dimensiones.

Mediante la integracién de Riemann, la longitud de un conjunto elemental
de la recta (aquellos que se expresan como la unién finita de intervalos)
se puede obtener integrando su funcién caracteristica.

Aunque nuestra costumbre es motivar la ensenanza del cdlculo integral
mediante el cilculo de dreas, ésta también puede motivarse mediante la
biisqueda de soluciones de la ecuacién diferencial y' = f(x), algo posible
y hasta natural en el estudio de la evolucién de un fenémeno fisico, un
hecho que interesé sobremanera a Isaac Newton. Se trata del problema
del célculo de primitivas; es decir, se trata de hallar una funcién y tal que

y' = f(=).
El calculo de primitivas resulté ser una herramienta espectacular gracias

al Teorema Fundamental del Calculo para la integral de Riemann, el cual
enunciamos y demostramos en los siguientes términos:

Sea f : [a,b] — R wuna funcidn derivable con f' integrable. Entonces
Vt € [a,b], se tiene que

F(t) — fla) = / £(s)ds.
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iii)

Demostracion. Sea {x,,- - ,x,} una particién de [a,t]. Entonces

I

«
Il
-

f(t)—f(a) = (f (@) = fwi1))

(f(ﬂﬁi) - f(xi—l))

Ty — Tj—1

(i —xi_1)

M-

o
Il
N

T.V.M de Lagrange

M-

©
Il
A

f(ta) (@i — wi1) —>/ f'(s)ds
O

El Teorema Fundamental del Célculo representa una gran ventaja porque
establece una estrecha relacion entre el calculo de areas y el calculo de
primitivas, pero deja huecos en este tltimo hecho como demostrara Vito
Volterra en 1885 al construir una funcién derivable en [a, b] con derivada
acotada pero no integrable en el sentido de Riemann; un hecho sin duda
interesante.

Ignoramos la demostracion original de Volterra, pues la que ha llegado a
quien esto escribe ([18], [40]), usa la caracterizacién de Lebesgue de las
funciones Riemann integrables como aquellas cuyos puntos de discontinui-
dades tienen medida de Lebesgue igual a cero; una demostracion que no
pudo ser la originalmente dada por Volterra porque el ejemplo antecede
en casi dos décadas a la teoria de Lebesgue.

Series Trigonométricas. Los origenes de las series trigonométricas se pue-
den trazar hasta llegar a Euler y Daniel Bernoulli; éste tltimo propuso
series trigonométricas de la forma

o0
t t
y(t,z) = Z b, sen nr (an cos @ + b, sen m;a )

como solucién a la ecuacién de la cuerda vibrante
2 2
%y _ 297
ot? Ox?’

ya que cualquier curva tomada como valor inicial en el intervalo [0, {] puede
ser representada en la forma
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Bajo la influencia de la invencién de la maquina de vapor, Fourier desarro-
116 un modelo matematico exitoso para entender y predecir la difusién del
calor, expresandolo en la siguiente ecuacién en derivadas parciales para el
caso de una dimension:

oy k5'2y

ot 0z
para cuya solucion pretendié que toda funcién se expresase como una serie
trigonométrica.

En términos generales, los problemas generados por los trabajos de Fourier
son los siguientes:

(A) Si f es una funcién acotada en un intervalo (—a, a), entonces f ;Pue-
de expresarse como una serie trigonométrica en los siguientes térmi-

nos:
f(z) = %ao + nij:l (an cos (?) + b, sen (?))
donde "
an = 2 f(z) cos <$)

b, = 1 af(x)sen(?)?.

—a

(B) ;Bajo cudles condiciones es una funcién representable como una serie
trigonométrica integrable término a término?
En otras palabras:

§f@ =30,
n=1

(Cuando es permisible la operacion

f(z)dz = Z/ Undzx ?
—a n=177"¢

Fourier vivié convencido de la respuesta afirmativa a cada uno de estos
problemas aunque sin precisar el sentido de la integracién aludida. Un
gran avance en esta direccién se obtiene mediante la integral de Lebesgue.

Si la respuesta a la pregunta (B) es afirmativa cuando cada U,, > 0 en-
tonces ella es valida cuando

f=X o
U 2.
n=1
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donde los conjuntos F,, son conjuntos disjuntos dos a dos y por lo tanto,
la medida tendria que ser numerablemente aditiva. En efecto, si

f=Xo

U 2.
n=1

entonces si los conjuntos E; son disjuntos dos a dos, se tiene que

2)=) Xg, (@

N(U En) :/f(x):ZN(En)

lo cual nos dice que cualquier medida que nos permita acercarnos a la
solucién del problema (B) tiene que ser numerablemente aditiva; un hecho
que satisface la medida de Lebesgue.

y en este caso,

Mediante teoremas de convergencia se resuelve positivamente el problema
(B) cuando

x):iUn; U, > 0.

El problema se resuelve positivamente usando el Teorema de la Convergen-
cia Monétona, mientras que si 3g € L*(p) tal que [>1 | fi| < g Vn € N,
entonces el Teorema de la Convergencia Dominada nos permite concluir

que
| aan = fn

n=1

En este marco tedrico aparece la integral de Lebesgue y en estas notas pre-
tendemos hablar sobre el legado para la posteridad de la integral de Lebesgue
en diversas ramas de la matematica como

1.

A T o

Anilisis de Fourier.

Teoria General de la Medida.
Teor{a de Probabilidades.
Calculo de Primitivas.
Analisis Funcional.

Conjuntos Analiticos.
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1. Anadlisis de Fourier

Como hemos visto, la aparicién de la integral de Lebesgue con sus teoremas
de convergencia dié impetu al andlisis de Fourier, el cual consiste en responder,
en los términos mas clésicos, dos preguntas estrechamente relacionadas:

LEs f(z) =) an

n=1
Fourier de f?

Si la respuesta es afirmativa, ;Cudndo es f integrable término a término?.
Este problema estd relacionado intimamente con la integral de Lebesgue y hoy
dia el andlisis de Fourier se describe en términos de dicha integral; por ejemplo,
el teorema de Plancherel que afirma que existe una tnica transformacion lineal
y acotada

COS X T )
+ b, sen —, donde a,, y b, son los coeficientes de
a

T:L*R) — L*(R)
[ —1r

para todo f € Li(R) N La(R) con [Tflla = =[fll2 V f € La(R) donde f
denota la transformada de Fourier de f, nos dice que Lo es uno de los espacios
de funciones mas adecuados para el andlisis de Fourier.

Las investigaciones de Wiener contribuyeron al conocimiento de las propie-
dades del anélisis de Fourier, al demostrarse que L;(R) es un dlgebra con la
multiplicacién definida como la convolucion.

Para poner las cosas en su contexto, Fourier vivié convencido de que toda
funcién converge a su serie de Fourier, pero en 1873 P. G. Du Bois Reymond
probo la existencia de funciones continuas cuya serie de Fourier no converge en
un punto y en 1966 J. P. Kahane y I. Katznelson probaron que el conjunto de
puntos donde diverge la serie de Fourier de una funcién continua tiene medida
de Lebegue cero; mientras que ya antes, en 1936, Kolmogorov habia demostrado
que existe f € L'[—m, 7] cuya serie de Fourier no converge en ningiin punto; y
en 1966, Carlesson demostré que en L?[—, 7], la serie de Fourier de una funcién
converge casi en todas partes.

El problema de la convergencia puntual de la serie de Fourier de una funcién
feLP[—m, ], 1< p< oo, quedd resuelto en forma definitiva por R. Hunt quien
demostré en 1967 que la serie de Fourier de una funcién f € LP[—m, 7] casi en
todas partes.

Los resultados precedentes sobre la divergencia admiten importantes genera-
lizaciones en términos de categorfa [25], [27]: una propiedad se llama genérica
o cuasi segura, si dicha propiedad es valida sobre un G denso. En este caso,
decimos que la propiedad es valida cuasi siempre o cuasi en todas partes. Con
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esta terminologia se obtiene lo siguiente:

En [0,27] cuasi toda funcion continua tiene la propiedad de que su serie de
Fourier diverge cuasi en todas partes.

Dado un conjunto E C [0,2x], F, de medida cero, entonces cuasi todas la
series de Fourier de funciones continuas divergen sobre E.

En términos de categoria de Baire el teorema de Kolmogorov se generaliza
como sigue:

Cuasi todas las series de Fourier en L' divergen casi siempre.

Finalizamos estos comentarios sobre el andlisis de Fourier haciendo la ob-
servacién de que en el ano 2003, J. Alexopoulos y E. Sprague [1] demostraron
el siguiente resultado en el marco de el Analisis Armdnico Diddico.

Si ¢ es una N-funcion, [ pertenece al espacio de Orlicz L¥[0,1] y
Suf =Y aw;
i=1

con a; = fol fw;, entonces si S, f converge se tiene que f € E¥[0,1], donde
E¥[0,1] denota la clausura de las funciones continuas en L¥|[0, 1] con la norma
de Orlicz y w; denota i-ésima funcion de Walsh.

2. Teoria General de La Medida

Para Lebesgue la medida exterior de un conjunto A se define como

ff Y "U(I;) = m*(A)

donde A C U I;, con los {I;}{°, intervalos abiertos y la medida interior se
i=1
define como
m.(A) = supm™(B); B C A, B cerrado

y un conjunto A es medible siy s6lo si m*(A) = m.(A).
La definicién de Lebesgue es sustituida por la siguiente por Caratheodory:
Un conjunto A C R es medible si y sélo si para cada ECR se
cumple que m*(E) = m*(ANE) + m*(A°NE)
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El concepto de conjunto medible segiin Caratheodory conduce a métodos de
mensurabilidad de conjuntos conocidos como métodos I y IT de Caratheodory,
los cuales a su vez conducen al importante concepto de medidas de Hausdorft,
las cuales han adquirido importancia desde el descubrimiento de los conjuntos
fractales.

El método I tiene la dificultad, de que medidas exteriores construidas me-
diante este método no garantiza que los borelianos sean medibles ver Edgar
[17].

Las medidas de Hausdorff construidas mediante el método IT de Caratheo-
dory evitan esta anomalia y permiten la construccién de las medidas de Haus-
dorff como una generalizacién de la medida n-dimensional de Lebesgue; es de
observar que la medida n-dimensional de Hausdorff es un multiplo K, de la
medida n-dimensional de Lebesgue [41]: Si A es un boreliano de R™, m,, la me-
dida n-dimensional de Lebesgue y u, la medida n-dimensional de Hausdorff,
entonces

pin(A) = Kpymi(A),
donde

K, = (i)gr(ug).

Es de observar también que las medidas de Hausdorff permiten generalizar el

concepto de dimensién hasta espacios métricos; asi, por ejemplo, tenemos que

In2
la dimensién del conjunto de Cantor es ln—

La invariabilidad por traslaciones de Illa integral de Lebesgue fue extendida
por Alfred Haar hasta grupos topolégicos localmente compactos, lo que muestra
que el dlgebra y en particular la teoria de grupos no ha sido insensible a la teoria
de Lebesgue.

Las ideas de Haar se pueden extender hasta espacios homogeneos.

Sea GG un grupo topolégico compacto y {2 un espacio de Hausdorff compac-
to. Decimos que G actda transitivamente sobre ) si existe una aplicacién
continua

GxQ— Q
(9,w) — g(w)

que satisface
(i) e(w) =w, donde w € Ny e es la identidad en G.

(i) g192(w) = 91(92(w)), (91,92 € G, w€Q)

(i) wi,ws € V= Jg € G : glwr) = wa.
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Es importante observar que si G actia transitivamente sobre 2, cada g € G es
un homeomorfismo sobre Q: w — g(w) es continua con inversa g~ (w).

Teorema 2.1. (A. Weil) Supongamos que G actia transitivamente sobre S).
Entonces existe un subgrupo cerrado H C G tal que G/H y Q son homeomor-
fismos bajo la accion de G.

Un bosquejo de la prueba es éste:
Fijemos w, € Q. H ={g € G: g(w1) = w,} es un subgrupo cerrado de G y
w(gH) = g(w,) es el isomorfismo buscado.

Teorema 2.2. Supongamos que el grupo compacto G actia transitivamente

sobre el compacto Q). Existe una unica medida de probabilidad n G-invariante y
definida sobre €.

Demostracion. Sea G x Q@ — Q. H C Gy G/H = Q. G tiene la medida de
Haar normalizada p. En G|H, definimos v(E) = u(q¢ 1 (E)), q es la aplicacién
cociente v es una medida de Haar normalizada en G|H.

Pongamos 7(E) = v(p~1(E)). O

3. Probabilidades

Para la época de la aparicién de la integral de Lebesgue, Borel estaba tra-
bajando en la busqueda de una medida de probabilidad en [0,1] que a cada
intervalo abierto le asignase su longitud. Es la época del nacimiento de la o-
dlgebra de Borel como la minima o-dlgebra que contiene los intervalos de [0, 1];
por otra parte, la regularidad de la medida de Lebesgue implica que cualquier
conjunto medible Lebesgue es un conjunto medible Borel unido con un conjunto
de medida cero. Por esta razén, Borel opind que el aporte de Lebesgue a la teoria
de la medida fue introducir los conjuntos nulos. Esto molesté mucho a Lebesgue
quien reaccioné con acrimonia y Kahane [26] al respecto trata de entender a
Lebesgue porque ademas de padecer para el momento problemas familiares y
financieros, estaba agobiado en un liceo de Nancy con una abrumadora carga
docente de 21 horas semanales.

Segin cuenta Kahane, [26], [24], la influencia de Lebesgue sobre la teoria de
probabilidades sigue dos vias; la de Hugo Steinhauss, y la de Norbert Wiener
en la misma década de los anos 20 y 30. Por ejemplo, segin Kahane, la idea
de Steinhauss es la de fundamentar la teoria de probabilidades en el intervalo
(0,1) , para quien un evento sera un conjunto medible, una variable aleatoria
una funcién medible cuya esperanza es la integral de Lebesgue de esa funcidn,
en caso que dicha integral exista.

El punto de vista adoptado por Kolmogorov es el aceptado por los probabi-
listas; Kolmogorov sustituye el espacio [0, 1] de Steinhauss por la tripleta Q, X, P
donde ¥ es una o-dlgebra de subconjuntos de Q y P una medida con P(Q) = 1.
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Hay cierto consenso en que el gran éxito de la teoria de medida fue su uso
en la axiomatizacién de la teoria de las probabilidades.

El programa de Wiener consistié en la busqueda de una teoria matematica
para explicar el movimiento Browniano, donde las trayectorias son continuas
casi siempre pero no diferenciables. Hoy dia el movimiento browniano encuen-
tra apliaciones en matemadticas financieras a través de la teoria de martingalas
y la integral de Ito [30].

Las martingalas nacen en probabilidades y ha jugado un papel unificador
en las diferentes teorias aqui mencionadas; ya que el teorema de Doob que es-
tablece que toda martingala uniformemente integrable en Li(P), (Q, %, P) un
espacio de probabilidad, es convergente en norma, es equivalente al teorema de
Radon-Nikodym, el cual es uno de los resultados més importantes de la teoria
general de la medida, y a su vez es equivalente al teorema fundamental del
célculo para la integral de Lebesgue, gracias a las martingalas en analisis fun-
cional la propiedad de Radon-Nikodym en espacios de Banach se ha convertido
en una propiedad geométrica.

Para mencionar un hecho relativamente reciente en andlisis de Fourier, el
teorema de Doob ha sido utilizado por Alexopoulos y Sprague en [1], para
caracterizar las series de Walsh que son series de Walsh-Fourier en L'[0, 1].

4. Cdalculo de Primitivas

La integral de Lebesgue proporcioné un gran avance en la solucién al pro-
blema de la Primitiva en los términos siguientes:

Una funcion f : [a,b] — R es absolutamente continua si y sdlo si f es
derivable casi en todas partes de [a,b], f' es integrable y para cada t € [a,b],

F() — fla) = / £'(s)ds.

Lebesgue demostré que toda derivada acotada es integrable pero que existen
derivadas no acotadas que no son integrables.

El teorema fundamental del calculo para la integral de Lebesgue tiene su
contraparte en la teoria general de la medida: El teorema de Radon Nikodym,
el cual admite una formulacién probabilistica en términos de martingalas ([2]
1] [36] [45)).

El teorema de Radon Nikodym implica la existencia y la convergencia de
martingalas uniformemente integrales pero hay mas: El teorema de Radon Ni-
kodym es equivalente al teorema de convergencia de martingalas uniformemente
integrables.



LA INTEGRAL DE LEBESGUE 79

El problema de la primitiva, el cual consiste en resolver el problema de
Newton, lo resolvieron en 1912 Denjoy y en 1923 Perron, construyendo sendas
integrales que a la postre resultaron ser equivalentes y donde toda derivada es
integrable. De manera sorprendente en la segunda mitad del siglo XX; Hens-
tock [21] y Kurzweil [32] en forma independiente definieron una integral que
generaliza las integrales de Riemann y Lebesgue y es mas facil de definir que la
integral de Lebesgue porque no usa el aparataje de la teoria de medida. Otra
sorpresa es que esta integral coincide con la de Denjoy y en consecuencia, toda
derivada es integrable.

En 1996 Benedetto Bongiorno [7] construyé una integral, que llamé C'—inte-
gral, y, que resuelve el problema de la primitiva. Mas tarde en el ano 2000,
Bongiorno, Luisa Piazza y David Preiss [9] demostraron que la integral de Bon-
giorno, la C'—integral, es la mas pequena que resuelve el problema de la primi-
tiva y contiene a la integral de Lebesgue, en el sentido de que cualquier integral
que resuelva el problema de la primitiva y contenga a la integral de Lebesgue,
también contiene a la de Bongiorno.

Para dar una idea del dinamismo de la investigacién en esta area del anélisis,
reportamos que en 1966, Rudin [42] expresé que la integral de Denjoy carecia de
interés en andlisis por no ser una integral absolutamente convergente; mientras
que 30 anos mas tarde (en 1996) [3] Bartle afirma que la integral de Lebesgue
se habia oficializado como la integral de la investigacién matemadtica, pero que
ya era tiempo de ser sustituida en la ensenanza por la integral generalizada de
Riemann, refiriéndose a la integral de Henstock-Kurzweil; mas general y méds
facil de definir que la integral de Lebesgue.

En su apologia a la integral de Henstock-Kurzweil en 2001 expresa Bartle
[4] que aunque para esta integral no es vélido el Lema de Riemann Lebesgue,
se han obtenido resultados interesantes en andlisis armoénico.

Una buena exposicién histérica de esta integral se encuentra en [8], mientras
que [4] resulta un excelente texto sobre el tema.

5. Anadlisis Funcional

El aporte de la teoria de Lebesgue al andlisis funcional es inmenso. Los
espacios [y anteceden a dicha integral, pero cuando Riesz y Fisher caracterizan
los coeficientes de Fourier de una funcién en L?[0,27] como aquellas sucesiones
tales que el cuadrado de sus valores absolutos forman una serie convergente,

estableciendo que
2 2
n| = 3 t )
> el =3, J

donde ¢, son los coeficientes de Fourier de f, lo que establecen es que la trans-
formada de Fourier es un isomorfismo entre los espacios de Hilbert I y L?[0, 27]
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dos espacios que, como es sabido, son espacios de Lebesgue.

Una vez que tenemos los espacios de Banach a nuestra disposicién (en parti-
cular los espacios de Lebesgue) es posible intentar generalizaciones de la integral
de Lebesgue hasta estos espacios; tal es el caso de la integral de Bochner, para
la cual no es vélido el Teorema Fundamental del Calculo. Al tratar de
resolver este problema, Clarkson, segin leemos en Diestel y Uhl [13], introdujo
los espacios uniformemente convexos, los cuales han sido fuente de inspiracién
para muchos estudiosos de la geometria de los espacios de Banach.

Hoy sabemos que los espacios de Banach para los cuales es vélido el teo-
rema fundamental del calculo son aquellos que tienen la propiedad de Radon
Nikodym; los cuales han proporcionado una amplia gama de problemas de in-
vestigacién y entre ellos no escapa el andlisis convexo: Dado un espacio de
Banach real X, toda funcion convexa y continua f : X — R es de-
rivable en un G denso si y sélo si X* tiene la propiedad de Radon
Nikodym.

Un reticulo de Banach se llama L-espacio si para cada par de vectores x,y
en X se cumple que

ey =0=[zVvyl =zl +lyl-

Es vélido el siguiente resultado:

Todo L-espacio es isomorfo a un espacio de Lebesgue.

Pero no todo espacio de Banach es un L-espacio, como por ejemplo el caso de
M-espacio. Un M-espacio es un reticulo de Banach X que satisface, x,y € X
con

zAy=0=lz vyl = 2| v [yl.

Ejemplos de M-espacios son los espacios C(K), con K compacto; y hay un
inverso parcial que afirma que todo M-espacio separable es un espacio de tipo
C(K) (El inverso en general no es cierto [5],[6]). Aunque los M-espacios no son
L-espacios, hay una bella relacién de dualidad entre ellos, puesta de manifiesto
por Kakutani.

El dual de un L espacio es un M-espacio

El dual de un M espacio es un L-espacio

Particularmente importante es el caso del teorema de representacion de
Riesz: El dual de C(K) es M(K), donde M(K) denota las medidas de Bo-
rel sobre C'(K); y en el caso en que el compacto K es el intervalo cerrado [a, ],
el Teorema de Representacién de Riesz expresa que Cla, b]* son las medidas de
Lebesgue-Stieltjes.

La dualidad entre Cla, b] y las medidas de Lebesgue-Stieltjes la expresamos
en los términos siguientes:

Sea A € Cla,b]*. 3 g: [a,b] — R de variacién acotada tal que A(f) =

J fdg.
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La dualidad recién mencionada la usé Bourbaki para la siguiente definicién
de integral en [a, b].

Una integral en [a, b] es una funcién A : Ca,b] — R lineal y continua. El
valor A(f) se llama la integral de f entre a y b.

Seguin narra Kahane [26] L. Schwartz se inspir6 en la integral de Bourbaki
para la teoria de distribuciones, que méas tarde le valiera la medalla field, una
teoria de gran importancia en el estudio de ecuaciones en derivadas parciales y
analisis funcional.

La teoria de Lebesgue ofrece un marco tedrico importante para el estudio de
los espacios de Sobolev, que en cierta forma son un caso especial de distribucién.

Unos de los resultado mias relevantes del andlisis funcional lo constituye el
teorema Dvoretzki-Rogers:

Sea X un espacio de Banach. Toda serie incondicionalmente con-
vergente en X es absolutamente convergente si y sélo si X tiene di-
mensién finita.

En la demostracion del teorema se usan argumentos de teoria de la medida
([19], [39]) el cual a su vez se usa para probar que la coincidencia de la integral
de Bochner con la integral de Pettis caracteriza a los espacios de dimensién
finita ([44])

6. El error afortunado de Lebesgue

Finalizamos hablando del error afortunado de Lebesgue. En una de sus pu-
blicaciones Lebesgue afirmé que la imagen mediante una funcién continua de
un conjunto de Borel es un conjunto de Borel; particularmente, la proyeccién
de un boreliano de R?, es un boreliano de la recta.

El matematico ruso M. Y. Souslin mostré mediante un ejemplo la falsedad
de esta aseveracién y defini6 la familia de los conjuntos analiticos, una familia
comprendida entre los conjuntos de Lebesgue y los conjuntos de Borel; la familia
de los conjuntos analiticos no forman una o-algebra porque existen conjuntos
analiticos cuyo complemento no es analitico.

En concreto tenemos que un conjunto es analitico si es imagen continua
de un espacio polaco; es decir, un subconjunto A de un espacio topoldgico Y
es analitico si existe un espacio topoldgico metrizable y completo X tal que
f(X) = A. Si denotamos por N al conjunto de todas las sucesiones f : N — N
y por I al conjunto de todos los niimeros irracionales contenidos en[0, 1] tenemos
la siguiente caracterizacién de los conjuntos analiticos [29].

i) A es analitico
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ii) A es la imagen continua de T

iii) A es la imagen continua de N/

para los interesados en los conjuntos analiticos [29] es una buena referencia.

En cuanto al titulo de esta seccién, proviene de un comentario —segtin Dudley
[14]-

hecho por Lebesgue en el prélogo de un libro sobre conjuntos analiticos

escrito por Luzin en 1930; donde escribié Lebesgue que el origen de la teoria
fue producto de un grosero error ...un error fructifero cometido por él mismo.

Agradecemos a los arbitros las sugerencias que permitieron mejorar la pre-

sentacion de este articulo.
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