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DIVULGACION MATEMATICA

Kurt Godel 1906-1978,
una vida dedicada a la reflexion

Carlos Augusto Di Prisco

Kurt Godel hizo contribuciones fundamentales a la l6gica matemética y llevd
a cabo profundas indagaciones filosficas. A pesar de la importancia de su tra-
bajo, es poco lo que se sabe de su vida y de su obra fuera de reducidos circulos
los especialistas. El centenario de su nacimiento es una ocasién apropiada para
rendirle homenaje.

Godel nacié en Brno (o Briinn) ciudad de la antigua provincia astro-hingara
de Moravia, el 26 de abril de 1906. Fue un nino extraordinariamente inquisitivo,
y mostré desde muy joven un gran interés por las matematicas. Su formacién
universitaria la obtuvo en la Universidad de Viena, en contacto con personajes
de la talla del matematico Hans Hahn y el filé6sofo Rudolf Carnap, y bajo la
influencia del grupo filoséfico que dirigia Moritz Schlick, conocido posterior-
mente como el Circulo de Viena. Se casé con Adele Porkert en 1938, una mujer
divorciada, seis anos mayor que él, que trabajaba como bailarina. El matrimo-
nio no se celebré sino anos después de haberla conocido por las objeciones que
ponia la familia de Godel. Adele, quien no tenia grandes pretensiones intelec-
tuales, lo acompané por el resto de su vida y lo sobrevivié por tres anos. Segun
testimonios de conocidos se trataban con devocion.

Los trabajos que publicé durante la década 1929-1939 transformaron la
logica matematica de una manera extraordinaria, por lo que se le ha considerado
como el 16gico mas importante del siglo XX. Para comprender el alcance de los
principales resultados que Godel obtuvo durante estos afios conviene recordar,
ain si muy esquematicamente, lo que es un sistema axiomatico y algunos otros
conceptos basicos de la légica.

Un sistema axiomatico consta de un lenguaje formal, con un conjunto definido
de simbolos: variables, conectivas, cuantificadores, y posiblemente simbolos no
l6gicos que se usan para denotar relaciones, funciones o constantes de una teoria
dada. Las expresiones bien formadas, o féormulas del lenguaje, se obtienen
agrupando simbolos mediante un conjunto bien determinado de reglas. Consta
también de axiomas, y de reglas de inferencia . Los axiomas son expresiones
del lenguaje formal tomadas como punto de partida para deducir otras, los
teoremas, utilizando las reglas de inferencia.
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Una demostracién en el sistema axiomético de una expresion ¢ es entonces
una sucesién finita de férmulas,

P00, P1y- -5 Pn;y

cada una de las cuales o bien es un axioma o se obtiene de expresiones anteriores
en la sucesién aplicando alguna regla de inferencia, y tal que ¢, = ¢.

Diremos que una férmula es un enunciado si todas sus variables aparecen
bajo el alcance de un cuantificador.

Como ejemplo de un sistema axiomatico presentamos un sistema para la
aritmética, que llamaremos AP, abreviando Aritmética de Peano.

e Lenguaje

— Sfmbolos 16gicos: variables, =, V, A, —, V, (, ).
— Simbolos no légicos: +, x, S, 0.
Para cada n, el término

S(... nveces...(S(0))...)
se abrevia n.
e Axiomas:

— Axiomas Légicos

— Axiomas de Peano

e Reglas de inferencia:

— Modus Ponens: de ¢ y ¢ — 9 se infiere 1.

— Generalizacién: de ¢(z) se infiere Vzo(x).

Los axiomas légicos son los de Hilbert y Ackermann [9], o algin sistema
equivalente. A continuacién listamos los Axiomas de Peano.

1. 0+ S(x)
2. S(z)=Sy) —z=y
3.x+0=ux
4. 2+ Sy) =S +vy)
5. 2x0=0

6. 2 xSy)=(xxy +x
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7. Para cada férmula p(z),
(0(0) AVz(p(z) = ©(S(2)))) = Vre(z)

Un mismo lenguaje formal puede interpretarse de diversas maneras, y una
expresion del sistema puede ser verdadera segiin una interpretacion y falsa segiun
otra.

Por ejemplo, el lenguaje de la aritmética puede ser interpretado en la estruc-
tura (N, +, x, S,0), donde + y x son respectivamente la suma y el producto de
nimeros naturales, S es la funcién sucesor y 0 corresponde al nimero cero; o
puede ser interpretado en la estructura correspondiente de los niimeros enteros
con sus operaciones de suma y producto, funcién sucesor y cero.

El enunciado Vz3y(z + y = 0) es falso en (N, +, x,.5,0), pero es cierto en
(Z,4+, x,S,0).

Incluso se se podria pensar en una interpretacién mas caprichosa de este
mismo lenguaje: dado un conjunto A, en P(A) , el conjunto de subconjuntos
de A, + podria denotar unién, X interseccién, S la funcién complemento, y 0
el conjunto vacio.

Un enunciado se dice légicamente valido si es verdad en cualquier inter-
pretacién. Por ejemplo en un lenguaje con simbolos no logicos H y M, la
expresién silogistica

Si todo H es M,y x es H, entonces x es M.

es légicamente valida, ya que resulta una expresion verdadera independiente-
mente de cémo se interpreten los predicados H y M.

En [9], se plantea por primera vez el problema de la completitud del cdlculo
de predicados. En ese texto, Hilbert y Ackermann presentan un sistema axio-
maético para el cdlculo de predicados y preguntan si este sistema es suficiente
para demostrar todos los enunciados légicamente vélidos.

En su tesis doctoral, titulada Uber die Vollstandigkeit des Logikkalculus,
de 1929 (y luego publicada como [3]), Gédel muestra que los enunciados de-
mostrables a partir de los axiomas del cédlculo de predicados son exactamente
los 1égicamente validos, es decir, aquellos que son verdad bajo cualquier inter-
pretacién. De esta manera Godel did respuesta afirmativa al problema planteado
por Hilbert y Ackermann.

Unos anos después, Godel sorprendié al mundo matemético con otro resul-
tado de gran impacto, su teorema de incompletitud de la aritmética y sistemas
relacionados, que ha trascendido el ambito matemético y filoséfico. Se ha es-
peculado mucho sobre el significado y el alcance de este teorema, se ha dicho,
por ejemplo, que establece limites para el pensamiento racional. Godel preferia
pensar més bien que su teorema reafirma la necesidad de la creatividad humana
para el desarrollo de las matematicas ya que como consecuencia del teorema se
sabe que es imposible mecanizar completamente el quehacer matematico.
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El teorema de incompletitud establece que todo sistema axiomético consis-
tente, recursivo, y que contenga la aritmética, es incompleto en el sentido de
que hay un enunciado ¢ no demostrable en el sistema y tal que su negacién —p
tampoco es demostrable.

Que el sistema sea consistente significa que no demuestra ninguna con-
tradiccién; y que sea recursivo quiere decir que hay un algoritmo (un procedi-
miento mecanico) que sirve para determinar, dado un enunciado, si es 0 no uno
de los axiomas del sistema.

Para un sistema que cumpla con las condiciones del teorema siempre habra,
entonces, algin enunciado aritmético verdadero (en la estructura de los nimeros
naturales) que no es demostrable en el sistema.

La demostracién del teorema tiene dos ingredientes importantes, a saber,
la aritmetizacion del lenguaje y, en segundo lugar, la representatividad en el
sistema de las relaciones y funciones aritméticas recursivas. Esto da lugar a la
aparicién del fenémeno de la autoreferencia, lo que a su vez permite la cons-
truccién del enunciado indecidible de Godel.

La aritmetizacién del lenguaje se logra asignando nimeros a los elementos
sintacticos, es decir a los simbolos del lenguaje, a las férmulas, y a las suce-
siones finitas de férmulas, en particular a las demostraciones. Esta asignacién
se hace en forma algoritmica, de modo que existe un procedimiento que permite,
dado un simbolo, calcular el nimero que le corresponde, e igualmente, dado un
enunciado o una sucesion finita de enunciados, se puede determinar el nimero
que le corresponde. Més atn, hay un procedimiento algoritmico para determi-
nar en un numero finito de pasos, dado un ntmero, si ese nimero corresponde
a algtn simbolo, término, férmula, enunciado, o sucesién finita de férmulas o
enunciados; y en caso afirmativo, el mecanismo permite determinar el elemento
sintactico correspondiente.

De este modo, mediante expresiones puramente aritméticas en el lenguaje
formal del sistema podemos referirnos a enunciados, axiomas, demostraciones ,
y otros elementos sintacticos del mismo sistema axiomético.

Para lograr su demostracién, Godel inventé el concepto de funcién recur-
siva (y de relacién recursiva). Ya esto es un logro extraordinario, puesto que
ese concepto ha resultado central en la teoria de la computabilidad. Hoy sabe-
mos que una funcién numérica es recursiva si y solamente si existe un algo-
ritmo para calcularla (por ejemplo, un programa en algin lenguaje de pro-
gramacién). Del mismo modo, una relacién numérica R(z1,...,2,) (de n ar-
gumentos) es recursiva si hay un algoritmo que determina, para cada tupla
k1i,...,k, de nimeros naturales, si estd o no en la relacién R. Gdédel demostrd
que toda relacién recursiva R(z1,...,x,) es representable en AP. Es decir,
existe una férmula ¢(z1, ..., x,) del lenguaje, con las variables libres 1, ..., x,
tal que si los nimeros k1, ..., k, estan relacionados por R, entonces el enunci-
ado ¢(k1,...,kn) es demostrable en el sistema AP (recordemos que n es una
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abreviacién del término S'...(n veces)...S(0) que denota al nimero n). Y si
esos numeros no estan relacionados por R, entonces en AP podemos demostrar
la negacion - (kq, ..., kn).

Por ejemplo, la relacién (unaria) “z es un nimero par” se representa por la
férmula Jy(y +y = n).

Es interesante mencionar que Gdédel utilizé el Teorema Chino del Resto para
demostrar la represntabilidad de las relaciones recursivas en el sistema AP.

Con estas herramientas, la demostracién del teorema se centra en encontrar
un numero k, tal que el enunciado G de la aritmética que expresa:

“el enunciado aritmético cuyo nimero de Godel es k£ no es demostrable en el
sistema AP”

tiene nimero de Godel k. En otras palabras, el enunciado G expresa de si
mismo que no es demostrable. Se demuestra que si AP no es contradictorio,
ese enunciado no es demostrable en AP; y su negacién tampoco. El enunciado
G es una versién sofisticada de la paradoja del mentiroso.

Para construir ese enunciado, Godel consideré la relacién W (u,y) dada por

“u es el ndmero de una férmula ¢(v) (con variable libre v) y y es el ntimero de
la demostracién en AP de ¢(u)”,

que, bajo las condiciones del teorema, es una relacién recursiva, y por lo
tanto representada en AP por una férmula W(zx, y).
Consideremos ahora la férmula

(*) Yy=-W(z,y),

y sea k su nimero de Godel. Entonces

(G) Vy=W(k,y)

I3

expresa ¢ yo no soy demostrable”.

Se prueba que, si AP es consistente, entonces (G) no es demostrable en AP
y =(G) tampoco lo es.

Una consecuencia de el teorema de incompletitud (y de su demostracion)es
el llamado Segundo Teorema de Incompletitud, que afirma que si un sistema
cumple las mismas condiciones del Teorema de Incompletitud, entonces en ese
sistema no se puede demostrar que el sistema es consistente. En particular, la
aritmética no puede demostar su propia consistencia, a menos que sea inconsis-
tente.

Expliquemos esto de forma maés precisa. Si n es el nimero de Gédel de una
férmula, denotemos por [n] a dicha férmula.

La relacién
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“r es el numero de una férmula, y es el nimero de la negacién de
[2], u es el nimero de una demostracién de [z], y v es el nimero
de una demostracién de [y]”.

es recursiva, y luego representable en AP mediante una férmula KC(z, y, u, v).
Por lo tanto
Y, y, u, v(-K(z,y, u,v))

expresa que AP es consistente.
El Segundo Teorema de Incompletitud afirma que si AP es consistente, en-
tonces
v, y, u, v(-K(z,y, u,v))

no es demostrable en AP.

Poco después de haber presentado su resultado de incompletitud como Habil-
itationsschrift en la Universidad de Viena, Gddel fue invitado por von Neumann
a visitar Princeton, y entre 1933 y 1939 visit6 los EEUU varias veces, donde
llevé a cabo una intensa actividad. Entre una y otra visita sufrié serias crisis
depresivas que lo obligaron a recluirse varias veces en sanatorios.

El otro resultado de Godel que comentaremos se refiere a la hipdtesis del
continuo. La demostracion de la consistencia del axioma de eleccién y de la
hipétesis del continuo, otra de sus grandes contribuciones, fue anunciada en [5],
en 1938, y desde entonces ha tenido una gran importancia en el desarrollo de la
teoria de conjuntos.

Cantor demostré que para cualquier conjunto A, no hay una biyeccién entre
A y su conjunto de partes P(A). En ese sentido, |A|, la cardinalidad de A,
es estrictamente menor que |P(A)|, la cardinalidad del conjunto de partes de
A. En particular, como el conjunto R de los niimeros reales se puede poner en
biyeccion con los subconjuntos de N, el conjunto de los nimeros naturales, la
cardinalidad de N, es estrictamente menor que la cardinalidad de R.

(Existe algin tamano intermedio? La Hipdtesis del Continuo (HC') afirma
que no hay conjuntos de tamano intermedio entre |N| y |R|.

Cantor llamé Ry a la cardinalidad de N, el primer cardinal infinito; ®; es el
primer cardinal mayor que Ry, y por lo tanto el primer cardinal no numerable;
Ns es el primer cardinal mayor que Ny, etc.

Los cardinales forman una coleccién bien ordenada

Ng <N} <Ng <on <R, <Ny <

Como 2% es la cardinalidad de P(N), se tiene que |R| = 2%, y por lo tanto
la Hipdtesis del Continuo se expresa por:

2% — N, .
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Godel hallé un modelo, llamado L, o el universo de los conjuntos con-
structibles, donde valen todos los axiomas de la teoria de conjuntos y también
la HC. De aqui sigue que no se puede demostrar la negacién de la HC' a partir
de los axiomas de la teorfa de conjuntos (a menos que la teoria de conjuntos sea
contradictoria).

Godel sospechaba que la HC tampoco es demostrable, lo quedé confirmado
muchos anos después por el trabajo de Paul Cohen. De modo que la HC' es inde-
cidible en el sistema usual de la teoria de conjuntos. Algunos autores afirmado
que estos resultados indican que el problema del continuo no tiene sentido, y
de esta manera ha sido definitivamente resuelto. La tendencia contemporanea
se inclina mas bien por considerar que la independencia de la HC' indica la
necesidad de reformular el sistema axiomatico de la teoria de conjuntos para
obtener un sistema maés fuerte donde esta hipdtesis se pueda decidir. En 1947
Godel publicé un excelente ensayo ([6]) donde expone sus ideas sobre cual seria
una via para lograr esto. Las ideas contenidas alli ponen de manifiesto la pro-
funda intuicién de Gédel y de manera casi profética apuntan en direcciones que
ha resultado sumamente enriquecedoras. (Véase [12] para una presentacién de
resultados recientes sobre la HC, o [2] para un resumen expositivo de algunos
de estos resultados).

Godel publico algunos otros trabajos durante la década 1929-1938, pero los
que hemos mencionado son ya suficientes para dar una idea de la importancia
de su obra.

Godel publicé poco, pero cada uno de sus articulos es una joya por su pre-
cision y claridad, que pone de manifiesto la profundidad y el alcance del pen-
samiento de su autor.

En 1940 Godel abandoné Europa, huyendo del militarismo totalitario im-
puesto por los nazis y de la guerra que se habia iniciado. Viajé en pleno in-
vierno, atravesando Siberia, para llegar a Vladivostok, luego Japdn, y de alli a
los Estados Unidos, para establecerse en Princeton. En el Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton entabl6é una duradera amistad con Albert Einstein, con
quien hablaba frecuentemente sobre temas cientificos y filoséficos. Ya en los 1
Itimos afios de su vida, Einstein llegd a decir que su trabajo ya no significaba
mucho para él, y que iba al Instituto para gozar del privilegio de caminar de
regreso a su casa conversando con Godel.

A partir de 1943, Godel se dedicod casi exclusivamente a los estudios fi-
losdficos, primero a la filosofia de las matematicas y luego a la filosofia gen-
eral. Sin embargo, entre 1947 y 1959 trabaj6 en problemas de la teoria general
de la relatividad, y produjo unos sorprendentes resultados sobre modelos cos-
moldgicos donde, en principio, es posible viajar al pasado. Gdodel fue el primero
en demostar que las ecuaciones de Einstein admiten soluciones que describen
universos rotantes. Segun el mismo Gddel, estos estudios no surgieron de dis-
cusiones con Einstein, sino de su interés en la filosofia kantiana del espacio y el
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tiempo.

Godel (c. 19587), y con Einstein en Princeton (1950)

Debido a su personalidad complicada, llena de temores y fobias, Godel fue
aislandose de colegas y amigos, y llevé durante sus ultimos afos una vida de
reclusion. Cuando la Universidad de Princeton decidié otorgarle un doctorado
honoris causa, no quiso comprometerse a asistir, y el mismo dia de la ceremonia
decidié finalmente no presentarse, por lo que el titulo nunca fue conferido. Meses
mas tarde, recibié un reconocimiento ain més importante: la medalla nacional
de ciencia, que por cierto se conferia al mismo tiempo al Premio Nobel Linus
Pauling. De igual forma, y a pesar de que le ofrecieron todo tipo de facilidades
para trasladarse a Washington a recibir el galardéon de manos del Presidente
Ford, decidié no asistir, y la medalla fue recibida en su nombre por el Profesor
Saunders Mac Lane, para entonces Presidente de la American Mathematical
Society.

Godel estaba convencido de que el mundo se rige por principios racionales
susceptibles de ser comprendidos por la mente humana, y consideraba funda-
mental el papel de la reflexién introspectiva para alcanzar el conocimiento. Fue
un pensador extraordinario, cuya vida estuvo signada por las tensiones entre
su racionalidad cientifica y la inestabilidad emocional. Gd&del trabajo en el
Instituto de estudios Avanzados hasta que murié el 15 de enero de 1978, por
desnutricién e inanicién, como consecuencia de paranoias que lo llevaron a dejar
de alimentarse por temor a envenenamientos. Su pensamiento, que ha orien-
tado de manera significativa el desarrollo de la légica matematica, mereceria ser
mejor conocido.
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Después de su muerte han aparecido varios libros sobre Gédel, como las
recomendables obras [1] y [11]. Parte del trabajo de Goédel ha sido presentado
en el exitoso [10]. La obra [7] retne todos los escritos de Goédel publicados
hasta 1981, traducidos al castellano. Una edicién en cinco voliumenes hecha por
Oxford bajo los auspicios de la Association for Symbolic Logic ([8]) recoge toda
la obra escrita por este extraordinario y singular personaje, incluyendo escritos
no publicados anteriormente y toda su correspondencia. En esta extraordinaria
recopilacién, los articulos van precedidos de comentarios criticos escritos por
renombrados especialistas.
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