Boletin de la Asociacién Matemédtica Venezolana, Vol. XIII, No. 2 (2006) 187

DIVULGACION MATEMATICA

Problemas con Subgrupos Discretos y
Subgrupos Densos

José O. Araujo & Laura B. Fernandez

Resumen

En este trabajo presentamos algunas aplicaciones de la geometria reticular
y subgrupos densos en la recta y el plano real, especialmente del teorema de
Minkowski en el plano.
Los problemas tratados son sobre poligonos regulares, aproximacion y teoria
elemental de niimeros.

Palabras y frases claves: Minkowski, reticulos, aproximacion. !

Discrete and Dense Subgroup Problems
Abstract

In this work we present some aplications of the reticular geometry and dense
subgroups of the real line and the real plane, especially of the Minkowski’s
theorem in the plane.

The problems we deal are over regular polygons, approximation and elemental
theory of numbers.
Key words and phrases: Minkowski, lattices, approximation.

1 Introduccién

En estas notas presentamos los conceptos de conjuntos densos y conjuntos dis-
cretos sobre la recta y el plano real. Se analiza particularmente, los subgrupos
de la recta real con su estructura aditiva y, un poco mas general, los subcon-
juntos aditivos de los nimeros reales. Por otra parte, se presenta el teorema de
Minkowski en el plano relativo a puntos reticulares en una figura convexa. Con
el propdsito de ilustrar sobre la utilidad de estos conceptos, las conclusiones
obtenidas se aplican a una serie de problemas de aproximaciéon de niimeros por
elementos de un subgrupo o de un conjunto aditivo. También se tratan apli-
caciones del teorema de Minkowski relacionadas con el teorema de los cuatro
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cuadrados y con la ecuaciéon de Pell. Finalmente se plantean problemas sobre
los ntimeros complejos unitarios, teniendo en cuenta que la estructura multi-
plicativa de estos responde a la estructura aditiva de sus argumentos.

Los simbolos utilizados corresponden a la siguiente asignacién:
: nimeros naturales

: nimeros enteros

: nimeros reales

: nimeros complejos.

aRENZ

2 En la Recta Real

Un subconjunto A de los niimeros reales R se dird un subconjunto denso si para
re€Rye >0, existe a € A tal que |r —a| < e.

Un subconjunto A de los ntimeros reales R se dird un subconjunto discreto si
para cada a € A existe € > 0 tal que (a —e,a+¢)N A= {a}.

Por ejemplo, los siguientes subconjuntos son densos:

1) Los nimeros racionales.

i1) Los ndmeros irracionales.

iii) {x € R /sen (x) # 0}.

iv) El complemento de un subconjunto discreto.

Los siguientes subconjuntos son discretos:

1) Cualquier conjunto finito.

1) Los nimeros naturales

i11) Los enteros multiplos de 7.

i) {x € R /cos(x) = 0}.

Se propone como ejercicio comprobar las afirmaciones precedentes.

El concepto de densidad esta estrechamente ligado al concepto de aproximacion,
por ejemplo al decir que los niimeros racionales son densos, decimos que todo
numero real puede aproximarse arbitrariamente con nimeros racionales. En
general, que el conjunto A sea denso en R, significa que cualquier nimero real
puede ser aproximado arbitra-riamente con elementos de \A.

Es particularmente interesante el caso en que los subconjuntos considerados son
subgrupos de R considerado con su estructura aditiva. Damos a continuacién
los conceptos de grupo abeliano y subgrupos.

Un conjunto G provisto de una operacién binaria ”+” se dice grupo si se verifi-
can:

i)(a+b)+c=a+(b+c) Va,bceG (Asociativa).

it) Existe o€ Gtalquea+o=0+a=a Ya€G (con elemento neutro).
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iii)Va € Gexistebe Gtalquea+b=b+a=o0 (con inverso).
Un grupo G se dice abeliano si ademas se verifica:
w)a+b=b+a Va,beq.

El elemento b de la condicién 4ii) resulta dnico, se llama el inverso de a y se
notard con —a, y como es usual, se usard a — b para indicar la suma a + (—b).

Un subconjunto ‘H de un grupo G se dice un subgrupo de G si se cumplen:
i) o€ H.
it) Sia y b € H entonces a — b € H.

Como consecuencias de las condiciones i) y ii) precedentes, se tiene:
Si ‘H es un subgrupo de un grupo G, se verifican:

i) Si a € H entonces —a € H.

i1) Si a,b € 'H entonces a +b € H.

Como ejemplos de grupos abelianos tenemos:

1) Los nimeros enteros Z con la suma usual.

i1) Los ndimeros reales con la suma usual.

iii) Los vectores en el plano con la suma usual de vectores.

iv) El conjunto Z, = {0,1,...,n — 1} con la suma mdédulo n.

v) R — {0} con el producto usual.

Como ejemplos de subgrupos:

i) Los nimeros pares forman un subgrupo de los enteros con la suma.
i1) Los nimeros enteros forman un subgrupo de los reales con la suma.
iii) 7. [\/ﬁ] = {m +nV2: m,n € Z} es un subgrupo de R con la suma.
iv) Los numeros reales positivos forman un subgrupo de R—{0} con el producto
usual.

Se propone como ejercicio comprobar las afirmaciones precedentes.

Naturalmente que hay subconjuntos de R que no son discretos ni densos por
ejemplo los reales positivos entre otros tantos, pero si consideramos como R el
grupo abeliano con la operaciéon suma, el teorema a conti-nuacién, no deja otra
alternativa para un subgrupo de R que la de ser un subconjunto discreto o un
subconjunto denso.

Teorema 2.1. Si 'H es un subgrupo de R, entonces H es un subgrupo discreto
o H es un subconjunto denso.

Demostracion: Comencemos observando que, si n € Z y h € H, entonces
nh € H. En efecto: 1h = h € H, 2h = h + h € H,
3h =2h + h € 'H, y en general se tiene

(n+1)h=nh+h
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identidad que permite probar por induccién que nh € H,Vn € N y h arbitrario
en H. Ahora si n es un entero negativo, expresando nh = (—n)(=h) € H 'y
teniendo en cuenta que —h € H, del caso anterior se tiene nh € H.
Finalmente, Ok = 0, lo que concluye con la prueba de nuestra afirmacién.

Si 'H = {0}, H es discreto. En caso contrario, H tiene un elemento h # 0. Dado
que —h € H, resulta que H tiene un elemento positivo hy y podemos considerar

r=inf {he H:h >0}
Sir =0, sea x arbitrario en R y definimos los conjuntos
I={heH:h<z} y T={heH:h>za}
Acorde con lo observado al comienzo de la demostracién, se tiene que
Zho = {nho:n€Z} CH
En consecuencia, Z y J resultan conjuntos no vacios. Es claro que
supZ <z <inf J

Como r = 0, para € > 0 existe h € H tal que 0 < h < €. En tal caso podemos
elegir k € Z de modo que

kh<z<(k+1)h
es decir khe€Zy (k+1)h € J, luego
inf7 —supZ < (k+1)h—kh=h<e Ve >0

Debe ser sup’H = x = inf 7. Esto indica que un nuimero real cualquiera puede
ser aproximado arbitrariamente, tanto por la izquierda como por la derecha por
elementos de H, siendo H de este modo un subconjunto denso de R.

En otro caso, r > 0 y H no puede tener mas que un elemento en el intervalo

[r2r)={zeR:r<z<2r}
pues de haber dos elementos h < I/ de H en este intervalo, tendriamos que
O<h-—h'<r

pero esto contradice la condicién de infimo del nimero r. En conclusién, r € H.
En este caso tenemos
Zr={nr:neZ}CH

Razonando como antes, encontraremos que

[nr,(n+1) r)NH = {nr}
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es decir
H = Zr

y resulta claro que Zr es un subconjunto discreto de R. m

Observemos que los subgrupos discretos de R quedan caracterizados por los sub-
conjuntos de la forma Zr, para algin r € R. Usaremos los términos subgrupos
discretos o subgrupos densos para referirnos a subgrupos que son respectiva-
mente conjuntos discretos o conjuntos densos.

Como aplicacién del teorema 2.1, consideraremos los siguientes pro-blemas.

Problema 1. Demostrar que todo numero real puede aprorimarse arbitraria-
mente por elementos del conjunto

Z[\/ﬂ z{n+m\/§:n,m€Z}

El conjunto Z [\/ﬂ es un subgrupo de R con la suma, luego es denso o de la
forma Zr para algin r € R. Si no fuese denso tendriamos enteros n y m tales
que

l=nr y V2=mr

Luego V2 = m/n resultarfa un nimero racional.

Problema 2. Sea o un nimero irracional, mostrar que todo nimero real y tal

que 0 <y < 1 puede aprozimarse arbitrariamente por elementos del conjunto
{{na}:neZ}

donde {x}denota la mantisa del nimero real x, mds precisamente {x} es x — [x]
donde [x] es la parte entera de x.

Como en el caso anterior, dado que « es irracional, puede mostrarse sin mayor
dificultad que el conjunto

{n+ma:nmeZ}
es un subgrupo denso de R. Escribimos
n+ ma = n + [ma] + {ma} = [n + ma] + {ma}

Si y es un numero real tal que 0 < y < 1,y se aproxima arbitrariamente por
la elementos de la forma n 4+ my, ddndose las mejores aproximaciones cuando
[n + my] = 0, es decir por los elementos de la forma {my}.
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Consideremos C = {z € C : |z| =1}, C es un grupo abeliano con el producto
de numeros complejos. Los elementos en C pueden presentarse en su forma
exponencial o polar como

z = exp (2mif) = cos (2mif) + i sen (2wif) con 0<6 <1

es decir, z € C depende sélo del pardmetro real 6.

Problema 3. Si H es un subgrupo de C, mostrar que H es finito o bien todo
elemento de C puede ser aprozimado arbitrariamente por elementos de H, esto
ultimo se expresa diciendo que H es denso en C.

Consideremos
H' ={z € R:exp (2miz) € H}

Se tiene
i) 0 € H', pues exp (2mi0) = 1.
ii) Si x,y € H', entonces x —y € H' pues

exp (2mi (z — y)) = exp (2miz) exp (2miy) "

De aquf resulta que H’ un subgrupo de R con la estructura aditiva, luego H’
es denso o discreto. Si H'es denso, todo ntmero real 6 en [0,1) se aproxima
arbitrariamente por elementos de H’, luego todo elemento de C se aproxima
arbitrariamente por elementos de la forma exp (27iz) con = € H’, es decir, con
elementos de H.

Para precisar esta ultima afirmacién, usaremos la desigualdad

|sen (t)] < [¢] VieR
En primer lugar notemos que

lexp (27i0)| |exp (27i (z — 6)) — 1]
= |exp (27i(xz —6)) — 1|

lexp (27mix) — exp (27i6)]

Por otra parte, para a € R

lexp (ia) — 1] = \/(cos (a) — 1) + sen (a)?
o
= 2sen (§>
Se sigue que
lexp (2miz) — exp (2wi0)| = 2|sen (7 (z — 0))|
< 27z — 46
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lo que muestra la densidad de H en C.
Si H' es discreto, hay s6lo un niimero finito de elementos de H’ en el intervalo
[0,1), en consecuencia hay sélo un nimero finito de elementos en H.

La afirmacion en el teorema expuesto sigue siendo valida con bajo una hipétesis
ligeramente més débil.

Diremos que H es un subconjunto aditivo de R si dados a y b en H entonces
a + b también pertenece a H.

Observemos que si H es aditivo, usando induccién, puede mostrarse que si a € H
vy n € N, entonces na € H.

Ejemplos de subconjuntos aditivos que no sean subgrupos podemos citar:

i) El conjunto N de los niimeros naturales.

i1) Los nimero racionales menores que —1.

iii) {In (3%) :n,m € N}

Tenemos entonces el siguiente teoremas:

Teorema 2.2. Si H es un subconjunto aditivo de R conteniendo elementos
positivos y elementos negativos, entonces H es un subconjunto denso en R ¢ 'H
es un subgrupo discreto de R.

Demostracion: Notemos con I y S respectivamente
I=inf{heH:h>0}
S=sup{heH:h<0}
Se tiene S < 0 < I, de este modo es
S<S+I<I

En el intervalo [S,I] pueden aproximarse arbitrariamente con elementos de H
unicamente S, I y eventualmente el cero. Dado que S+ I puede ser aproximado
arbitrariamente por elementos de H, las posibilidades son

S+I=1 S+1=0 o S+I=S5

Si S+ 1#0, entonces S =006 1 =0. Supongamos que S = 0, debe ser I > 0.
De aqui que podemos elegir h € H tal que

—I<h<O0

pues S = 0 es el supremo de los elementos negativos de H. Si A’ € H es positivo,
h +nh € H para todo n € N, siendo b’ > I, existe k € N tal que

W +kh>I>h+(k+1)h
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luego
I>h+(k+1)h=h+kh+h>I+h>0

Encontramos una contradiccién pues I es el infimo de los elementos positivos
de H.

En forma andloga, se trata el caso I = 0, y como conclusién se obtiene que
I+5=0.

SiI =5 =0, H posee elementos positivos y elementos negativos de modulos
arbitrariamente pequenios, o sea cero puede ser aproximado, en forma arbitraria,
por la izquierda y por la derecha con elementos de H.

Sea e > 0y r € R cualquier nimero positivo. Consideremos h € H tal que

0 < h <min{re}

La sucesién nh con n € N, esta formada por elementos de H. Existe un niimero
natural k tal que
kh<r<(k+1)h

Se tiene
r—e<r—h<kh<r<((k+1lh=kh+h<r+h<r+e

es decir el intervalo (r — &, + €) contiene dos elementos de H, uno a la izquierda
y otro a la derecha de 7.

En forma similar se trata el caso en que r sea negativo, concluyendo que H es
denso.

Sea ahora I > 0, S = —I. Supongamos que H posea un elemento h en el
intervalo (I,2I). Consideremos h’ en H tal que

T—(h—1)<W <—I

es decir
0<h +h

pero como
h<2l y W<-I

tendremos que b’/ +h < Iy esto no es posible pues I es el infimo de los elementos
positivos de H.

Resulta entonces que I € H. Al sumarle 21 a los elementos de H en el intervalo
(=21, —1) obtenemos elementos de H en el intervalo (0,1), por lo que no hay
elementos de H en (—2I,—1I) y en consecuencia —I € H.

Finalmente, tenemos ZI C H y en forma andloga a la demostracién del teorema
2.1, obtenemos que H =ZI1. m

Es preciso mostrar que hay subconjuntos aditivos en las condiciones del teorema
2.2 que no son subgrupos, y en tal casos son subconjuntos densos.
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Por ejemplo
Hz{n—m 2:n7m€N}

es un subconjunto aditivo con elementos positivos y elementos negativos. Es
simple mostrar que 0 ¢ H, més atin, resulta claro que si h € H entonces —h ¢ H.
Como aplicacion del teorema 2.2 tenemos:

Problema 4. Sean p y g nimeros naturales con q > 1, sea

icz{p,:zgjeN}
q]

Entonces K es denso en los reales positivos ¢ p y q son ambos potencias de un
mismo numero natural h.

En efecto, sea

H={ln(k):keK}

Como K es multiplicativo y contiene elementos mayores que 1 y elementos
menores que 1, resulta H un subconjunto aditivo de R en las condiciones del
teorema 2.2. Si H es discreto, entonces H = Za para algun real « positivo.
Definiendo o

f=e*= E

los elementos de K son exactamente los nimeros
K={p":mecZ}

Por otra parte como 0 € H, 1 € K, de modo que existen ntimeros naturales ¢ y
7 tales

luego, de las identidades

— 1
pP="G YV = gt

obtenemos que p y 1/¢ estdn en K. Dado que 8 > 1, existen nimeros naturales
n y m tales que

p=p"y q=p"
de donde 3, que en principio es racional, debe ser un nimero natural.
Por otra parte, si H es denso en R, K es denso en los reales positivos por la
continuidad de la funciéon exponencial.
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Problema 5. Mostrar que dado un niumero natural k existen infinitas potencias
de 2 cuyo desarrollo decimal comienza con k.

Por ejemplo:

k=1 20 =1
k=3 25 =32
k=6 26 =64

k=10 210 = 1024
k=13 217 = 131072

El problema se reduce a encontrar niimeros naturales n y m tal que
10mk <2" < 10™ (k4 1)

En tal caso 2" = 10mk + h con 0 < h < 10™ lo que garantiza que los digitos
iniciales de 2™ son los digitos de k.
Del problema anterior sabemos que

{2"/10™ : n,m € N}

es un conjunto denso en los reales positivos, luego el intervalo [k, k + 1) contiene
infinitos niimeros de este conjunto.

Nota: Por el problema 4, en el problema precedente, puede reemplazarse 2
por cualquier nimero natural que no sea una potencia de 10. También podria
cambiarse la base de numeracién y enunciarse un problema analogo.

3 En el Plano

Si consideramos el plano real R? como grupo abeliano con la suma de vectores,
no es cierto que un subgrupo de R? sea denso o discreto, entendiendo en este
caso por subconjuntos densos, aquellos conjuntos cuyos elementos pueden aprox-
imar arbitrariamente cualquier vector del plano, y por subconjuntos discretos,
aquellos conjuntos en los que cada uno de sus puntos puede ubicarse en el centro
de un circulo que deje en su exterior a los puntos restantes del conjunto. Una
definicién mas formal de estos conceptos se dard mas adelante.
Como ejemplos tenemos:

i) Una recta por el origen, en el plano, es un subgrupo de R? que no es
discreto ni es denso en R2.

it) Los puntos de coordenadas enteras forman un subgrupo discreto del
plano.

i11) Los puntos de coordenadas racionales forman un subgrupo denso del
plano.
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iv) Los puntos con primer coordenada entera y segunda coordenada racional,
forman un subgrupo del que no es discreto ni denso.

En el plano, considerando la distancia y norma euclideas dadas por

d(a,y) = /@ ) + (@2 —p2)® ol = VaT F o

para cada z,y € R?, o = (z1,72) e y = (y1,%2), puede afirmarse lo siguiente:

Teorema 3.1. Sea H un subgrupo deR? y
d=inf{||h]|: h e H y h #0}
Entonces, H es un subgrupo discreto si y sélo si 6 > 0.

Demostracion: Supongamos que H es un subgrupo discreto. Dado que ‘H
es un subgrupo, 0 € H, y por ser H un subconjunto discreto de R?, existe € > 0
tal que
[ =0l = ||r|| > ¢ Vh € H,h #0

Luego ¢ > 0.
Reciprocamente, si 6 > 0, para h € H consideremos el circulo dado por

|z —h| <o

es decir la totalidad de puntos del plano que distan de A en menos que J.
Si A’ es un elemento de H en dicho circulo, se tiene:

|h" —h| <d

por la definicién de d, debe ser b’ —h = 0, o sea b/ = h. Se sigue que H es un
subconjunto discreto de R%. m

Observacion: Un subconjunto discreto en el plano, y a la vez de la recta, es el
formado por los elementos de la sucesién (%, 0). A medida que n aumenta, es
necesario un circulo més pequeno para aislar a (%, 0) del resto de los elementos
de la sucesion. En cambio, en un subgrupo discreto, sea en la recta o el plano,
es posible aislar todos sus elementos con circulos del mismo radio. En efecto, el
caso de la recta es claro, a partir de la caracterizaciéon dada en el teorema 2.1.
En el plano, sea ¢ > 0 de modo que un circulo con radio ¢ aisla un elemento

h € H del resto de los elementos de H, es decir

{zeR®: |z —h||<e}nH={n}
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Si dos elementos f,g € H se encontraran a menor distancia que €, entonces la
distancia entre h+ f —g € Hy h es

lh+f—g=hll=If-gll<e

por lo que debe ser
h+f—g=h
osea f=g.
Concluimos que todos los puntos de H pueden ser aislados usando circulos con
mismo radio.
Como consecuencia de la observacién precedente, tenemos:

Proposicion 3.2. Si H es un subgrupo discreto del plano, una region acotada
F del plano sélo puede contener un numero finito de elementos de 'H.

Demostracion: Dado que F es acotada, podemos elegir un circulo D que
contenga a F. Supongamos que con circulos de radio § se puede aislar los
elementos de H entre si. Si c es el centro de D y p su radio, el circulo D’ con
centro ¢ y radio é + p, contiene todos los discos, disjuntos dos a dos, dados por

{z e R?: ||z — b < 6} Vhe HND
lo que resulta de
le—cll =llz=h+h—c| <l|z—-hl+[h—cl<d+p
El area de la figura formada por estos discos es
|HND| x 762

y no puede exceder al drea de D’, de modo que |H N D|, el ntimero de elementos
de ‘H en D, debe ser finito, y en consecuencia, también resulta finito el ntimero
de elementos de H en F. m

Consideremos ahora C? = CxC, el producto cartesiano del conjunto de complejos
unitarios C consigo mismo. C? tiene estructura de grupo abeliano definiendo

(z,w) - (2, w') = (22, ww)

En C? definimos la distancia entre dos de sus elementos como

A((zw), (', w) = ]2 — 2 + |w — ]

Conservando las notaciones precedentes, una aplicacién del teorema 3.1 es la
siguiente:
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Problema 6. Si H es un subgrupo de C?, entonces (1,1) se aprozima arbitrari-
amente con elementos de H, o H es finito.

Poniendo
z =exp (2mia), w=-exp(2miB) con 0<q,B<1
C? queda parametrizado por
[0,1) x [0,1) C R2.
Si H’ es el subconjunto de R? dado por
H' = {(o, B) € R?: (exp (2micr) ,exp (2mi3)) € H }

comprobamos sin mayor dificultad que H’ es un subgrupo de R? con su estruc-
tura aditiva. Si (1, 1) no pudiera ser aproximado arbitrariamente con elementos
de H, entonces (0,0) no podrd ser aproximado arbitrariamente por elemen-
tos de H’, en este caso, del teorema 3.1 se sigue que H' es discreto y, segin
la proposicién 3.2, sélo puede tener un nimero finito de puntos en la regién
acotada F = [0,1) x [0, 1), luego H seria finito.

Llamaremos rango de un subgrupo de R2, a la dimensién del subespacio generado
por sus elementos. Los subgrupos de rango 1, pueden ser tratados en forma
analoga a los de la recta real, es decir, son discretos o densos en la recta que los
contiene. Es claro que un subgrupo discreto de rango 1 tendra la forma

Zv={nv:n€Z}

para algin vector v no nulo y de longitud minima entre los vectores del sub-

grupo.
Un reticulo en el plano, es un conjunto de la forma

Zv ® Zw = {nv+mw : n,m € Z}

donde v, w son vectores linealmente independientes de R2.
A continuacién daremos una caracterizacién de los subgrupos discretos de rango
2 en el plano desde un contexto algebraico.

Teorema 3.3. H es un subgrupo discreto de R? si, y solo si H es un reticulo.

Demostracién: Sea H un reticulo de R? que indicaremos con Zv @ Zw. Es
claro que H es un subgrupo de R2. Por otra parte, si en el vector u = nv + mw
es m # 0, consideremos [ la recta que une el origen con v. Denotando por d a
la distancia, tenemos las siguientes desigualdades

Jull = d(u,1) = d(mw,l) = [m|d(w,1) = d(w,1)
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Si 6 es el angulo que encierran v y w, resulta
d(w,1) = [[w]| x sen ()

Simétricamente, se trata el caso n # 0 y en conclusién se obtiene que para todo
u € ‘H, u # 0 tenemos que

[ul| = sen (6) x min {{lv]|, [Jw][}

Reciprocamente, dado u € H, u # 0, se sigue de la proposicién 3.2 que el circulo
dado por
]| < ull

contiene un numero finito de elementos de H. Podemos encontrar entonces,
entre los elementos no nulos de H, un vector v cuya longitud sea minima. Sea
entonces d > 0 definido por

§=inf{|[h|:heHyh+#0}=]|v

De esto se desprende que la distancia entre dos elementos distintos en H es
mayor o igual que § = ||v]|.

Sea [ la recta que une el origen con v. Es claro que HNI es un subgrupo discreto
de I, y por la eleccién de v, debe ser H N1 = Zv.

Dado que H es de rango 2, existen elementos de H que no estan en [. Fijado
u € H — 1, la recta | + u es paralela [ y se tiene que

HN(l+u)=Zv+u

puesto que no hay puntos distintos en H que disten en menos que 6 = ||v||. Por
la misma razén, resulta que cualquier segmento en [+ wu cuya longitud sea mayor
que §, debe contener un elemento de H en su interior, y consecuentemente la
recta | + u cortaria al circulo

|zl <6

en un segmento de longitud menor o igual que 4.

Es decir, que las rectas | y [+ u tienen una distancia que, como minimo, es igual
a ?5.

Pongamos
vy=inf{d(l+u,l):ueH -1}

Para dos rectas distintas [ + p y I 4+ ¢ tenemos

]

|5

d(l+ql+p)=d(l+p—ql)=
lo que indica que 7 es en realidad un minimo. Sea w € H tal que

y=d(l+w,l)
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Naturalmente que
Zv®Zw CH

Dado uw € ‘H podemos expresar
u=av+ Pw

descomponiendo (3 en su parte entera mas su mantisa

B =81+ 1{s}

tenemos que

av+{ftweH

siendo

d(av+{B}w,l) = d({B}w,l)
= {B}d(w,])
= {Bv<~y

por la minimalidad de v, debe ser {3} = 0. Resulta entonces av € H NI, y con
esto, « € Z, es decir Zvp Zw ="H. m

Problema 7. Supongamos que un poligono reqular de n lados tiene todos sus
vértices en un reticulo de R?. Entoncesn =3, 4 ¢ 6.

Consideremos primero n > 7. Si Py, P»,..., P, son los sucesivos vértices del
poligono regular sobre un reticulo los puntos Po— Py, Ps—Ps, ..., P,—P,_1, P, —

P,, serdn también los vértices de un poligono regular sobre el mismo reticulo,
sélo que mas pequeno, ya que el radio de la circunferencia que circunscribe a
este tltimo coincide con la longitud del lado del poligono original. Si Ry r
denotan los radios de las respectivas circunferencias circuns-criptas al primer y
segundo poligono, tenemos

r=2Rsen (%)
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P,-P; P;-P,

N

Tterando este proceso, encontrariamos una sucesiéon de poligonos re-gulares sobre
el reticulo que converge a un punto, pero esto contradice el hecho que dos puntos
en un reticulo deben distar en mas que un nimero d > 0.

Sin =5y A, B,C,D,FE son los vértices de un pentdgono regular sobre un
reticulo, los puntos C+A—B, D+ B—-C, E+C—-D, A+ D—-FEyB+FE—-A
son los vértices de un pentagono regular sobre el mismo reticulo, pero estos

)

puntos son todos los que se obtienen al intersecar, dos a dos, las diagonales del
pentagono A, B,C, D, E, y ahora utilizamos el mismo argumento que en el caso
anterior.
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se puede inscribir hexdgonos regulares, y en consecuencia también tridngulos
equilateros.

A continuacién presentamos una version en el plano, a la manera de lo expuesto
en [3], de dos hechos que pueden ser enunciados con mayor generalidad (ver
por ejemplo [4], [5] 6 [9]). Estos son el lema de Blichféldt y el teorema de
Minkowski. Particularmente, el teorema de Minkowski es central en el estudio
de la geometria de ntimeros.

Fijemos un reticulo Zv@ Zw en el plano. En particular, siv = (1,0) y w = (0,1)
el correspondiente reticulo es Z2. En lo que sigue, nos referiremos a los puntos
del reticulo como puntos reticulares. La si-guiente figura ilustra como un mismo
reticulo puede ser generado por distintos pares de vectores

El drea del paralelogramo con vértices 0, v, w, v + w se llama discriminante del
reticulo. Es posible ver que los paralelogramos determinados por un par de
vectores que generen el reticulo, tienen todos la misma area (ver ejercicio i) al
final de estas notas).

Lema 3.4. (Blichféldt) Sea n > 0 un nidmero entero. Una figura F acotada de
drea § > n puede ser ubicada en el plano de modo que cubra al menos n + 1
puntos reticulares en 7.2.
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Demostracién: Dado (i,5) € Z?, consideremos los cuadrados dados por
Cij={(z,y)ri<z<i+lj<y<j+1}
El area de F resulta igual a la suma de las areas de las figuras dadas por

{(fmc,-j)(z',j) sio FNCiy #0
0

Fij = si ]-"ﬁCij =0

Todas las figuras F;; tienen area menor o igual a 1. Podemos descomponer el

N
\/

[
\/

cuadrado Cyg en regiones Rg, R1,..., R donde Ry es el conjunto de puntos
cubiertos por exactamente k de las F;;. Ahora las regiones Ry son disjuntas

2

1 1
0

1 1
2

dos a dos y si dg, d1, - .., d,, denotan sus respectivas dreas, tenemos

0 OXdp+1xd+---+mxdy,

< m(o+di+-+dn) <m
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Como § > n, se sigue que existe un punto (a,b) que es cubierto por al menos
n+ 1 de las figuras F;;, para estos pares (i,7), se tiene que los puntos

(a,b) + (i, 7)

son puntos en F. Si trasladamos la figura para que uno de estos puntos quede
sobre un punto reticular, entonces, todos los puntos (a,b) + (¢,7) indicados
anteriormente seran puntos reticulares. m

Nota: En el enunciado del lema, la hipdtesis que la figura considerada sea
acotada no es necesaria, se agrega para simplificar la demostracion. Es posible
mostrar que hay una parte acotada de la figura cuya area es mayor que n.

Una figura F es conveza si para cada par de puntos en F el segmento que los
une esta contenido en F.
El segmento que une dos puntos p y ¢ puede parametrizarse como:

p,al ={Ap+(1-X2)g:0<A<1}

Una figura F es simétrica cuando verifica que; si p € F, entonces —p € F.

Teorema 3.5. (Minkowski) Dado un reticulo R con discriminante A, cualquier
figura conveza y simétrica cuya drea sea mayor que 4A, contiene al menos un
punto reticular no nulo.

Demostracién: Sea
R =7Zv & Zw

La transformacién lineal ¢ : R? — R? dada por
¢ (o, f) = av + fw

es un isomorfismo que aplica Z? en R y su jacobiano es precisamente el dis-
criminante de R, es decir A. Sea G C R? la preimagen de F a través de ¢,
entonces

A X |G| = |F| > 4A

donde con las barras indicamos el area de la figura. Luego

IG| >4

;g:{;u:ueg}

Si definimos
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resulta . .
G| =- 1
‘29’ 1 |G| >

Por el lema de Blichféldt, %g puede desplazarse en el plano de modo que cubra
al menos dos puntos reticulares en Z2. En consecuencia, %.7-' , la imagen por ¢
de %g, puede desplazarse en el plano de modo que cubra al menos dos puntos
reticulares en R. Notemos estos dos puntos como

p=ipo+tr y q=1q+r

donde p,q € Ry po,qo0 € F. Se sigue que

1 1
074p—q=§po+§(—qo)€73

Por ser F simétrica, —qg € F, y p — q es el punto medio del segmento que une
Po con —qo, resulta p —qg € RN F pues F es convexa. m

Los problemas que siguen a continuacién ilustran aplicaciones del teorema de
Minkowski.

Problema 8. Todo numero primo de la forma 4k+1 es suma de dos cuadrados.

Si p es un primo de la forma 4k + 1, es conocido que —1 es residuo cuadratico
médulo p. Es decir, existe un entero a tal que a? + 1 es divisible por p. Una
demostracion de este hecho puede obtenerse usando el teorema de Wilson que
establece que

(p—1)!'=-1 ( mod p)

Por otra parte, si elegimos el sistema de restos 0,£1,+2,--- ,:I:%, tenemos

<p—1>!z(—1>”21((p;1)!)2 ( mod p)

siendo p de la forma 4k + 1, resulta (p — 1)! un residuo cuadrético.
Consideremos el reticulo R dado por

Z (p,0) ® Z(a,1)

donde a € Z es tal que a®+1 es divisible por p. El discriminante de este reticulo
es p. Si C es el circulo dado por

C={(z,y):2* +y* < 2p}

el area de C es
2pm > 4p
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Por el teorema de Minkowski, C contiene un punto reticular no nulo, es decir,
existe (n,m) # (0,0) tal que

0 < (np+ma)® +m? < 2p

Pero
(np + ma)® + m? = m? (a®>+1)=0 ( mod p)

De aqui que

p= (np+ma)2 +m?

Observacién: En forma similar al problema anterior, a partir de la version

general del teorema de Minkowski (ver [4], [5], [6] 6 [9]), se puede probar el
teorema de Langrange de los cuatro cuadrados que afirma que todo numero
natural es suma de cuatro cuadrados, por ejemplo

= 124+ 0% +0? +0?
7 22 412412412
30 = 52422412407

Este teorema, también conocido como la conjetura de Bachet, fue probado por
Lagrange en 1770. Usando propiedades bésicas de los niimeros cuaterniénicos,
el problema puede reducirse a ver que todo niimero primo positivo p es suma de
cuatro cuadrados. A tal fin serd necesario ademés establecer que —1 es suma
de dos cuadrados, médulo p (ver el ejercicio zv) al final de estas notas).
Asociados con las descomposiciones de un nimero natural en suma de cuadrados
podemos mencionar los siguientes teoremas debidos a Jacobi, (ver [1] 6 [7]).

Sea n un numero natural.

El niimero de pares enteros (p,q) tales que p* + q*> = n es igual a 4 veces la
diferencia entre el niumero de divisores de n congruentes con 1 mddulo 4 y el
numero de divisores de n congruentes con 3 maodulo 4.

El mimero de cuaternas enteras (p,q,r,s) tales que p> + ¢> + 1> + 8% = n es
igual a 8 veces la suma de todos los divisores de n que mo son congruentes con
0 maodulo 4.

Volviendo al teorema de Minkowski, si la figura considerada en él es ademds
compacta, o sea cerrada y acotada, la condicién sobre el area puede ser debili-
tada como se muestra a continuacion.
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Proposicion 3.6. Dado un reticulo R con discriminante A, cualquier figura
compacta convexa y simétrica cuya drea sea mayor o igual que 42, contiene al
menos un punto reticular no nulo.

Demostracion: Sea F la figura considerada. Para A > 1 considere-mos la
figura
Fr={ w:veF}

Es claro que F) es convexa y simétrica, ademas
|Fal =A% |F| > |F| > 4A

Por el teorema de Minkowski, F contiene un punto reticular no nulo.
Consideremos la sucesién de figuras dadas por

Fiiz n>1

Supongamos que 0 = (0, 0) sea el tinico punto reticular en F. En la regién dada
por
Fo—F

existe un conjunto finito vy, ve, ..., v, de puntos reticulares.

Dado que el area de F es mayor que cero, F no puede estar contenida en
una recta, en consecuencia F contiene dos vectores u y v que son linealmente
independientes, luego, por ser F convexa y simétrica, el paralelogramo con
vértices tu, +v estd incluido en F. De este hecho se sigue que si [ es una recta
que pasa por el origen, I N F # {0} y por ser esta interseccién un subconjunto
simétrico, convexo, cerrado y acotado de [, se tiene que existe un vector w # 0
en [ tal que

INF=[-w,w]

En particular, para las rectas I; = Ru;, (1 < i < k), encontraremos escalares \;
con 0 < \; <1y tales que

LNF= [7}\2"07;, /\Z’Ul] vy Ay ¢ F si A> N\

Si elegimos n € N tal que
1+ S < 1 Vi
n /\z ’
encontramos que
v & Frp 1, Vi

1 1
H (1 . ) || = (1 i ) Al < o
n n

pues
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Resulta entonces que 0 es el tinico punto reticular en F; 41, pero el drea de F; 41
es mayor que 4A, y esto contradice el teorema de Minkowski. En consecuencia
F contiene un punto reticular distinto de 0. m

Problema 9. Dados un numero real o y un numero entero n existen nimeros
enteros p y q tales que 0 < g <mn y

Consideremos la figura P dada por el interior del paralelogramo cerrado limitado
por las rectas

y—ax:%, y—ax:—%, r=n 'y x=-n

‘P es una figura convexa y simétrica y su area es 4. Por la proposicién 3.6 existe
un par (gq,p) # (0,0) en el reticulo Z? tal que

p—ag>i p-ag>-L1 q¢<n y ¢>-n
O sea

nlq|

Para concluir, observemos que, teniendo en cuenta la simetria de F, g puede
elegirse positivo.

Problema 10. Mostrar que si d € N y d no es un cuadrado perfecto, entonces
la ecuacion
—dy? =

tiene infinitas soluciones enteras.
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Supongamos que el par (m,n) sea una solucién entera de la ecuacién distinta
de (£1,0) y sin pérdida de generalidad asumamos que m > 0. Entonces de-
scomponemos

m? —n’d = (m—l—n\/g) (m—n\/g) =1

y si k € N, tenemos que
k k
(m—i—n\/g) (m—n\/@ =1
Pero entonces existen enteros my y ny tales que

k k
(ern\/g) :karnk\/ﬁ y (mfn\/ﬁ) :mkfnk\/g
de donde
mi —nid=1

La sucesién (my,ni) estd dada por la ley recursiva

[ mepr g | = [ my n’“]{g; rTrLL}

Si notamos con A a la matriz
m n
A= { dn m }
se tiene que A es inversible con determinante igual a 1 y la sucesién puede

reescribirse como
[m n ]Ak con k>0

Ahora, si para valores dos distintos de k los correspondientes elementos de esta
sucecién coincidieran, podriamos simplificar la identidad a una expresién del
tipo

[ m n ]Aj = [ m n }
para algiin entero j > 0. Esto significa que 1 debe ser valor propio de A7, pero
siendo los valores propios de A iguales a

m+vm2—1 y m—+vm?—-1

es decir el primero mayor que 1 y el segundo menor que 1, los valores propios
de A’ son precisamente

(m+vm2=1)" vy (m—vm>—1)
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siendo el primero mayor que 1 y el segundo menor que 1, lo que contradice
la, condicién que 1 sea valor propio de A7, luego la sucesién no tiene términos
repetidos.

Resta ver que hay al menos una solucién distinta de (%1, 0).

Usando el resultado del problema 9, para n = 1, existe un par (qo,po) € Z> tal
que

’(Jo\/a—po‘<1 y 0<qg <1

es claro que go es igual a 1y pg es la parte entera de v/d. Elijamos ahora ny € N
tal que

1

— < ‘QO\/CE - po‘

ni
y nuevamente usando el problema 9, tomemos un par (q,p1) € Z? tal que

‘ih\/g*pl’ < ,%1 y 0<qa<m

Ahora fijamos ny € N tal que

1

— < ‘fh\/& - pl‘

n2
y elegimos (g2, p2) € Z? tal que

na

‘Q2\/(§—Z72’<i y 0<g2<ny

continuando de esta manera obtenemos una sucesién (g;, p;) € Z? y una sucesion
n; € N tales que

L < \gvVd— p; qiVd —p;

MNi+1

< nil 0<q <n;
De estas desigualdades, encontramos que
1
|pi| < qi\/g+ o < ni\/g—k 1
1
y luego

@id —p?| = |giVd - pi| |g:Vd + p;

<i(2m\/g+1) <2Vd+1
e

3

Por otra parte, en la sucesion (g;, p;) todos los pares son distintos entre si dado
que los valores

fh\/a—]?i
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forman una sucesién estrictamente decreciente. Como la sucesiéon de enteros
p? — ¢?d estd acotada, debe haber una cantidad infinita de pares (g;, p;) tal que

P —dqid="k

para algin nimero entero k # 0. Entonces podemos elegir dos soluciones dis-
tintas (a, 8) y (7,9) de la ecuacién anterior tales que

a=y ( mod k) y B=d6 ( mod k)
Si denotamos
= (o 08) (1048
= (ay - B6d) + (By — ad) Vd
= p+ q\/&
tenemos que

p = ay—péd=a*>—p?d=0 ( mod k)
¢ = PBy—ad=Pa—af=0 ( mod k)

luego existen enteros m y n tales que
p=km y q=kn

y resulta

La ecuacién z? — dy?> = k es conocida como la ecuacion de Pell y fue tratada
por Lagrange usando fracciones continuas (ver [8]).

Finalizamos estas notas incluyendo en ellas las definiciones formales, en el es-
pacio R™, de algunos de los conceptos utilizados hasta aqui.

Consideremos R™ provisto con la métrica usual. Para x,y € R"™, con d(z,y)
denotaremos la distancia euclidea entre x e y dada por

d(z,y) = Z (zi — yi)2

i
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Dados Ay B, con A C B, dos subconjuntos de R", decimos que A es denso en
Bsidadosbe Bye >0y, existe a € A tal que d(a,b) <e.
Un subconjunto A de R™ se dice discreto si dado a € A, existe € > 0 tal que

AN{z eR":d(z,a) <e} ={a}

R™ con la suma usual es un grupo abeliano. Un subgrupo G de R™ se dira
subgrupo denso o subgrupo discreto si G es un conjunto denso o si es un conjunto
discreto. El rango de un subgrupo es la dimensién del subespacio generado por
sus elementos.

Finalmente, un reticulo es un subgrupo de rango n de la forma

R=Zvi DZvy @ --- O Zvy, (v; € R™)

siendo su discriminante el valor absoluto del determinante de la matriz que
tiene por filas a los vectores vy, va,...,v,. Los resultados vistos en el plano se
extienden en el ejercicio iv) y la consistencia de la definicién del discriminante
se plantea en el ejercicio iii).

4 Ejercicios propuestos

i) Sea H el subgrupo de R dado por

2n  4m 6k
H—{3+5+7.n,m,k€Z}

Decidir si ‘H es denso o discreto, de ser discreto expresarlo en la forma Zr.
i1) Dados los ntimeros racionales ¢, g2, - . ., ¢m v €l subgrupo de R definido por

H={nig1 +noga+ -+ npmqm : n; € Z}

Decidir si H es denso o discreto.

i11) Mostrar que el discriminante de un reticulo no depende de la base que lo
defina.

i) Considerando R™ con la suma de vectores y la norma euclidea, generalizar
la proposicién 3.2 y el teorema 3.3.

v) Mostrar que la interseccién de dos subgrupos es un grupo discreto si uno de
ellos lo es.

vi) {Qué poligonos regulares pueden inscribirse en el reticulo Z2?

vii) Si H es un subgrupo discreto del plano, mostrar que en un circulo dado
contiene a lo sumo un nimero finito de puntos de H. ;Es cierta esta afirmacién
si 'H no es subgrupo?
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viti) Si H es un subgrupo discreto del plano, mostrar que existen vectores u y
ven R? | tales que H = {nu+mv :n,m € Z}.

iz) Si £ es una recta por el origen R?, un subgrupo de L es discreto o denso. Si
se proyectan los puntos de coordenadas enteras sobre £ se obtiene un subgrupo
de L, jen qué casos es este subgrupo discreto y en qué casos es denso?

z) Si las asintotas de una hipérbola contienen cada una al menos dos puntos
de coordenadas enteras, mostrar que en la hipérbola hay a lo sumo un ntmero
finito de puntos con coordenadas enteras.

xi) ;Es cierto que si una de las asintotas de una hipérbola pasa por dos puntos
de coordenadas enteras, entonces ocurre lo mismo con la otra asintota?.

zii) Mostrar que la ecuacién

az? + 2bry +cy? =1

tiene un nimero finito de soluciones enteras si a, b son enteros y existe un nimero
natural n tal que n? = b? — ac.
ziii) Hallar las soluciones enteras de la ecuacién

zy+3x — 5y =75

xiv) Sea
Q (z,y) = ax® + 2bxy + cy?

una forma cuadratica positiva definida. Demostrar que

. 2 3
nin, {Q (m,n) #0} < %\/ ac—b
zv) Usando la versién general del teorema de Minkowski (ver [4], [5] 6 [9]) es
posible probar el teorema de los cuatro cuadrados:
a) Si dos nimeros naturales son suma de cuatro cuadrados, probar que el pro-
ducto de estos es suma de cuatro cuadrados.
b) Dado un ndmero primo p, probar que la ecuacién de congruencias

m?+n?=-1 ( mod p)

admite solucién (ver por ejemplo [2] 6 [5]).
¢) Sea p un nuimero primo y sean m y n soluciones de la ecuacién en b). Con-
siderando el reticulo de R*

RZZ(p,O,O,O)@Z(O,p,O,O)@Z(m,n,l,ﬂ)@Z(m,—n,O,l)

1) Mostrar que el discriminante de R es p?.

2) Probar que si (2,9, 2,t) € R entonces 2% +y? + 22 +t*=0 ( mod p).

3) Aplicar el teorema de Minkowski teniendo en cuenta la esfera centrada en el
origen cuyo radio es 2,/p.
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zvi) Sea z un complejo unitario, H = {z" : n € N}. Probar que H es denso en
los complejos unitarios 6 z es una raiz de la unidad .

avii) (Es denso {% tn,m € N} en los reales positivos?

aviii) Sean z1, ..., z, complejos unitarios. Mostrar que dado € > 0, existe un
nimero natural n tal que |27 — 1| <e Vi=1,2,...,n.

ziz) El conjunto de todas las raices de la unidad jes denso en los complejos
unitarios?

zz) Sea f(x) un polinomio ménico con coeficientes enteros tal que sus raices
son complejos unitarios. Probar que las raices de f(z) son raices de la unidad.
(Sugerencia: usar zviii)) y el siguiente hecho: si 21, ..., z, son las raices de f(x)
entonces para m € N el polinomio

—_ m
g(@) =[[@-=m
es ménico y con coeficientes enteros.
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