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Dos aplicaciones de las topologias analiticas *

Carlos Uzcéategui Aylwin

Resumen

Presentamos una breve descripcién de una clase especial de topologias
sobre conjuntos numerables y dos de sus aplicaciones recientes.

Dedicado a Carlos Di Prisco

1 Introduccién

Un subconjunto de un espacio métrico completo y separable (tales espacios son
llamados Polacos) es analitico si es la imagen continua de algiin subconjunto
Boreliano de un espacio Polaco. La clase de conjuntos analiticos, que claramente
contiene a la de los Borelianos, posee muy buenas propiedades. Por ejemplo,
los conjuntos analiticos son medibles respecto a cualquier medida de Borel;
tienen la propiedad de Baire y de Ramsey y si no son numerables, contienen un
subconjunto perfecto. Los ejemplos bien conocidos de conjuntos patoldgicos,
como los subconjuntos no medibles de R y los conjuntos Bernstein, no son
analiticos. Los conjuntos analiticos fueron definidos por Suslin a comienzos del
siglo XX, desde entonces sus propiedades estructurales han sido profundamente
analizadas y constituyen uno de los principales objetos de estudio de la teoria
descriptiva de conjuntos [5, 9, 14, 16].

En este trabajo mostraremos como se usan los conjuntos analiticos para es-
tudiar topologias sobre un conjunto numerable. Veamos primero cual es la idea
bésica. El conjunto de partes P(X) de un conjunto X se identifica con el espacio
producto {0,1}% a través de funciones caracteristicas y en consecuencia, si X
es numerable, P(X) es un espacio métrico completo y separable (homeomorfo
al conjunto de Cantor). Por esta razdn, si 7 es una topologia sobre X, podemos
identificar a 7 con un subconjunto de {0, 1} y asf tiene sentido preguntarse si 7
es, por ejemplo, un subconjunto Boreliano o analitico de {0,1}*. El estudio de
las topologias analiticas se inicié con los trabajos [20, 22] y ha mostrado tener
interesantes aplicaciones [21, 23, 25].

*Conferencia dictada en las XXI Jornadas de Matemticas de la AMV realizadas en la
UCOLA, Barquisimeto, del 10 al 13 de marzo de 2008.
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Por lo dicho antes, uno esperaria que un espacio topoldgico (X, 7) con 7
analitica no deberia ser patologico. Para ilustrar esta afirmacién analizaremos
una clase de topologias extremadamente patoldgicas: las topologias maximales.
Una topologia es mazimal si es maximal (respecto a la inclusién) en la familia de
topologias T3 sin puntos aislados. Mostraremos que ninguna topologia analitica
es maximal.

Una aplicacién reciente de las topologias analiticas tiene que ver con un prob-
lema planteado por Malykhin en 1978 sobre la metrizacién de grupos topolégicos.
Recordemos que un teorema clasico de Kakutani y Birkhoff afirma que todo
grupo topolégico primero numerable es metrizable. La pregunta de Malykhin
es si todo grupo topoldgico separable y Frechet es necesariamente metrizable.
Analizaremos las ideas usadas para demostrar que la respuesta es afirmativa
para grupos (numerables) con topologia analitica [21]. Un aspecto interesante
de la demostracién es que en ella se hace uso de la teoria de Ramsey, una rama
de la combinatoria que ha tenido recientemente un enorme desarrollo debido a
sus espectaculares aplicaciones [4, 19].

La teoria descriptiva de conjuntos, desde sus inicios, puso en evidencia
que los axiomas usuales de la teoria de conjuntos pueden decidir, en términos
generales, cualquier pregunta sobre los conjuntos analiticos. Por otra parte,
también ha mostrado que para responder preguntas sobre conjuntos arbitrar-
ios usualmente se requiere de axiomas extras [9, 14]. Este es un fenémeno que
ocurre con frecuencia y un ejemplo de ello es el problema planteado por Ma-
lykhin. Se sabe que esa pregunta no se puede responder a partir de los axiomas
usuales de la teorfa de conjuntos [13, 15]. Sin embargo, como ya lo hemos dicho,
tiene respuesta afirmativa si la topologia del grupo es analitica.

2 La jerarquia Boreliana y proyectiva

Los conjuntos Borelianos de un espacio topoldgico X se definen como la menor
o-dlgebra que contiene a los abiertos. Los Borelianos se pueden definir re-
cursivamente comenzando por los abiertos y usando las operaciones de tomar
intersecciones y uniones numerables y complementos. Con este procedimiento
se obtiene una jerarquia de longitud w; (el primer ordinal no numerable) que se
denota por X9 y IT? para a < w;. Se tiene entonces que los Borelianos son los
conjuntos pertenecientes a (J,,, 39 (o equivalentemente, a Uncw, ).

Los conjuntos analiticos de un espacio Polaco X se definen como las imégenes
continuas de los Borelianos de algin espacio Polaco Y; de hecho, sin pérdida
de generalidad, Y se puede tomar como el espacio de los irracionales R\ Q. Es
decir, un conjunto es analitico, si es la imagen continua de los irracionales. La
clase de los conjuntos analiticos se denotan por Xi. Sus complementos son los
conjuntos coanaliticos, denotados por IT}. Un famoso teorema debido a Suslin
afirma que la clase de los Borelianos es la interseccién de los analiticos y los
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coanaliticos, es decir, Al = X1 NTI} es la clase de los Borelianos. Finalmente,

tenemos los conjuntos proyectivos. Estos se definen recursivamente: Definimos

la clase 3}, ; como la coleccién de las imégenes continuas de conjuntos en I},

y la clase IT}, | son los complementos de conjuntos de la clase X} ;. En fin,
. . . 1 3

los conjuntos proyectivos son los conjuntos que pertenecen a (J,, X,,. Obsérvese

que U, =), = U, 0.

Abiertos F, Gso Borelianos Analiticos
0 0 0 1 1
21 22 23 e E1 E2
C - Al C c
0 0 1
H(lJ I, II; tre H% I1;
Cerrados Gs Fas Coanaliticos

3 Topologias analiticas

Sea X un conjunto numerable. Como dijéramos en la introduccién, el conjunto
de partes P(X) podemos dotarlo de una topologia de espacio Polaco identi-
ficandolo con el conjunto de Cantor 2% a través de funciones caracteristicas.

Definicién 3.1. Una topologia T sobre X es analitica, si 7 es un subconjunto
analitico de 2%.

La topologfa usual de Q es un subconjunto F,s de 22. Esto es una instancia
de un hecho general, la topologia de un espacio donde cada punto tiene una
base local numerable (en particular, los metrizables) es F,s [20]. Por otra
parte, no existe una topologia T} (i.e. donde cada punto es cerrado) distinta
de la discreta que sea un subconjunto G5 de 2% [20]. Si 7 es una topologia
sobre X, entonces su clausura 7 en 2% también es una topologia. La familia de
topologias cerradas corresponde a la colleccién de topologias Alexandroff, que
son aquellas topologias donde la interseccién arbitraria de conjuntos abiertos es
también abierto [20, 26]. Una generalizacién de estos resultados sobre topologias
cerradas se presenta en [24].

Aunque pudiera parecer que los espacios con topologia analitica no son faciles
de conseguir, el préoximo resultado nos indica que esto no es asi. Recordemos que
si Z es un espacio topoldgico, entonces Cj,(Z) (resp. Borel,(Z)) es el conjunto
de funciones continuas (resp. Borelianas) de Z en R con la topologia de la
convergencia puntual.
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Teorema 3.2. Sea T una topologia regular sobre X. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

(1) 7 es analitica.
(3) (X,7) es homeomorfo a un subespacio numerable de Cp(NY).

(4) (X,7) es homeomorfo a un subespacio numerable de Borely(Z), donde Z
es un espacio Polaco.

En resumen, podemos decir que un espacio analitico no es otra cosa que un
conjunto numerable de funciones borelianas con la topologia de la convergencia
puntual.

4 Topologias maximales

Una topologia sobre X es mazimal si es maximal entre las topologias 7T sin
puntos aislados sobre X. Una aplicacién directa del lema de Zorn garantiza
que existen topologias maximales Hausdorff. Sin embargo, obtener una que sea
regular requiere un esfuerzo considerable [6].

El siguiente teorema de van Douwen [6] caracteriza las topologias maximales
y muestra lo “extranas” o “patoldgicas” que son. Para enunciarlo necesita-
mos recordar algunas nociones. Un espacio es extremadamente disconexo si la
clausura de todo abierto es abierta; es nodec si todo conjunto nunca denso es
cerrado y es irresoluble si cada par de conjuntos densos tienen intersecciéon no
vacia. Recordemos que un conjunto es nunca denso si su clausura tiene interior
vacio.

Teorema 4.1. (van Douwen) Sea (X, 7) un espacio Ty sin puntos aislados. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

(a) T es mazimal.

(b) T es extremadamente disconexo, nodec y todo abierto no vacio es irreso-
luble.

Un ejemplo de espacio extremadamente disconexo es OGN, la compactificacién
de Stone-Cech de N. Los espacios métricos o localmente compactos sin puntos
aislados son resolubles. Los primeros ejemplos de espacios irresolubles se cons-
truyeron usando el lema de Zorn [1]. Recientemente se han desarrollado otros
métodos para construir espacios irresolubles y maximales [7, 8].

Comenzaremos mostrando que no existen espacios analiticos extremada-
mente disconexos (ver [21]). En particular, no existen espacios maximales cuya
topologia sea analitica, es decir, al imponer la condiciéon de analiticidad sobre
la topologia se evitan las patologias presentes en las topologias maximales.
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Teorema 4.2. Si X es Hausdorff, extremadamente disconexo y con topologia
analitica, entonces X es discreto.

Demostracion. Supongamos que X no es discreto y sea z € X un punto no
aislado de X. Fijemos una coleccién (O;);en de abiertos no vacios tales que
z & O, para todo i y ademés x € |J; O;. Definiremos a continuacién una familia
de subconjuntos de N.

AeT & z¢|]JOi
i€A
Entonces 7 es un ideal en N, es decir, es una colecciéon de subconjuntos de
N cerrada bajo uniones finitas y que contiene a todos los subconjuntos de sus
elementos. Ademds, 7 es un ideal propio pues N ¢ 7 y cada conjunto finito
pertenece a Z. Por otra parte, Z es analitico como subconjunto de {0, 1}". En
efecto, denotemos por 7 la topologia de X. Entonces

AcT & Ve2X[Ver&kazeV&(MiecA (VNOo;=0)).
Considere entonces el siguiente subconjunto de 2% x 2%X:
R={V,A)e2*x2N: Ver&azeV&(VicA) (VNO, =0}

El lector interesado podré verificar que R es un subconjunto analitico de 2% x
2N Como 7 es una proyeccién de R, entonces Z también es analitico. Para
concluir la demostracién probaremos que Z es un ideal maximal, esto provee
la contradicciéon buscada, pues es conocido que ningun ideal maximal propio
que contenga a todos los conjuntos finitos puede ser analitico (pues los ideal
maximales no tienen la propiedad de Baire, ver [9, 18]). Para mostrar que Z es
maximal, sea A C N. Queremos mostrar que A € 7 o (N\ A) € Z. Supongamos
que A ¢ Z, entonces x € |J;c4 Oi. Como X es extremadamente disconexo,
entonces V' = J;c 4 O; es abierto y claramente V' N (U;¢4 Oi) = 0. Por lo tanto
N\AeZ. |

El siguiente resultado indica que los espacios con topologia analitica son
“buenos” en el sentido que no son irresolubles (ver [25]).

Teorema 4.3. Todo espacio Ty con topologia analitica es resoluble.

La demostracion usa un resultado que vale la pena mencionar pues es una
herramienta importante en el estudio de las topologias analiticas. El resultado
que enunciamos a continuacién es una reformulacién de un conocido teorema de
Jalali-Naini y Talagrand (una demostracién del mismo se puede leer en [18]).

Teorema 4.4. Sea X un espacio Ty con topologia analitica, A C X y x un
punto de acumulacion de A con x & A. Entonces existe una particion A, de A
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en conjuntos finitos tal que para todo I C N infinito

T € UA”'

nel

Regresemos a nuestra discusién sobre las topologias maximales. Ya hemos
visto que no existen topologias analiticas que sean extremadamente disconexas
o irresolubles, nos queda entonces por analizar lo que ocurre con las topologias
nodec. En este caso la situacién es diferente, pues es facil construir ejemplos de
espacios nodec analiticos. Sea X un espacio topoldgico. La siguiente coleccién
es una topologia mas fina que 7:

7“={V\N: Ver y N es t-nunca denso}.

No es dificil mostrar que esta topologia es nodec. Por ejemplo, para X = Q con
la topologia usual se tiene que 7 es Borel. Pero 7 no es regular, a menos que
7 ya fuera nodec y regular (ver [17]). No obstante, si existen espacios regulares,
nodec con topologia analitica, pero su construccién es més elaborada (ver [25]).

5 Un problema sobre metrizabilidad de grupos
topologicos

Todos lo espacios considerados en esta seccion se supondran Hausdorff. Comen-
zamos recordando un resultado clasico.

Teorema 5.1. (Kakutani-Birkhoff, 1936) Todo grupo topoldgico primero nu-
merable es metrizable.

Una pregunta que ha recibido bastante atencién es hasta que punto se puede
debilitar la hipétesis de primero numerabilidad [13, 15]. Recordemos que un
espacio es Frechet si para todo A C X y todo x € A existe una sucesion (z,,),
en A que converge a x. Tenemos entonces que

Metrizable = 1¢7° numerable = Frechet.
En 1978 Malykhin planteé la siguiente pregunta:
Pregunta: ;Es todo grupo separable y Frechet necesariamente metrizable?

Antes de analizar esta pregunta veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 5.2. Sea Y un conjunto. El espacio {0,1}Y es el espacio producto con
{0,1} discreto. La operacion de grupo producto en {0,1}Y lo convierte en un
grupo topoldgico. Si vemos cada elemento de {0,1}Y como funcion carasteristica
de un subconjunto de Y, entonces la operacion de grupo en {0,1}Y es simple-
mente la diferencia simétrica.
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(a) {0,1}N es metrizable (es homeomorfo al conjunto de Cantor).

(b) El grupo {0,1}*1 es separable (donde wy es el primer cardinal no numer-
able). Recordemos que la separabilidad es un propiedad que se preserva
bajo productos de tamario a lo sumo 28° pero no es una propiedad heredi-

taria. Sin embargo, {0,1}*' no es metrizable pues no es primero numer-
able.

(c) Ahora consideremos el siguiente subgrupo de {0,1}*1:

G={fe{0,1}*: {Bew: f(B) =1} <R}

G corresponde a la coleccion de subconjuntos numerables de wy. Entonces
G es un grupo Frechet que no es ni primero numerable ni separable [15].

El ejemplo dado en el apartado (¢) nos indica que la hipdtesis de separa-
bilidad en la pregunta de Malykhin es necesaria. Por otra parte, se tienen los
siguientes resultados (ver [15]):

(i) (Malykhin, 1978) Suponiendo el axioma de Martin y la negacién de la
hipétesis del continuo, existe un subgrupo numerable de {0,1}** que es
Frechet y no es metrizable.

(ii) (Shibakov, 1999) Suponiendo la hipdtesis del continuo, existen grupos
Frechet numerables que no son metrizables.

El axioma de Martin es uno de los axiomas méas utilizado como posible
extension de ZFC (los axiomas usuales de la teoria de conjuntos) [10]. Los
resultados anteriores dicen que la pregunta de Malykhin no se puede responder
en ZFC. A pesar de estos resultados negativos, el siguiente teorema ([21]) se
prueba en ZFC.

Teorema 5.3. Un grupo topoldgico numerable es metrizable si, y solo si, es
Frechet y su topologia es analitica.

Maés adelante presentaremos los elementos cruciales de la demostracién de
este teorema. El siguiente resultado es una generalizacién a grupos separables.

Teorema 5.4. Sea G un grupo topoldgico separable. G es metrizable si, y sélo
si, satisface las siguientes condiciones:

(i) G es Frechet.

(i1) G induce una topologia analitica sobre un subgrupo numerable y denso de

G.
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Demostracion. Ya hemos dicho que todo espacio numerable que sea primero
numerable (en particular, los métricos) tiene una topologfa analitica. Por otra
parte, la metrizabilidad es hereditaria e implica la propiedad de ser Frechet. Por
todo esto, sélo una direccién del teorema requiere demostracién. Mostraremos
que si G es un grupo Frechet y tiene un subgrupo numerable y denso cuya
topologia relativa es analitica, entonces G es metrizable.

Supongamos entonces que G es Frechet y que H es un subgrupo numerable
y denso en G tal que la topologia relativa de H es analitica. Por el teorema 5.3
tenemos que H es metrizable, por ser un grupo Frechet y analitico. Para ver que
G también es metrizable, basta mostrar (por el teorema de Kakutani-Birkhoft)
que G es primero numerable. De hecho, por ser un grupo topolégico, basta
mostrar que G es primero numerable en el elemento identidad e de G. Como H
es metrizable, podemos fijar una base local numerable (V,,),, de e en H. Defina
U, = intg(clg(Vy)). Entonces (U, ), es una base local de e en G. O

Para terminar esta seccién, introduciremos otra nocién, crucial para la de-
mostracién del teorema 5.3, que se ubica entre la de primero numerabilidad y
la propiedad de ser Frechet.

Un filtro sobre un conjunto Y es una colecciéon U de subconjuntos de Y que
satisface las siguientes condiciones: (i) Para todo A, B subconjuntos de Y, si
AC By A€lU,entonces B € U, (ii) U es cerrado bajo intersecciones y (iii)
() & U. Para nuestra discusion, el ejemplo mds importante de filtro es el filtro
de vecindades N de un punto z en un espacio topoldgico X que se define a
continuacion.

Ny ={A\{z}: z€int(A) y A C X}

Diremos que un filtro U sobre Y es un wultrafiltro si satisface que para todo
A C X, setieneque A €U o (Y\A) € U. Los ultrafiltros son objetos complejos,
su existencia se demuestra usando el lema de Zorn, pues un ultrafiltro es un filtro
maximal respecto a la inclusion.

Sea X un espacio topolégico, diremos que un filtro U sobre X \ {z} converge
az, si N CU. Cuando U es un ultrafiltro, esto es equivalente a decir que
x € A para todo A € U.

Se dice que un espacio X es bisecuencial en un punto x [12] (que supon-
dremos no es aislado), si para todo ultrafiltro & que converge a z, existe una
sucesion de conjuntos A, € U tal que toda vecindad de x contiene alguno de los
conjuntos A,. La diferencia con el concepto de primero numerabilidad es que
los conjuntos A,, en general, no pertenecen a A,. Observemos también que
si « admite una base local numerable (V},),, entonces tomando A, =V, \ {z}
obtenemos que X es bisecuencial en x. Es decir, primero numerabilidad implica
bisecuencialidad. El siguiente resultado indica que para grupos topoldgicos es-
tos conceptos son equivalentes [13]. Un espacio se dice que es bisecuencial, si es
bisecuencial en todo punto.
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Teorema 5.5. (Arkhangeliski-Malykhin). Todo grupo bisecuencial es primero
numerable y en consecuencia metrizable.

En vista de este resultado, la estrategia para mostrar que un grupo numer-
able y Frechet es metrizable consiste en mostrar que es bisecuencial. Esto sin
embargo no es facil y requerird traducir bisecuencialidad a una propiedad de
caracter combinatorio que veremos en la proxima seccion.

Para ilustrar el significado de la bisecuencialidad, mostraremos que los es-
pacios bisecuenciales son Frechet. De hecho, mostraremos una propiedad mas
fuerte.

Proposicion 5.6. Sea X bisecuencial en un punto x. Supongamos que A,, C X
es una sucesion decreciente de conjuntos tales que x € A, \ A, para todon € N.
Entonces, existe un conjunto A C X tal que v € A y A\ A, es finito para todo
n € N. En particular, X es Frechet en x.

Demostracion. Sea A,, n € N como en la hipétesis. Observe que la familia
A =N, U{A, : n €N} tiene la propiedad de la interseccién finita (es decir, la
intereseccién de cualquier coleccién finita de elementos de A no es vacia). Por
lo tanto, existe un ultrafiltro & que extiende a A. Por la bisecuencialidad de X,
existe una sucesién (By,),, con cada B,, € U tal que toda vecindad de = contiene
alguno de los B,,. Para cada n € N, escoja =, € By N---N B, N A, y observe
que (x,), converge a x. Para concluir el argumento, tome A = {x,, : n € N}.
Finalmente, para obtener que X es Frechet en x basta usar una sucesién (4,),
constante. O

En resumen, tenemos que

Metrizable = 1¢"° numerable = Bisecuencial = Frechet.

6 La teoria de Ramsey y los espacios bisecuenciales

Una caracteristica interesante de la demostracién del teorema 5.3 es que hace
uso de herramientas provenientes de la teoria de Ramsey. En esta seccién pre-
sentaremos de manera sucinta algunas de esas herramientas y referimos al lector
a los trabajos [2, 3, 4, 19] donde encontrard més informacién sobre esta fasci-
nante area de la combinatoria.

La teoria de Ramsey debe su nombre a un teorema de Frank Ramsey pub-
licado en 1930 sobre particiones de pares de elementos de un conjuntos. Deno-
taremos por X2 a la coleccién de subconjuntos de X con dos elementos.

Teorema 6.1. (Ramsey) Supongamos que Ay y Ay son disjuntos y ademds
NE = Ay U A;.

Entonces existe M C N infinito tal que MP C A; para algin i.
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Ahora enunciaremos un generalizaciéon del teorema de Ramsey sobre parti-
ciones de la familia de subconjuntos infinitos.

Denotaremos por X[ a la coleccién de subconjuntos infinitos de X. No es
dificil convencerse que NI* se puede ver como un subconjunto Gs del espacio
de {0,1}" y por consiguiente (por un resultado cldsico [9]) es un espacio Polaco.
Diremos que un subconjunto A de N[l es analitico, si lo es respecto a esa
topologia.

Teorema 6.2. (Galvin-Prikry, Silver) Sean Aoy y Ay disjuntos tales que
N[OO] =AgUA,;.

Suponga Agy es analitico. Entonces, existe M infinito tal que M C A; para
algun 1.

Un subconjunto A de NI*®! de dice que es Ramsey si existe M infinito tal
que Ml € Ao M N A= 0. Asi que el teorema anterior afirma que los
conjuntos analiticos son Ramsey. Usando el axioma de la eleccién se puede
construir un conjunto que no es Ramsey, en otras palabras, la conclusion del
teorema anterior no es valida si los pedazos A; de la particién son arbitrarios.

Para ver como se usa esta herramienta de la teoria de Ramsey necesitamos
introducir otros conceptos que han resultado ser interesantes por si mismos.

Diremos que una coleccién H C NI*®! es un coideal si satisface las siguientes
condiciones:

(i) SiBC Ay B € H, entonces A € H.
(ii) Si AUB € H, entonces A€ Ho B € H.
El ejemplo tipico de coideal es el siguiente:

Ejemplo 6.3. Sea (x,), una sucesion en un espacio topoldgico Hausdorff y x
un punto de acumulacidon de (xy), con x # x, para todo n € N. Definimos

H, ={ACN: ze{x,: necA}}.

Entonces H, es un coideal. La siguiente simple observacion indica la relevancia
de la teoria Ramsey para estudiar convergencia de sucestones. Para M C N se
cumple que

(xn)nem — 2 & [M]*® CH,.

Ahora definiremos el tipo de coideales que jugaran un papel fundamental
en todo lo que sigue. Diremos que un coideal H es selectivo si cumple con las
siguientes condiciones:

(i) Para todo sucesién decreciente (A,), C H existe B € H tal que A4,, \ B
es finito para todo n € N.
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(i) Para todo A € H y cada particién A = |J,, F,, de A en conjuntos finitos y
disjuntos, existe B € H con BC Ay |[BNF,| <1 para todon € N.

Es fécil verificar que NI*®! es un coideal selectivo. Los coideales selectivos
fueron descubiertos por Mathias [11] y son objetos matematicos dificiles de
obtener. En [19] usando los trabajos de Rosenthal se presenta el ejemplo sigu-
iente. Suponga que K es un subconjunto compacto, infinito y separable de
Borel,(X) donde X es Polaco. Fijemos una enumeracién (), de algin sub-
conjunto numerable y denso de K. Entonces para cada z € K (no aislado)
el coideal H, (definido en 6.3) es selectivo. El lector interesado en saber mds
acerca de los coideales selectivos puede consultar [18, 19].

La clave para la demostracion del teorema 5.3 es que, bajo ciertas condi-
ciones, el concepto de coideal selectivo es equivalente al de bisecuencialidad.

Teorema 6.4. Sea X un espacio topolégico y v € X. Suponga que X es
bisecuencial en x. Entonces el coideal H, es selectivo.

Demostracion. Notemos que la Proposicion 5.6 nos asegura que H, satisface la
propiedad (i) de la definicién de coideal selectivo. Sélo resta verificar la parte
(ii) de la definicién. Sea A C X tal que x € A y (Fk)x una particién de A en
pedazos finitos. Por la Proposiciion 5.6, X es Frechet en x, por lo tanto existe
(zn)n una sucesién en A convergente a . Como cada Fj es finito, podemos
hallar una subsucesién (z,,); tal que cada Fj, tiene a lo sumo un elemento de
la subsucesién. Entonces B = {z,, : i € N} satisface la conclusién en (ii). O

Teorema 6.5. Todo coideal selectivo y coanalitico es de la forma H, para algin
espacio X bisecuencial en x.

Demostracion. Sea H un coideal selectivo y coanalitico. Sea X = N U {oo}.
La topologia sobre X la definimos declarando aislados los elementos de N y las
vencidandes de oo vienen dadas por los conjuntos en N> \ H. Es inmediato
verificar que H = H,,. Para ver que X es bisecuencial en oo, fijemos un
ultrafiltro U sobre X que converge a oo, esto dice que U C H.

Necesitamos una variante de la Teorfa de Ramsey. El conjunto NI<¢! est4
ordenado por extensién final C. Un drbol T en NI<“l es un conjunto C-cerrado
hacia abajo. Dado un arbol T definimos el cuerpo del arbol de la siguiente
manera:

[T]={AeN>": An{0,---,n} € T para todo n € N}.
Un U-4rbol es un arbol T' sobre NI<¢! con la siguiente propiedad:
{n:tu{n}} el

para todo t € T. La clave para completar la demostracién de que H es bise-
cuencial es el siguiente resultado.
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Lema 6.6. [19] Para toda subconjunto analitico A de NIl existe un U-drbol
tal que

[T]CA o [T]NA=0.

Como H es coanalitico, entonces por el lema anterior existe un U/-arbol T tal
que [T] C H o [T]N'H = ). Mostraremos que necesariamente se da la primera
alternativa. En efecto, basta ver que [T] N'H # (). Para esto, considere los
siguiente conjuntos

Ai={neN: tu{n} eT}

para t € T. De la definicién de U-drbol se tiene que A; € U y por consiguiente
A; € H. Por ser H selectivo, existe B C N en H tal que B/ max(t) C A; para
todo ¢t C B finito, es decir, B € [T.

Tenemos entonces que [T] € H. Es fécil ver que si E C N es tal que
ENA; # 0 para todo t € T, entonces F contiene un conjunto en [T] y por
lo tanto E € H. Esto dice que la coleccion A; con t € T genera el filtro de
vecindades de co. O

Para concluir daremos un bosquejo de la demostracién del teorema 5.3.

Sea G un grupo topoldgico numerable Frechet con topologia analitica. Fi-
jemos x € G. Queremos mostrar que G es bisecuencial en x. Es claro que
podemos suponer que x no es aislado, si lo fuera, entonces G seria discreto.
Sea (), una enumeracién de G \ {z} y considere el coideal H, definido en el
ejemplo 6.3. Por el teorema 6.5 basta mostrar que H, es selectivo y coanalitico.

(a) El coideal H,, es coanalitico. Denotemos por 7 la topologia de G. Tenemos
que
AdH, & V[Ver&kaeeV&VneA(z,¢V).

De aqui no es dificil verificar que el complemento de H, es analitico por
ser la proyeccion de un conjunto analitico.

(b) H. es selectivo. Verificaremos sélo la parte (ii) de la definicién de coideal
selectivo y para la parte (i) referimos al lector a [21]. Sea A C G tal que
x € Ay (F)) una particién de A en pedazos finitos. Como G es Frechet,
un argumento similar al usado en la demostracién del teorema 6.4 muestra
lo deseado.
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