Hp(t)) =i h 2|y (t))

Erwin Rudolf Josef Alexander Schridinger (1887 - 1961)
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Comenzamos el segundo numero del volumen XVI de nuestro Boletin, co-
rrespondiente al afio 2009, con nuestra seccién de articulos. El primero de ellos
es de Saul Buitrago y Raul Manzanilla, “A fase IMFES formulation for solving
1D three-fase black-oil equations”, en el cual nos presentan una nueva propuesta
para resolver las ecuaciones de flujo que gobiernan el modelo de tres fases de
petréleo en medios porosos. A seguir Muhafzan resuelve la version singular del
problema de control LQ estdndar en su trabajo, “SDF approach for solving
LQ control problem subject to implicit system”; cerramos esta seccién con el
articulo, “Operador de Gram asociado al operador de Schrodinger con potencial
puntual”, de Vladimir Strauss y Javier Villamizar donde calculan el operador de
Gram asociado a una forma bilineal generada por un particular tipo de operador
definido sobre un cierto espacio de Sobolev. A continuacién Lucio Berrone nos
resena sobre “La correspondencia entre Beppo Levi y Mischa Cotlar”.

Beppo Levi (1875-1961) estudié en la Universidad de Turin, donde se doc-
toré en matematicas a los 21 anos. Fue uno de los ilustres mateméaticos de
finales del siglo XIX y principios del siglo XX. Trabajé con Giuseppe Peano
y con Vito Volterra. Publicé numerosos articulos y libros sobre temas de ma-
temadtica, fisica, historia y didédctica. Italia le reconocié su contribucion cientifica
nombrandolo miembro de las Academias de Bolonia y Dei Lincei. En 1938, por
ser judio, fué expulsado de la universidad. El decano de la Facultad de Cien-
cias Matematicas, Fisico-Quimicas y Naturales de Rosario, Argentina, Ingeniero
Cortés Pla, en 1939, lo invité a trasladarse al pais y cred, para él, el Instituto
de Matematica de dicha facultad en la Universidad Nacional de Rosario, donde
trabajé desde 1939 hasta el ano 1961. En homenaje a su memoria ese instituto
lleva, hoy, su nombre.

En la encomiable labor desempeniada por Beppo Levi en Rosario destaca,
también, la fundacién, en 1940, de Mathematicae Notae, primera revista de
matematica de Argentina, y Publicaciones del Instituto de Matematica. Es pre-
cisamente en Publicaciones donde aparecen dos de los primeros trabajos de
Mischa Cotlar(1936-2006) y cuya gestacién es analizada por Berrone.

En la seccién de Informacion nacional presentamos un obituario dedicado a
la memoria de nuestro colega y amigo Diomedes Bércenas (1919-2009). Rafael
Sanchez en su acostumbrada Esquina olimpica nos comenta sobre los 50 afios
de actividad de La olimpiada internacional de mateméticas (IMO, por sus si-
glas en inglés) celebrados, en julio del 2009, en Alemania y del desempeno de
la delegacion venezolana en la XI Olimpiada Matematica de Centroamérica y
El Caribe (OMCC), y en la XXIV Olimpiada Iberoamericana de Matematicas
(OIM). Nuestras felicitaciones para Mauricio Marcano y Carmela Acevedo que
obtuvieron Mencién honorifica en la OMCC, y a Carlos Lamas, Medalla de
bronce, y a Edenys Hernao, Mencién honorifica, ambos logros conseguidos en
la OIM. Ademaés incluimos, en esta seccién, el segundo anuncio sobre XXIIT
Jornadas Venezolanas de Matematicas a realizarse en la sede de la Universidad
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Simén Bolivar, en Caracas, el préximo mes de abril.

Finalmente, expresamos nuestro agradecimiento a los colegas que, gracias a
su colaboracién, han hecho posible la ediciéon del volumen XVI, 2009, de este
Boletin

Oswaldo Araujo G.
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A FAST IMFES FORMULATION FOR
SOLVING 1D THREE-PHASE BLACK-OIL
EQUATIONS

Saul Buitrago and Rail Manzanilla

Abstract. A new approach for solving the flux equations govern-
ing a three-phase black-oil model in porous media is proposed. The
approach consists of solving the total flux implicitly and the satu-
rations explicitly. This formulation avoids solving a costly second
order differential equation in pressure. In the proposed approach,
the total flux is expressed as an asymptotic expansion of ascending
powers of the total fluid compressibility. Contributions to the to-
tal flux are obtained from solving first order differential equations
(gradient and divergence operators). Discretizing these operators
by finite differences, the resulting linear system coeflicients are fixed
during the whole simulation.

Resumen. Se propone nuevo enfoque para la soluciéon de las ecua-
ciones de flujo que gobiernan el modelo de tres fases de petréleo en
medios porosos. El enfoque consiste en resolver el total de flujo de
forma implicita y la saturacion de forma explicita. De esta forma
se evita la solucién de una costosa ecuacién diferencial de segundo
orden en la presion. En el enfoque propuesto, el flujo total se ex-
presa como una expansion asintética de potencias crecientes de la
compresibilidad total del fluido. Las contribuciones al flujo total
se obtienen de la resolucién de ecuaciones diferenciales de primer
orden (los operadores gradiente y divergencia). Discretizando los
operadores por diferencias finitas, resulta en un sistema lineal de
coeficientes fijos durante toda la simulacién.

1 Introduction

Nowadays, there is an increasing demand for performing fast reservoir simula-
tion studies. This has been mainly driven by the need to model larger reservoirs
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(consisting of millions of gridblocks) and to perform as many realizations as pos-
sible in order to quantify the uncertainty associated to the exploitation plans
(see [1,3,4,8,9]). Parallel computing strategies have been an important vehicle
to achieve this goal. On the other hand, new numerical paradigms may provide
an alternative solution to this problem. An approach for solving the flux in
porous media equations governing a three-phase black-oil model is proposed.
The approach consists of solving the total flux implicitly and the saturations
explicitly. Pressures are then computed directly from the total flux without
incurring in a significant additional cost. In contrast to more conventional ap-
proaches (see [1,2,3,4]), this formulation avoids solving a costly second order
differential equation in pressure. Compared to streamline codes, this formula-
tion includes solubility of gas, gravity and capillary pressures. In fact, solutions
are not restricted to lower dimensional domains (streamtubes). In the proposed
approach, the total flux is expressed as an asymptotic expansion of ascending
powers of the total fluid compressibility. Contributions to the total flux are
obtained from solving first order differential equations (gradient and divergence
operators). Discretizing these operators by finite differences, the resulting li-
near system coefficients are fixed during the whole simulation. The method
is amenable for carrying out only one matrix factorization at the beginning of
the simulation, allowing to reduce the number of floating point operations for
solving the associated linear system in each time step.

2 The fluid flow equations

Darcy’s law states that the volumetric flow rate @@ of a homogeneous fluid
through a porous medium is proportional to the pressure (or hydraulic gra-
dient) and to the cross-sectional area A normal to the direction of flow and
inversely proportional to the viscosity p of the fluid (see [1,2,3,4]). The law
defines a concept of permeability K of the rock, which quantifies the ability of
the rock to transmit fluid. We can write the superficial fluid velocity of the
phase [ (Darcy velocity u;) with [ = o,w, g (oil, water and gas respetively) by

K. 0P

= K, a. > 1
u o (1)

where P is the fluid pressure for phase [ in psi, y; is the viscosity of phase [ in
cp, K, is the relative permeability of phase [ between 0 and 1, and K, is an
absolute permeability in units of milidarcies (length squared).

The mathematical models for displacement process (1 dimensional 3 phases)
considered in this work, equations (2) below, are partial differential equations
of convection-diffusion type, under the asumption of no gas solubility in water
(i.e. Rgp =0).
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That is,
SolKa(G 5] - 2 = 652 (24)
S lEa(G T - e — S o3 (2)
S E G2 + R (G T = 1 = Sio(Z+ ROl (20)

with the mobility of the phase i \; = K,.;/u;, for i = o, w, g.

The system (2) is taken to hold over a bounded domain €, representing a
reservoir or part of a reservoir, through a time interval [0,7]. The equations
(2A-2C) are coupled via the constraints

So+ Sw+ Sy = 1, (2D)

Peow = P,— P, and P.,, = Py— P, (2E)

where S;, i = 0, w, g are saturations for each phase, P, and P, the oil-water
and gas-oil capillary pressures, respectively.

Phase densities are related to formation volume factors and gas solubilities by

1

Po = B [posc +Rsopgsc] y (2F)
o
prC
w = ) 2G
p B, (26G)
Pgsc
= g% 2H
pg Bg ( )

The system (2) requires boundary and initial conditions. In reservoir modeling,
the usual boundary conditions are no-flow, representing an axis of simmetry or
an impermeable boundary, or constant pressure, applicable when the reservoir
is repressurized at the boundary during depletion, say by an aquifer.

The oil, water, gas and rock compressibilities are defined as

1 9B, | By ORs

“ = "B, op, " B, 0P, (21)
1 8B,

Cyw = _ETR7 (2J)
1 OB

¢ = —2-20s (2K)

B, 0P,
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1 0¢
= o 2L
and the total compressibility
ct = Cp +CoS0 + CwSuw +¢gSy . (2M)

Definition 1: From the diffusion terms from equations (2A) to (2C), let define
L,, L, and L, for the oil, water and gas fases as follows

0 X OP, . A\ 0P,
Lo = el gy b L = 5l ), )
_ 9 (299
Ly = 5K (G52 3)

Observation: The oil, water and gas fluid velocities, according to equations
(1), (2E) and the definitions of A,, A, and Ay, can be rewritten as follows

K,, OP, OP,
_ K 0 o :K o 4A
uO xr MO 8x xr AO ax ) ( )
Krw an o an _ aPo 6Pcow
we = Ko S e Ty s M I m T UB)
K,, OP, 0P, 0P, OP,
= K, — 9 K, A\, =2 =K, \ 2+ . 4
Hg pg Oz T ox 9[895 + or ] (4C)

Lemma 1: L,, L, and L, can be expressed in function of u,, u,, and u, the
oil, water and gas fluid velocities respectively, by

a1 o 1 o 1 Rs,
o %[EUOL w %[Euw]; g = %[Fyﬂg+37ouo] . (5)

Proof: it follows easily from (3), (1) and the definition of phase mobility A;. ©
Definition 2: Let define the total flow velocity u; by

Up = Ug + Uy + Ug (6)
where u,, u,, and u, are the oil, water and gas fluid velocities respectively.
Definition 3: Let define the total mobility A; by

>\t = )\o + /\w + /\g (7)
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where A,, A, and Ay are the oil, water and gas fluid mobilities repectively.

Lemma 2: The total flow velocity u; can be expressed as

8PO 6cho aPcow
= F 24y v T - Aw .
up = Kyl o + K. (Ng o o ) (8)

Proof: it follows easily from the definition of the total velocity wu, the total
mobility \; and equations (4). ¢

Lemma 3: The oil pressure gradient % can be expressed as
OP, 1. OP, OP,
° = —K, — Ko (\—=22 — N\, —21)] . 9
ox At [ (Ag ox ox ) ©)

Proof: Equation (9) for the oil pressure gradiente follows directly from (8). ¢

Lemma 4: The u,, u,, and u, oil, water and gas fluid velocities respectively
can be expressed as

Ao

Uy = — U+ Coq + Cow 5 (10)
)\t )
Aw

Uy = U+ ng - Cow ) (11)
At
>\g

Ug = Tt'l.l/t - ng - Cog s (12)

where Cyq, Coyy and Cy,4 group the capilarity terms.
Proof: Replacing (9) in (4A), (4B) and (4C), and after some calculations follows
equations (10), (11) and (12) respectively by setting

AoAg OP, Aoy OP,
= K o9 cgo o = Ka: o \w cow ,
Cog "N o 0 © X O
AwA OP, P,
g = Kr wRg cgo cow '
Cug W ( Or Or ).©

Lemma 5: The oil pressure gradient can be expressed as a function of the total
flow velocity u; and the total mobility A; by
or, 1
or - >\t

K us + T, (13A4)

where T" depends on Cog, Cow, Cug, Ao, Aw and Ag.
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Proof: From equation (9), the oil pressure gradient yields (13A) with

1 1 1
T= W (E[AwC’og + AgCow + AoClug| + Tg[)chog + AgCow — AoCluygl),
(13B)
using the definitions for Cyg, Cyyy and Cyg from Lemma 4. ©
Definition 4: Let define c; the total fluid compressibility as follows
Cf=Co+Cy+cy. (14)

Lemma 6: Using the definitions of L,, L., y Lg, the linear combination (B, —
RsBg)L, + By Ly + ByLg becomes

(Bo — ReoBg) Lo + BulLuy + ByLy =

2u —&-ic 8 K_1u2+[Km_10 B +£C Balue +Tep B (154)
6$t )\tgf)\zt >\th )‘tf)\t e
with
Co Cy Cg
Qo = —, Oy = —, OQg=—,
cf Cf Cf

ﬁ)\ = Ao + Ay + /\gag ;
ﬁC = ao(cog + Cow) + aw(ng - Cow) - ag(cwg + Cog) .

Proof: Using the definitions for L,, L, y Lg, given in (5), and the definition of
the total velocity s, then

(Bo - RsoBg)Lo + BwLw + Bng =

Quyg 0.1 0.1 0.1 B, 0Rg,
%Jr o%[E]UO+BU;%[E]UU,+Bg%[§g]ug+auo 9

From the fact B;, ¢ = 0,w, g, and Ry, are functions of P,,

90,1 9B 1 0B R,
ox'B;;  B? 0r  B? 0P, Or

and introducing the definitions of the fluid compressibilities equations (2I) to
(2K), the following expresion arises

ow OP, . 0P, 0P,

(Bo — RuoBy) Lo+ BuLu + ByLy = — -
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Using equation (13A) for the oil pressure gradient and the equations (10), (11)
and (12) for u,, u, and uy respectively

0 1
il + —(AoCo + Awew + )\gcg)Kz_lu?

(BO - RSO‘BQ)LO + ByLy + Bng = % >\t2

-1

KCE
+[Tt(00(cog + Cow) + CW(ng - Cow) + Cg(_cwg - COQ)

T
—|—)\—t (AoCoFAuwCuwtAgcy)ut+T(co(Cog+Cow)+Cuw(Cug—Cow)+cg(—Cug—Cog))-

Introducing the definitions for a,, o, ag, By and B¢, in addition to definition
4 for cy, follows

(B, — ReoBy) Lo + ByLy + ByL, =
—1

1 _ K; T
+ch5)\Km lu%"_[ \ CfBC"‘/\*Cfﬂ)\]Ut-i-TCfﬁc . 0
t t t

Ouy
ox

Now we take a look at the accumulation terms, i.e. equations (2A) to (2C).

Definition 5: Let define R,, R, and R, for the oil, water and gas fases as
follows

0, .S, 0 S oS S

R, = +(¢9%), Ruw = (05 ), Ry = *[d)(B*Z‘FRsoBo)]'

Lemma 7: Using the definitions of R,, R, y Ry, follows

P,
k) (158)

(Bo — RsoBg)Ro + BywRy + BgRy = ¢cy 3

with ¢; = ¢5 Bs, Bs = o + @S + @wSw +agSy , ar = ¢ /cy .

Proof: Recognizing that the formation volume factor, gas solubilities and poro-
sity are functions of pressure, we use the chain rule to expand the accumulation
terms of equations (2A) through (2C), representing in this case by R,, R, y Ry
(see definition 5),

R, _ 005 (S0 00 8,008, 0P,
°~ B, ot  'B,oP, B,2OP, Ot’

Ry _ 0 0% (Su 00 Sud 0By 0P,
“ " By, 0t  'B,0P, B, OoP,’ ot’
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R, _ 908 (5 00 8,008, 0P
9~ B, &t  'B,OP, B2OP, 9l

¢RSO 850 SORSO a(b + a(bSO aRSO ¢SORSO 8BO a'F)O

B, o "B, o, " B, ap, B b, 0

The equality S, + Sy, + 54 = 1 is now used to remove 85;9 from the equations

. 0Sg 89S,  9S.
for Ry, i.e. 7 = —%; o

Substituting the last equation into equation for R, and simplifying yields
ORy _ 0,05, 005,
B, B,” 0t By Ot

S0 00 _ Sy00By | Soso 00 005, 0Rs _ $Solso 0o, 0P,
B,oP, B,SOP, B, 0P, B, 0P, B2 0P, ot

Multiplying R, by (Bo — RsoBg), Rw by By, and Ry by By, and adding the
results gives

Rg:(

(By — RsoBg)Ro + ByRy + ByRy =

dp ¢S, 0B, (%aRso_i@>_ L&BW](?PO
P, B, 0P, ' °'B, P, B, 0P, “ By 0P, Ot

= [(Sg+Sw+So)

Employing the definitions for the oil, water, gas, rock and total compressibilities
from equations (2I) through (2M) gives

(Bo — RsoBg)Lo + ByLy + BgLy = qﬁct% .o
Definition 6: Let define the total rate g; by
o e e PG @
Theorem 1: The systems of equations (2) is equivalent to the system
%ut—FCfAK;luf—&-CfBut—FCfD—qt = cfEaa]ZO (17A)
%Po = )\%K{lut +T (17B)
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9L - Zp2m 17D
833[Bwu ] P 8t(¢Bw) (17D)
So+Sw+S, =1, (17E)
with ¢; given in definition 6, T in (13B),
1 K;!
A=, B=TipetT . D=Tge, B=eps.
£ t t

Proof: Multiplying equation (2A) by (B, — Rs,By), equation (2B) by B,,, and
equations (2C) by By, adding the results and doing some algebra gives

(Bo — RyoBy)Lo + BuLuy + ByLy — (Bo — ReoBy) 2 — B, _p,d9 _

Posc Pwsc Pgsc
(Bo — RsoBg)R, + By Ry + ByR,
employing definitions 1 and 5.
Using equations (15A-B) and (16) the last equation becomes

) 1 . Ko T P,
T )T%CfﬁAKz YuZ + 1 I crBe + ECfBA]Ut +TerBo—a = desBs—~

Defining

1 Kt
A= b, B=lrpor1 D=Tpe, B = o
t

PA
At At

finally the last equation becomes (17A), that is to say

0 OP,
e + e AK 4+ ¢pBug + ¢y D — qp = ¢ E 8750 ,
which is complemented with equation (13A), in other words equation (17B)

0 1

b = ATK“ Yug +T .
Equations (17C-D) follow from sustitution of equations (3A-B) and (5A-B) into
(2A-B), and equation (17E) corresponds to (2D). ¢

Observation: The system (17) is complemented with equations (10) to (12) in
lemma 4, which relate u; with the phase velocities u,, u,, and ug.

System (17) represents a way to decouple the original system (2) in such a way
that equations (17A-B) could be used to calculate P, and u; alone, and get S,
and S,, from equations (17C-D) and fianlly S, from (17E). This idea is based
on the well-known IMPES formulation for the black oil equations (see [1-3]).

The solution precedure to system (17) will be discussed in subsequent sections.
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3 Solving the fluid flow equations

The proposed approach to solve the system (17A-B) is to express the total flux
as an asymptotic expansion of ascending powers of the total fluid compressibility
called here €. Assuming % = 0, u; can be written as

u = ug + eus + €ug, (184)
with
0P, oP; OP:
uy = Ath(aTcO ~T), u = Ath”aTzl’ Uy = /\tha—;, (18B)

where Py, P; and P, are pressures associated to the velocities ug, u; and usg
respectively. It can be done because the total flow velocity u; depends on the
total fluid compressibility cy, being cy linear on = for weakly compressible flow
in porous media.

It follows from equation (17B), (18A) and (18B) that

0P, 0P, oP, 9 0P,
MK (— —-T)=MK,(— —-T MKy— MKy———,
K (635 ) i (836 )+ ed or teh ox
that is,
8PO 3P0 8P1 2 aPZ
= — +e— — 194
ox ox +68m te ox (194)
Finally, it can be assumed without loss of generality that
P, = Py+eP + €D, . (19B)
Replacing equations (17B), (19A) and (19B) in (17A)
0 oFy, 0P ,0P 1 oFy, 0P ,0P 9
— MKy (——+e— —-—— AK Ky(— +e— — =T
ax[)\t ol ox te Oz e Ox L R oz e ox e ox )

0P, OP OP:
+€BAtK$(87x0+687;+6237;—T)+€D—qt = EE 815

Gathering terms according to powers of epsilon, i.e. €°, ¢! and €?, and Using
the definitions of ug, u; and ug given by (18B), follows the set of equations

(9(P0 +eP + €2P2)

0

op,
up — )\tKwa—xO = —\K,T, (204)

= qt, (QOB)
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oP
uy — Atha—; =0, (200)
aul . 8P0
or ~ AR Bu-DEER, 200)
oP.
Uy — Atha—; =0, (20E)
u 3 0P,
5‘7; = —ZAKJC 1u1u0 — Buy + Eaitl s <2OF)

where P, and u; are given by
P, = Py+¢€eP, +€éP,

up = ugp + euy + 2uy
with the boundary conditions of zero flux across the boundary, i.e. u; =u; =0
for + = 0,1,2, and zero pressure gradient in the boundary, that is,
or; 0P,
dr Oz

=0 for i=0,1,2.

From u; the phase velocities u, and u,, can be computed using equations (10),
(11) and (12). Now the phase saturations are estimated from equations (17C)
to (17E).

4 Discretizing the fluid flow equations

The basic idea of any approximation method is to replace the original problem
by another problem that is easier to solve and whose solution is, in some sense,
close to the solution of the original problem.

The usual approach for discretizing the fluid flow equations entail block centered
finite differences with upstream weighting. The upstream weighting is used in
the industry because it suppresses nonphysical oscillations in the finite difference
solution. The time stepping may be either explicit or implicit.

Each set of two equation in (20) can be seen as

1.4 dp
ou

where p stands Py, P, or P, and u stands ug, u; or us, and g includes the
discretization in time of Op/dt corresponding to equations (20D) and (20F).
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ntl =g, W Usz  Wpin Wpepzenlase Ugaz Uan

“;P& W Vo

[ g [ |
u;,=0 | Bondary Conditions Uy, =0

Py Py =Py

Figure 1: Discretizing the spatial domain (the reservoir) por u and p.

For the proposed equations (21A) and (21B) with boundary conditions of zero
flux across the boundary, the methodology to develop will be cell-centered finite
difference for the first order spatial operators and implicit forward difference for
discretisation in time.

Given N, let {z;}1<;<n be an uniform subdivision of the spatial domain (the
reservoir), with mesh length Az along the direction x. Let denote x;_;,5 =
(s —25-1)/2, ps = p(a;) for 1 < i < N, w170 = u(xi_1/2) for 1 <i < N -1
(see Fig.1).

The following are the finite difference used for the first order operators

(gp)zﬂ/g_% for 1<i<N—1, (224)
ou Uit1/2 — Ui—1/2 .
=—+— —7'% for 1<i<N. 22B
(ax) Az or i=ts ( )
The boundary conditions impose
u2 =0, unt12=0, p1 =po, Pnt1 =PN - (23)

The discretized system associated to (21) is therefore as follows

1 Dit1 — Di
>\157 Uiy1/2 — Az = f($i+1/2) ) (24‘4)

Ui+1/2 — Ui—1/2
Az

for 1 < i < N, with the above boundary conditions.
Finally, from (24), the following system of linear equations arises

(5 0)(5) = (&) @

=g(zi) (24B)
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This is a saddle point formulation. Here D is a diagonal matrix of dimension
N —1by N —1, B is a matrix of dimension N — 1 by N and given by

1 -1
B = .
1 -1
Here B! is the transpose of B; U is a vector of dimension (N —1); P is a
vector of dimension N; F is a vector of dimension (N —1); and G is a vector of

dimension N. By construction Bt is full rank.
Rewriting equation (25) we get the system

Du+BP = F (26A)

B'U = G (26B)

The next step is to solve the system (25). Let suppose that exist P such that
P = B'P, and from (26A) the following expression is obtained

P = (BBY)~Y(F - DU).

Multilpying both sides by B! and defining B* = B*(BB*)~!, the pseudoinverse
of B, it follows that
P = B*(F - DU).

Let suppose that
P = BY"(F-DU)+wv, (27)

for an arbitrary vector v of dimension V.

Substituting equation (27) in (26A) and using the fact that BBT = I, it follows
Bv =0, i.e. v belongs to the null space of B, namely null(B).

An important property of pseudoinverse is that it gives simple expressions for
the orthogonal projections onto the four fundamental subspaces of B

Pronpy = BB =1,
Prankgty = BB,
Py = I-BBt=0,
Py = I- BTB .
Given P, let
v = PP . (28)

From equation (26B), i.e. B'U = G, multipling by B both sides and using the
fact that (B')* = (BB!)~!B, it follows that

U= (BHYYG. (29)
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Replacing (29) in (27) then

P = BY(F-DBY"'G)+v, vecnull(B). (30)
Finally equations (28), (29) and (30) represent the solution to the discretized
equation (26) of the problem (21).
4.1 Calculating saturations

The other equations to be discretized are the phase saturations. After using
the same approximation for the first order operators given at the begining of
section 4, it follows the vectorial equations for the oil and water saturations

At _u S,. B
o = —B'2 _ At o =2 o 1A
So = (Vb= B, q +Vb¢BO)Vb¢ (314)
At + Uy Su) Bw
Sw = (Vb?B B., — At Qw+%¢?w)m (31B)

with V4 a vector of dimension N with entries the volume of each cell, S, a vector
of dimension N with entries (S,); = So(zi), uo and wu,, vectors of dimension
N — 1 with entries of type w;_1/2, B, and B, vectors of dimension N with
entries of type (B,); = Bo(x;), qo and ¢, vectors of dimension N with entries
of type (¢o)i = ¢o(xi), ¢ a vector of dimension N with entries ¢; = ¢(x;), and
B a matrix of dimension (N — 1) x N defined before.

The gas saturation follows from equation (2D)

S, = 1—8,— S, , (310)

5 Algorithm for solving the fluid low equations

For each time step:

1. Solve the three systems of differential equations given by (21) through the
methodology for linear systems of type (25).

2. Compute the total velocity u; = wug + eu; + €?us and pressure P, =
P0+€P1 +€2P2.

3. Compute the phase velocities u,, u,, and ug according to (10), (11) and
(12).

4. Compute the new oil, water and gas saturations, i.e. S,, S, and Sy,
according to (31).
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It is important to note that the matrix B in (25) is fixed along the whole sim-
ulation. It provides to the methodology a great advantage over the traditional
methods for the solution of the discretized system associated to the fluid flow
equations (2). It can be shown that the number of floating point operations
associated to find the solution of the linear system can be reduced significantly
for each time step. It represents a significant reduction in the number of floating
point operations performed to solve the linear system of equations (25) (it will
be part of a coming article in the same subject).

6 Conclusions

1. A new methodology to build the solution of the black oil formulation of
the fluid flow equations is presented. It includes solubility of gas, gravity
and capillary pressures.

2. The use of first order operators (gradient and divergence) leads to simpler
approximation schemes.

3. The factorization of the matrix BB? is carried out only once along the
simulation.

4. The number of floating point operations in the solution of the linear sys-
tem can be reduced significantly, compared with the tradicional IMPES
method for the same black oil fluid flow equations.
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SDP Approach for Solving LQ) Control Problem
Subject to Implicit System

Muhafzan

Abstract. This paper deals with the linear quadratic (LQ) con-
trol problem subject to implicit systems for which the semidefinite
programming (SDP) approach is used to solve it. We propose a
new sufficient condition in terms of SDP for existence of the op-
timal state-control pair of the considered problem. The numerical
examples are given to illustrate the results.

Resumen. Este articulo trata sobre el problema de control lineal
cuadratico (LQ) sujeto a sistemas implicitos, los cuales se resuelven
usando el método de programacién semidefinida (SDP). Proponemos
una nueva condicion suficiente en términos de SDP para la existencia
de un par estado-control éptimo del problema considerado. Se dan
ejemplos numéricos para ilustrar los resultados.

1 Introduction

The LQ (linear quadratic) control problem subject to implicit systems is one
of the most important classes of optimal control problems, in both theory and
application. In general, it is a problem to find a controller that minimizes the
linear quadratic objective function governing by the implicit systems, either
continuous or discrete.

It is well known that the implicit systems have attracted the attention of
many researcher in the past years due to the fact that in some cases, the implicit
systems describe better the behavior of physical systems than that of standard
systems. They can preserve the structure of physical systems and can include
non dynamic constraint and impulsive element. This kind of systems have many
important applications, e.g., in biological phenomena, in economics as Leontif
dynamic model, in electrical and in mechanical model, see [4, 12]. Therefore,
it is fair to say that implicit systems give a more complete class of dynam-
ical models than conventional state-space systems. Likewise, the LQ control
problem subject to the implicit systems has a great potential for the system
modelling.
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A great number of results on solving LQ control problem subject to implicit
systems have been appeared in literatures, see [3, 5, 7, 8, 10]. However, almost all
of these results consider the assumption of the regularity of the implicit system
and the positive definiteness of control weighting matrix in the quadratic cost
functional. To the best of the author’s knowledge, not much work has been done
with the nonregular implicit system as a constraint and the control weighting
matrix in the quadratic cost being positive semidefinite. In this last case, i.e.,
the quadratic cost being positive semidefinite, the existing LQ problem theories
always involve the impulse distributions, see [5, 10]. Thus it does not provide any
answer to a basic question such as when does the LQ control problem subject
to implicit system possess an optimal solution in the form of a conventional
control, in particular, one that does not involve impulse distribution. However,
this issue has discussed in [7], in which they transform the LQ control problem
subject to implicit system into a standard LQ control problem in which both
are equivalent. Nonetheless, they still remains an open problem, that is, the
new standard LQ control problem may be singular and this is not answered yet
in [7].

In this paper, we reconsider the problem in [7], and in particular, the open
problem, i.e. the singular version of the new standard LQ control problem, is
solved. Here, we do not assume that the implicit systems is regular, thus our
work is more general than some previous results, see [3, 5, 8, 10]. The method
in [7] is still maintained to transform the original problem into the equivalent
singular LQ control problem.

In addition, the semidefinite programming (SDP) approach is used to solving
this singular LQ problem. A new sufficient condition in terms of SDP for
existence of the optimal state-control pair of such problem is proposed. It is
well-known that SDP has been one of the most exciting and active research areas
in optimization recently. This tremendous activity is spurred by the discovery of
important applications in various areas, mainly, in control theory; see [2, 11, 13].

This paper is organized as follows. Section 2 considers brief account of the
problem statement. Section 3 presents the process of transformation from the
original LQ control problem into an equivalent LQ problem. In Section 4, main
result to solve the LQ control problem subject to implicit systems is presented.
Numerical examples are given to illustrate the results in Section 5. Section 6
concludes the paper.

Notation. Throughout this paper, the superscript “IT” stands for the trans-
pose, @ denotes the empty set, I,, is the identity matrix of n-dimension, R"
denotes the n-dimensional Euclidean space, R"*"™ is the set of all m x n real ma-
trices, C;/[R™] denotes the n-dimensional piecewise continuous functions space
with domain in [0, c0], S¥ denotes set of all p-dimensional symmetric positive
semidefinite matrices, and C denotes set of complex number.
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2 Problem Statement

Let us consider the following continuous time implicit system

Ei(t) = Az(t) + Bu(t), t > 0, Ex(0) = zo

y = Cz(t) + Du(t), (2.1)

where z(t) € R™ denotes the state vector, u(t) € R" denotes the control (input)
vector and y(t) € R? denotes the output vector. The matrices E, A € R™*",
B e R"™7" C € R?*™ D € RY*" are constant, with rankE = p < n. This system
is denoted by (E, A, B,C, D). The system (F, A, B,C, D) is said to be regular
if det(sE — A) # 0 for almost all s € C. Otherwise, it is called nonregular if
det(sE — A) = 0 for each s € C or if £, A € R™*™ with m # n. In particular,
when m # n, it is called a rectangular implicit system [6].

It is well known that the solution of (2.1) exists and unique if it is regular.
Otherwise, it is possible to have many solutions, or no solution at all.

Next, for a given admissible initial state zg € R™, we consider the following
associated objective function (cost functional):

o0

J(u(), z0) = / o7 (E)y(t)dt. (2.2)

0

In general, the problem of determining the stabilizing feedback control u(t) € R”
which minimizes the cost functional (2.2) and satisfies the dynamic system (2.1)
for an admissible initial state o € R™, is often called as LQ control problem
subject to implicit system. If DT D is positive semidefinite, it is called a singular
LQ control problem subject to implicit system. We denote, for simplicity, this
LQ control problem as 2. Next, we define the set of admissible control-state
pairs of problem € by:

Ang ={(u(),z()) |u(.) € (C;F[RT] and z(.) € (C;[]R”]
satisfy(2.1) and J(u(.),xo) < oo} .

The optimization problem under consideration is to find the pair (u*,z*) € Aaq
for a given admissible initial condition zy € R™, such that

J(u*,xg) = minimize J(u(.),xq), 2.3

(W 70) = e, () wo) (23)

under the assumption that (2.1) is solvable, impulse controllable and DT D is
positive semidefinite.

Definition 1 /7] Two systems (E, A, B,C,D) and (E, A, B,C, D) are termed
restricted system equivalent (r.s.e.), denoted by (E, A, B,C,D) ~ (E, A, B,C, D),
if there exists nonsingular matrices M, N € R™*™ such that their associated sys-
tem matrices are related by MEN = E, MAN = A, MB = B and CN = C.
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Remark 1 The operations of r.s.e. correspond to the constant nonsingular
transformations of (2.1) itself and of the basis in the space of internal variables
x. The behavior of z in the original system may thus be simply recovered from
the behavior of any system r.s.e. to it. These operations therefore constitute an
eminently safe set of transformations that are unlikely to destroy any important
properties of the system. Furthermore, such operations suffice to display the
detailed structure of the original system.

Definition 2 [7] Two optimal control problems are said to be equivalent if there
exist a bijection between the two sets of admissible control - state pairs of the
problems, and the quadratic cost value of any image is equal to that of corre-
sponding preimage.

Obviously, definition 2 conforms to the reflexivity, symmetry, and transitiv-
ity of an equivalent relation, thus the two equivalent optimal control problems
will have the same solvability, uniqueness of solution and optimal cost. Thus
solving one can be replaced by solving the other.

3 Transformation into an Equivalent LQ problem

Let us utilize the Singular Value Decomposition(SVD) theorem [9] for the matrix
E. Since rankE = p < n, there exists the nonsingular matrices M, N € R"*"

such that
(5L 0
MEN = < 0 0 ) .

It follows that we have

A11 A12 Bl
MAN = MB = CN=(C, C
( Agl A22 > ’ ( B2 ) ’ ( ! 2 ) ’

N-lpg=( ™1
X9 ’

where A€ Rpo, Ap € Rpx(n—p)7A21€ R(n—p)Xp7 AgE R(n—p)x(n—p)’ B
RPX" Bye ROVPIXT O € RIXP. Cy € RIX(™P) 1€ RP and xp€ R*P.
Therefore, for a given admissible initial state 2o € R™, the system (2.1) is r.s.e.
to the system

and

i‘l(t) = Auxl(t) + Algxg(t) + Blu(t), 1‘1(0) = T10
0 = Azlwl(t) + AQQ.’EQ(f) + Bgu(t) (31)

where z19 = ( I, 0 )Mxo.
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Theorem 1 [7] The implicit system (2.1) is impulse controllable if and only if
the matriz ( Ass  Bo ) has full row rank.

Using the expression (3.1), the objective function (2.2) can be changed into

T

o0 Zl(t) Cchl CTCQ ClTD (El(t)
1 (u(), z10) = / 2a(1) crey Fc, D || wat) | dt.
0 u(t) DTC’1 DTCQ DTD u(t)

Likewise, we have the new LQ control problem which minimizes the objective
function Ji (u(.), z10) subject to the dynamic system (3.1), and denote this LQ
control problem as §2;. Further, we define the set of admissible control-state
pairs of the problem Q; by

Agg = {(u(), (@1(.),22(.)) [u() € CF[RT], a1(.) € CFRP]
and z5(.) € CF [R™P] satisfy(3.1) and Jy (u(.), 219) < co}.
By virtue of definition 2, it is easily seen that the LQ control problem 2; is
equivalent to (2.
Furthermore, under assumption that the implicit system (2.1) is impulse

controllable implies that rank( Asy By ) = n — p. Hence, the solution of the
second equation of (3.1) can be stated as

x2(t) = A x v
< ult) )_ AT Agyz1(t) + Wo(t), (3.2)

for some v(t) € R™ and for some full column rank matrix W € R(=P+7)x7 with
W e ker( Asy By )7 and

-1

A= (4n B) [(An B)(An B) ]

is the generalized inverse of the matrix ( Aoy B ) .
Using expression (3.2), we can further create the following transformation

21 (0)
ué)) (it w ) () o

By substituting (3.3) into €4, we obtain a new LQ control problem as follows:

8

n(1inir§nze Ja(v(.), z10)
v,T1
subject to Il(t) = /ixl(t) + Bv(t), .Il(O) = 1‘10)

y(t) = Cx1(t) + Do(t) (3.4)
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where

J2(0(); 210) 7 (58 >T(gi an ) (o) ) 69

0
A = Ay — (A By ) AT Ay,
B = (An B )W,
C = Ci—(Cy D)ATAy,
D = (G D)W,
Qu = CT@7Q12 =C"D and Q22 = DTD,

and denote this LQ control problem as 5. Further, we define the set of admis-
sible control-state pairs of problem {25 by

A% ={(w(),z1()) |v(.) € (C;F[RT] and z1(.) € (CK[IRP]
satisfy(3.4) and Ja(v(.),x19) < oo}.

It is obvious that the system (3.4) is a standard state space system with the
state x1, the control v and the output y, so {25 is a standard LQ control problem.

It is easy to show that the transformation defined by (3.3) is a bijection from
A2, to Al,, and thus the problem € is equivalent to the problem €. It follows
that €5 is equivalent to the problem €2 as well. Therefore, in order to solve the
problem €2, it suffices to consider the problem 25 only.

4 Solving the LQ Control Problem

It is well known that the solution of 9 hinges on the behavior of input weighting
matrix Qo2 in the cost functional (3.5), whether it is positive definite or positive
semidefinite.

In the case where Q95 is positive definite, one can use the classical theory
of LQ control that asserts that €2 has a unique optimal control-state pair if the
pair (Q11 — Q12Q5 QY,, A — BQ5,QT,) is detectable and the pair (A, B) is
asymptotically stabilizable [1]. In this case, the optimal control v* is given by

v* = —Laj (4.1)
where the state 27 is the solution of differential equation
#1(t) = (A= BL)x1(t), x1(0) =z (4.2)

with L = Q55 (QT5 + BTP) and P is the unique positive semidefinite solution
of the following algebraic Riccati equation:

ATP 4+ PA+Qyy — (PB + Q12)Q2_21(PB + le)T =0, (4.3)
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where every eigenvalue \ of A — BL satisfies ReA < 0. Thus, in this case the
optimal control-state pair of the problem 2 is given by

Ay — WoQ5y (P*B + Q12)T

A Wi\ _
(1)t (8)-v

with Ay € RO=P)xp Ay e R™%P Wy € RVP)XT W, € R™XT,

On the other hand, when the matrix Qa2 is positive semidefinite (Q22 > 0),
the algebraic Riccati equation (4.3) seems to be meaningless, and therefore this
result can no longer be used to handle the singular LQ control problem (2.

A natural extension is to generalize the algebraic Riccati equation (4.3) by
replacing the matrix Q9o with the matrix Q3,, such that the equation (4.3) is
replaced by

I
< z* ) _ ( N 0 ) Ay —Wngzl(IJP*B-l-Qm)T zt (4.4)

where

F(P)=ATP + PA+ Q1 — (PB+ Q12)Q5(PB +Q12)" =0 (4.5)

where Q;‘Q stands for the generalized inverse of (Q23. Corresponding to this
generalized algebraic Riccati equation, let us consider an affine transformation
of the matrix P as follows:

_ Q (PB+ Qu2)"
L(P) = ( PB —izQu Qi1+ ATP1—2|- PA ) ’

where £ : S§ — R(P+)x(P+7) By using the extended Schur’s Lemma [11], we
have the following lemma which shows that F(P) > 0 and L(P) > 0 are closely
related.

Lemma 1 £(P) > 0 if and only if F(P) >0 and (I, —Q22Q%,)(PB+Q12)T =
0.

Now, let us consider the following primal SDP:

maximize (Ip, P)

subject to PeP

where
PE{PE§5’_|£(P)2()}

is the set of feasible solution of primal SDP problem (P). It is easy to show
that P is a convex set, and it may be empty which in particular implies that
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there is no solution to the primal SDP. Moreover, it is easy to show that the
objective function of the problem (P) is convex. Since the objective function
and P satisfy the convexity properties then the above primal SDP is a convex
optimization problem.

Corresponding to the above primal SDP, we have the following dual problem:

minimize (Q22, Zy) +2(Q13, Zu) + (Q11, Zp)

subject to  ZI'BT + BZ, + Z,AT + AZ, +1,=0

= > 0.
zy Z, } B

where Z denotes the dual variable associated with the primal constraint £(P) >
0 with Z, Z,, and Z, being a block partitioning of Z of appropriate dimensions.

Remark 2 Semidefinite programming are known to be special forms of conic
optimization problems, for which there exists a well-developed duality theory,
see, e. g.,[2], [11], [13] for the exhaustive theory of SDP. Key points of the
theory can be highlighted as follows.

1. The weak duality always holds, i.e., any feasible solution to the primal prob-
lem always possesses an objective value that is greater than the dual objective
value of any dual feasible solution. contrast, the strong duality needs not always
hold.

2. A sufficient condition for the strong duality is that there exist a pair of
complementary optimal solution, i.e., both the primal and dual SDP problems
have attainable optimal solutions, and that these solutions are complementary
to each other. This means that the optimal solution P* and the dual optimal
solution Z* both exists and satisfy £(P*)Z* = 0.

3. If both (P) and (D) satisty the strict feasibility, namely, there exists primal
and dual feasible solution Py and Zj such that £(Py) > 0 and Zy > 0, then the
complementary solutions exist.

In the following we present the condition for stability of the singular LQ
control problem 2.

Theorem 2 The singular LQ control problem Qs has a stabilizing feedback con-
trol if and only if the dual problem (D) is strictly feasible.

Proof. (=) First assume that the system (3.4) is stabilizable by some feedback
control v(t) = Lx1(t). Then all the eigenvalues of the matrix A + BL have
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negative real parts. Consequently, using the Lyapunov’s theorem [2], there
exists positive definite matrix Y such that

(A+BL)Y +Y(A+BL)" = —1,.
By setting Z, =Y and Z,, = LZ,, then this relation can be rewritten as
zI'B" + BZ, + Z,AT + AZ, + I, = 0.
Now choose
Zy=el, + Z,(2,)" ' ZL.

Then by Schur’s lemma, Z is strictly feasible to (D).
(<) If the dual problem (D) is strictly feasible, then Z, > 0 by Schur’s lemma.

Putting
L= Zu(Zp)_lv

then Z satisfying the equality constraint of (D) yields
(A+BL)Z, + Z,(A+ BL)" = —1I,.

By constructing a quadratic Lyapunov function xlTprl, it is easily verified
that the system in (3.4) is stabilizable. W

Theorem 3 If (P) and (D) satisfy the complementary slackness condition,
then the optimal solution of (P) satisfies the generalized algebraic Riccati equa-
tion F(P) = 0.

Proof. Let P* and Z* denote the optimal solution of (P) and (D), respectively.
Since P* is optimal then it is also feasible and satisfies £(P*) > 0. By lemma
1, we have -
(Ir — Q22Q%)(P*B + Q12)" = 0.
Thus, the following decomposition is true:
,C(P*) _ ( _ Ir 0 ) < Q22 0 ) ( Ir Q;2(P*B+Ql2)T
(P*B+Q12)Q% I 0 F(P7) 0 I

From the relation £(P*)Z* = 0, we have

o L1 L2y _ (0 0
e =gy 2)=(00)

where
L1 = Qu(Zy +QL(P*B+Q12)" (Z;)")
Li2 = Qun(Z;+QH(P*B+Q12)"Z})
Loy = F(P)Zy)"

Lo = F(P)Z:.

).
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Therefore
F(P)Z)" =0 and F(P*)Z; =0,

and hence
ZFF(P*)=0 and Z;‘]-'(P*) =0.

Since Z* is dual feasible then it also satisfies
zI'B" + BZ, + Z,AT + AZ, + I, = 0.
Multiplying F(P*) on both sides of the above equation, i.e.,
F(PY2ZIBT + BZ, + Z,A" + AZ, + 1)) F(P*),

yields F(P*)? = 0, and implies F(P*) =0. A
Now, let us consider the subset Ppoung of P as follows:

Pbound = {P € S | L(P) > 0 and F(P) =0} .

Note that Ppounda may be empty, which in particular implies that there is no
solution to the generalized algebraic Riccati equation (4.5).

In the following, we present our main results, where the LQ control problem
is explicitly constructed in terms of the solution to the primal and dual SDP.

Theorem 4 If Ppound # D and
v*(t) = —Q;Q(P*B + ng)T:cl(t) (4.6)

is a stabilizing control for some P* € Phound, where x1(t) satisfies the differ-
ential equation

i1 (t) = (A = BaQ3o(P* B + Q12)" )z (t), 21(0) = 210,

then (P) and (D) satisfy the complementary slackness property . Moreover,
v*(t) is optimal control for LQ control problem Q.

Proof. Let P* € Ppound and L = fQ;’Q(P*B + Q12)T. Since the control
v*(t) = L1 (t) is stabilizing, then Lyapunov equation

(A+BL)Y +Y(A+BL)" +1,=0
has a positive definite solution, let it be Y* > 0. Let
Zy=Y* Zi=LY* Z; = LY*L".

By this construction, we can easily verify that

z;  Z;\_ (1 L 0 0 L 0\,
zo)" z: 0 I, 0z Lr I, )=
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and
I+ (Z;)"B" + BZ, + Z; AT + AZ) = 0.

zF z*
v (G %)
(Zu)T Zp

is a feasible solution of (D). Since £(P) > 0, by lemma 1, we have

(Ir - Q22Q3_2)(PB + Q12)T =0.

Therefore,

It follows that the following identity

Lp) = ((PB+Iéu>Q;2 Iop)(QOﬂ f?P) ) ’

( I, Q3:(PB+Q12)T )
0 I,

is valid. Moreover, we can verify that
I. 0 Q22 0 y
-LT I, 0  F(PY
I, —L zt z
0 I Z)" 2,

(5 ) (M o)

- (o0)

that is the problem (P) and (D) satisfy the complementary slackness property
. Now, we prove that

L(P*)Z*

v*(t) = —Q3,(P*B + Q12) w1 (t)

is the optimal control for LQ problem 5. Firstly, consider any P € P and any
admissible stabilizing control v(.) € C'[R"]. We have,

d

%(xlT(t)le(t)) = (Az(t) + Bu(t))T Pz (t) + 2T (t)P(Azi(t) + Bu(t))

= 2T W) (ATP +PA)z,(t) + 20T ()BT Pz, ().
Integrating over [0, 00) and making use of the fact that

limz? (t) Pz, (t) = oo,
t—0
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we have
0= 2T Pr1o + / T (8) (ATP + PA) a1 (t) + 207 (6) BT Par (1)] .
0

Therefore,

JQ('U(.), 1‘10) = / Qllxl ) + QUT(t)QTQl‘l(t) =+ UT(t)QQQU(t)] dt
0

0

UT(t) (PB + ng)T.’El(t) + 'UT(t)QQQU(t)} dt
7 T
= .Z‘{OP.’[,']() +/ ’U +Q22 PB+Q12> l‘l(t)) Q22 X
0

(v(0) + Q% (PB + Q)" 21(1)) + 2T (0 F(P)s (1)] .
Since P € P, we have F(P) > 0. This means that
JQ(’U(.),Ilo) Z I{Opl‘lo, (47)

for each P € P and each admissible stabilizing control v(.) € C[R"]. On the
other hand, under the feedback control

v*(t) = —Q3(P*B + Q12) w1 (1),
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and if we take into account P* € Ppouna then we have

O < JQ(’U*(.),CClo)

oo

= /[%T(t)Qnm(t) + 20" (1)QTya () + v (£)Qaav*(1)] dt

= lim [T (1) Quizy1 (1) + 20" (1)Q15z1(7) + vt (7)Q22v™ (7)]dT

t—o0 0

= thm { l‘{op*xlo — l‘{(t)P*l‘l(t) +
—00

/t[le(T)(ATP* + P*A+ Qui)aa(7) +
0

QU*T(T)(P*B +Qu2) (1) + e (T)Qav™ (7)) d7}

¢
< alyPron+ Jim [[07(0) + QL(P' B+ Qu)1(r) Qae x

0
(W (1) + Q%(P*B + Q12)"a1(7)) + a1 (1) F(P*)a(7))dr

= QTI{OP*.’EH).
It follows that
JQ(’U*(.),.’Elo) S {EF{OP*Z'M). (48)

The facts (4.7) and (4.8) lead us to conclude that the LQ control problem s
has an attainable optimal feedback control which is given by (4.6) with the cost
is 21, P*zi. W

The significance of theorem 4 is that, one can solve LQ control problem for
standard state space system by simply solving a corresponding SDP problem.
Consequently, since there exists the equivalent relationship between the LQ con-
trol problem subject to implicit system and the standard L(Q control problem,
one can also solve the LQ control problem subject to implicit system via such
corresponding SDP approach.

By reconsidering the transformation (3.3), it follows that

) I, 0 I, o
ui N —ATAy W —Q5,(P*B+ Q12)T !
%) (onerbraur)
= W, L L x]
A Wy )\ QE(PTB+QR)T )T
I,
= Ay = W1Q%(P*B+Qu12)" | a7.
Ay — WoQ3,(P*B + Q12)”
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Ultimately, the optimal control-state pair ( u*,z*) of ) is given by

* Ip B *
x = N( Al*Wng_Q(P*B‘FQlQ)T )xlﬂ
u' = (Ay = WaQu(P*B + Q12)T) Ty

We end this section by presenting the sufficient condition for the existence
of the optimal control of the L.QQ control problem subject to implicit system.

Corollary 1 Assume that the implicit system (2.1) is impulse controllable and
the LQ control problem 2 is equivalent to o where matriz Qa2 is positive
semidefinite. If Ppound # @ and

vH(t) = Q3 (P*B + Q12) a1 ()

is a stabilizing control for some P* € Phound, where x1(t) satisfies the differ-
ential equation

i1(t) = (A= B2Q3(P*B + Q12) a1 (1), x1(0) = z1o,
then -
u(t) = (Ay = W2Q3(P*B + Qu2)") a1 (t)

is optimal control for LQ control problem Q.

5 Numerical Examples

Example 1 The following is an example of the LQ control problem subject to
the nonregular descriptor system, where the matrices E, A, B, C and D are
as follows:

1 0 0 0 -1 0 10 0 0
-1 -1 0 0 1 2 -1 0 0 0

E= 0 0 0 0 1 0|’ B = 1 0 |°
0O 0 00 0 1 1 1 0

0
0
0 1 0 O 1 1
C= (0 0 0O ’D_(l 1)’
with the initial state is xg = ( 1 1 0 0 )T

By taking the matrices M = I, and

1 0 0 0

-1 -1 0 0
N= 0 o0 1 0|

0 0 01
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it is easy to check that the matrix ( Aoy By ) has full row rank, thus the non-

regular implicit system is impulse controllable. By choosing W & ker ( Ass  Bs ),
for example,

W =

OO O W
— O O =

the problem ) can be equivalently changed into the following standard LQ
control problem:

%ﬁ@“j(ﬁg>T(%§gi>(ﬁg)ﬁ
subject to i1 () = < B ) (t +( O >v(t),

)
=9 ) )er(§ 1)

with initial condition x1(0) = ( ) , where z1,v € R?,

= O

1
1

Qll_(i }>>Q12_(8 1>7Q22_<8 g)

To identify a positive semidefinite feasible solution P* to the primal SDP that
satisfies the generalized Riccati equation F(P*) = 0, we first consider the con-
straint

(12 - QQQQ;Q)(P*B + Q12)T =0

as stipulated by lemma 2, i.e.
10\ (00 0 0
0 1 0 2 0 0.5
P q 4 0 1 -p+q —q+r
q r -3 —4 0 1 - 0 0 ’
This gives rise
P ( pp )
p p

for some p. By substituting P* into the generalized algebraic Riccati equation

(4.5), we have
—4p+05 —4p+05 Y\ (0 0
—4p+05 —4p+05 ) \ 0 0 )’
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and solving p, gives to p = 0.125. It follows that
T Bt D* S T -3 -2
A_BQQQ(P B+Q12) = 1 0 ’
which has eigenvalues of —2 and —1, and these are stable. Hence the control

v*(t) = —Q5(P*B + Q12) "z} (t),

where x7(t) is the solution of the following differential equation

() = ( *13 *02 )xl(t), 21(0) = ( 1 )

is stabilizing. It is easy to verify that

de~2t — 3¢t

J?T(t) = ( _2672t +3€7t )

Thus, according to the theorem 5, the control v*(¢) must be optimal to the LQ
control problem 5. Thereby, according to the corollary 6, the optimal state-
control are as follows:

=2t — 3¢t
. —2¢ 2t . 2e~2t
co=| Tew o= 20).
0

with the optimal cost Jo,t = 0.5. The trajectories for the optimal state-control
of ) are given in the figures 1.a and 1.b below.

[] 0‘5 i 1.5 ; tﬁ:ﬁe t .3 3{5 ; 4‘.5 5 0 0.5 1 1{5 .2 ZTS tlm‘é t 355 ; 4.5 5
Figure 1.a. State Trajectories Figure 1.b. Control Trajectories
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Example 2 The following is an example of the LQ control problem subject to
the reqular implicit system, where the matrices E and B are the same as in
example 1, with

-1 0 1 0
1 2 -1 0 000 0 0 0
A=1 0 2 0 4 ’C_<1000>’D_<11>’
-1 2 0 0

and the initial state xg = ( 2 1 0 0 )T.

By taking the matrices M and N as in example 1, it is easy to check that
the matrix ( Aoy By ) has full row rank, thus the regular implicit system is
impulse controllable. By choosing W € ker ( Aoy By ) , for example,

W =

o O Ww
N OO =

the problem ) can be equivalently changed into the following standard LQ
control problem:

mié}?i?izeo/m (50) (& &) () )
subject to 4y (t) = ( j _02 )xl(t)+ ( _?:’,) _11 )v(t)

y(t) = (

with initial condition x1(0) = (

= O

? ) , where z1,v € R?,

Q11=<186 i>,Ql2=(;l i),Qm:(; i)

To identify a positive semidefinite feasible solution P* to the primal SDP that
satisfies the generalized Riccati equation F(P*) = 0, we first consider the con-
straint

(I2 = Q22Q%,)(P*B + Q12)" =0

as stipulated by lemma 2, so that we have

2p—2q 2p—2q \ (0 O
-p+q —q+r ) 0 /)"
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This is satisfied only by p=¢ =1, i.e.,

P ( pp ) '
p p
In fact, this matrix P* satisfies the generalized algebraic Riccati equation (4.5).
It follows that

PR . 5 -5 =2
A—BQ;2(PB+Q12)T=( s 0 )
which has eigenvalues of —3 and —2, and these are stable. Hence the control

v*(t) = —Q3,(P*B + Qu2) 2} (t),

where 7 (t) is the solution of the following differential equation

. -5 =2 2
no=( 3 5 )awoao=(7),
is stabilizing. It is easy to verify that
. 86—3t _ 66_2t
ri(t) = ( _8e3t 4 9e—2t ) .
Thus, according to the theorem 5, the control v*(¢) must be optimal to the LQ

control problem 5. Thereby, according to the corollary 6, the optimal state-
control of the LQ control problem (2 are as follows:

86—3t _ 66—2t

. —3e~2
T (t) = —166_3t _|_6€—2t ’
8e 3t + 6e=2!
. 867375
u (t) = < 71667315 +6672t ) )

with the optimal cost J,pt = 0. Moreover, the optimal control can be synthesized

as
- 7 4 % 1 0 %
u-(30>x1—|—<31>x2.

The trajectories for the optimal state-control are given below.
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6

05 [ 15 2 25 o 0.2 0.4 06 12 14 6
time t

°% time't
Figure 2.a. State Trajectories Figure 2.b. Control Trajectories
Conclusion

We have solved the LQ control problem subject to implicit system using the
SDP approach. We have also proposed a new sufficient condition in terms of a
semidefinite programming (SDP) for existence of the optimal state-control pair
of the considered problem. The results show that the optimal control-state pair
is free of the impulse distribution, i.e. it is smooth functions.
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Operador de Gram Asociado al Operador de
Schrodinger con Potencial Puntual Singular

Vladimir Strauss y Javier Villamizar

Resumen. En este trabajo es calculado el operador de Gram aso-
ciado a la forma bilineal generada por Ao f = —Af + ad® f en el
espacio de Sobolev W2]“+1(R), para k = 1,2. Se encuentran autova-
lores negativos del operador de Gram correspondiente a cada caso
a través de la formula de Krein del resolvente para perturbaciones
regulares de rango dos y tres.

Abstract. In this paper we compute the Gram operator associated
with the bilinear form generated by Aof = —Af + ad®™ f in the
Sobolev space, W2kJr1 (R), for k = 1,2. We found negative eigenvalues
for the Gram operator in each case through the Klein’s resolvent
formula for regular perturbations of rank two and three.

Introduccién

Sea A : D(A) C H — H un operador lineal autoadjunto definido en un
espacio de Hilbert H. Consideremos formalmente el operador perturbado Ap =
A+T, donde T es otro operador lineal tal que T' |D A) # 0, definido en el espacio

H. Si Ker(T') = H se dice que la perturbacién Ar es una perturbacién singular
del operador A. Si el operador T es de rango finito, es decir, dim(R (7)) < oo,
decimos que la perturbacién A es una perturbacién de rango finito.

En fisica es de gran interés estudiar el operador de Schrodinger H = —A+V
como el operador diferencial —A = —%, definido en el espacio de Hilbert

L?(R), perturbado con algiin operador V, llamado potencial. Desde un punto
de vista fisico aparecen operadores de Schréodinger con potenciales del tipo a4,
donde « es una constante y § es la funcién generalizada de Dirac. Hay varios
enfoques dados a este operador. Por ejemplo ver [1][2] y las referencias que
pueden conseguirse en esas monograflas.

En este trabajo se estudian los operadores del tipo A, = f% +ad®) | donde
5 es la k-ésima derivada de la funcién delta de Dirac. En particular, se analiza
el problema de existencia de autovalores negativos asociados al operador A,.
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Los casos que son analizados son k =1y k= 2. Para ello se considera la forma
bilineal que genera A, f = — L4 s f v el operador de Gram asociado a ella
en el espacio de Sobolev ng H. En la primera seccién es hallado el operador de
Gram asociado a la forma bilineal generada por A, f para el caso k = 1. En la
segunda seccion se presenta una formula para el resolvente de perturbaciones
(regulares) de rango dos. Usando esta férmula, en la siguiente seccién se buscan
los autovalores negativos del operador de Gram asociado a A, f, con kK = 1. En
las siguientes tres secciones se realizan los mismos cédlculos y en el mismo orden
de las secciones uno, dos y tres para el caso k = 2.

1. Operador de Gram Asociado a A, = dt2 + «ad’ en el
espacio de Sobolev W2(R)

. .7 2 .
Consideremos formalmente la expresion A, = _;l? +ad’, y el funcional que
ésta define

(Aaf.g)pe = / (—1"(t) + ad' (1) £(2)) g(t) dt = / " (g(t)dt+a / 8 (6) £ (1) g (1)t

/ P (gt d + o (— 1 (0)9(0) — F(0)g(0)) = (Gfrg)w

donde W3 representa el espacio de Sobolev en R y G es el operador de Gram
asociado a A, f en W2. El primer objetivo es hallar una expresién explicita para
G. Para ello consigamos funciones de W2, ¢ y 1, tales que podamos representar
los funcionales 6§ y ¢’ en términos del producto interno en W3, es decir,

9(0) = (p, 9wz
-4 0) = ¥, 9)y:

donde g € W2 (ver [4, p.253], Teorema de Riesz). Integrando por partes dos
veces tenemos

ol = [ eawirs [ g0
[ #tatta+ (07) = " 0")g' 0
~("(07) =0 )g(0) + [ &1 Wgttra
[ o0+ e 0)at
" (07) = "(0%)g(0) — (£(07) — ¢ (0"))g(0)
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luego (i, g>W22 = ¢(0) si se satisfacen las siguientes condiciones:

ot g™ — 0 (1)
§(07) —¢"(07) = 0 (2)
SI(07) g (0%) = 1 (3)

Similarmente podemos deducir que (1/),g)W22 =—¢'(0) si ¥+ =0,
P (07) =" (07) =1y " (07) =" (0"7) = 0. Una base para el espacio de
soluciones de la ecuacién diferencial (1) puede ser definida con las funciones

$1(t) = cos(ct)e
$o(t) = sin(ct)e
#3(t) = cos(ct)e
b4(t) = sin(ct)e”

donde c =1/ V2. Consideremos  definido por

ady(t) + Bpa(t) sit<0
p(t) =
Eps(t) +noa(t) sit>0

entonces

(ca+cB)pu(t) + (B — ca)da(t)  sit <0
(=& + en)@s(t) + (—c§ —en)da(t) sit =0
(2¢2B)d1(t) + (—2c%a)ga(t) sit <0
(—2¢*n)$3(t) + (2c%§)da(t) sit >0

(—2c3a+2¢2B)p1(t) + (—2c3a — 2¢3B)ga(t) sit <0
mn
¢(t) =

(2¢3€ + 263n) p3(t) + (—2¢3E + 2¢3n) pa(t) sit>0

Dado que ¢ y ¢’ deben ser continuas en ¢ = 0, entonces lim @(t) = lim ¢(¢)

t—0+ t—0—
y lim ¢/'(t) = lim ¢'(t), y de las condiciones de salto para la segunda y ter-
t—0+ t—0~

cera derivada dadas por (2) y (3) podemos deducir facilmente las siguientes
ecuaciones para «, 3,£ y n:

1 0 -1 0\ [a 0
11 1 —1|(s]| [ o
o1 0o 1]]lelT] o
1 -1 1 1) \n 1/2¢3
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Igualmente se obtienen las ecuaciones

1 0 -1 0\ /a 0
11 1 —1|[s] 0
01 0 1]]|e] ™ |-1/2
1 -1 1 1) \y 0

para obtener el funcional ¢’ en términos de 1. Asi tenemos finalmente las ex-
presiones para ¢ y 9

% cos(%t)eﬂ + ;é sin(%t)eﬂ sit<0
p(t) = ) )
% cos(%t)e_ﬁt + % sm(%t)e_ﬁt sit>0
St sm(it)e%t sit<0

Ahora podemos escribir en términos del producto interno en W2 la expresiéon
para ¢'-

Wha) = —(£0)g(0)+ F(0)g'(0))
= —70) (¢ 9wz + FO) (W 9)yz
(. Puz o+ o Puzvg),

donde T es el operador de rango dos sobre el espacio W# definido por
T := (¥, '>W22 e+ (o '>W22 (0

Asi tenemos

[0+ as @) o) dt = [~ de+a (750

Resta expresar [ —f"(t)g(t) dt en términos del producto interno en W3 para

R
tener la expresion completa del operador de Gram. Queremos buscar entonces



OPERADOR DE GRAM 105

h tal que

[=Fwawa = s

/ dt+/h“
R

= [+ " 0)a0)
+¢'(0)(n"(07) — 1" (0%))
—g(0)(h"'(07) = K" (07))
Entonces h debe satisfacer h(t)+h!Y (t) = —f"(t), K" (07) = B"(0") y B (07) =

4

d
h"(0%). Sea L := AT 1, entonces

=

/ P (E)g(t) dt = / (Lh)(B)g(t) dt = h=L}(—f")
R R

donde L~' es la convolucién con la funcién de Green asociada a L, que ya
hemos calculado previamente , es decir, . De esta manera tenemos la expresién
completa para el operador G

G=A+a ((% '>W22 @+ (o, '>W22 1/))

donde A es un operador integral (convolucién con la funcién ).

2. Perturbaciones de Rango dos. Férmula del Resolvente

El operador obtenido en la seccién anterior es una perturbacién regular de
rango dos del operador integral A, es decir, D(A) = D(A,) y dimR(T) = 2. En
[2] perturbaciones de rango uno son ampliamente estudiadas. Estos modelos se
consideran solubles en el sentido en que se puede dar una expresion explicita
del resolvente del operador perturbado, ver [1][3]. Para el caso de perturbacio-
nes regulares de rango uno una férmula para el resolvente es bien conocida,
ver [2]. Nuestro propésito ahora es dar una férmula andloga para el tipo de
perturbaciones que hemos obtenido.

Teorema 2.1 (Férmula de Krein. Perturbaciones regulares de rango
dos). Sea A un operador autoadjunto actuando sobre un espacio de Hilbert H
y sean @ y ¥ vectores cualesquiera de H. Entonces el resolvente del operador
original A y de su perturbacion de rango dos Ay = A+ a ({0, p+ (p, Y1),
a € R, estdn relacionados por la siguiente formula

(Aa =N = (A= N7 = —aG(¥, (A= N)""p —aF(p, ) (A= N9
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donde X es cualquiera, S\ #0 y

—B(p,-) = B(p,")aB (¥, ) + B(1,-) aB (¢, ¢)
a? (B (¥,¢) B(p,9) — B (¥,%) B(p,9)) +a(B(p,¥)+ B (¥, 9)) +1

a? (B (¢, 9) B(e,¥) = B, ¥) B(p,9)) +a(B(p,9) + B(,¢)) +1

y la forma bilineal B(f,g) est definida por B(f,g) := (f,(A—X)"'g)

Demostracion. El objetivo es calcular el resolvente del operador A,, para ello
necesitamos conseguir f en funcion de h tal que

F(cp,~) - =

h=(As—N)f
Desarrollando la expresion que tenemos para A, queda
h = (A=XNf+alf
ho = (A=Nf+a(, fle+ale v (4)

aplicando (A — \)~! a ambos lados de (4) y despejando f tenemos
fo= (A-N"Th—al,fHl(A-NTTo—alp,/)(A=-N""Y (5

Definamos la forma sesquilineal B(p, ¥) := (¢, (A — X\)~'1)). Ahora hacemos el
producto interno de f con ¢ y ¥

(0. f) = Ble,h) —a(y, ) Ble,p) —alp, f) Ble,¥)
<wvf> = B(wah)_a<1/),f>B(¢a<P)_04<<P,f>B(¢a¢)

y resolvemos el sistema de ecuaciones obtenido
(1 +aB(p.¥)  aB(p, ) ) <<s0,f>> _ (B(so, h)) (©)
aB(,¢) 1+ aB(,¢)) \(¥, f) By, h)
—B (¢, h) = B(p,h) aB (4, ¢) + B (¥, h) aB (¢, ¢)

a2(B(¥,9) B, ¥) = B(W,9) B(p,p)) +a(Bp,¢) + B(¥,9)) + 1

B(UJ,h)JFOéB(SO,UJ)B(%h)*B(%h)aBWW)
a? (B (v, 9) B(e,¥) = B (¥, ¥) B(p,0)) +a(B(p,9) + B(,¢)) +1

sustituyendo estas dos expresiones en (5) obtenemos la férmula para el resol-
vente de A, O

(p, f) =

W, f) =

Usando esta féormula podemos conseguir los polos del resolvente de G, es
decir, conseguir A tal que el determinante de la matriz 2 x 2 que aparece en
(6) sea igual a cero. Estamos interesados particularmente en los autovalores
negativos.
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3. Autovalores del Operador de Gram Asociado a
A, = —;—; + ad’ en W2(R)

Para poder calcular explicitamente el resolvente de

G=A+a ((1/)7 '>w22 @+ (o, '>W22 ¢)

es necesario obtener los valores de B(f, g) que aparecen en la matriz de coefi-
cientes del sistema (6), para f,g = ¢ y .
Hemos definido B(f, g) := <f, (A— )\)*lg>. Donde, en particular,

(A=N)g(t) =pxg—Ag(t)

Y oxg = / o(t—s)g(s)ds. Consideremos el operador S := FAF~!, donde F es
R
la transformada de Fourier y F~! su inversa. Asi (A —\)"' = F~}(S - \)"'F,

h h .
— N7t = . L A—XN"'h = F'—— donde h = Fh.
con (S ) 2o uego ( ) Y onde

Siguiendo este esquema de trabajo obtenemos, para A < 0,

Blew) = [* 2 g [T sl 2

oo Plw) — A o 1= A=t m
R L e ol

Sustituyendo estas cantidades en la matriz 2 x 2 del sistema de ecuaciones (6)
que aparece en la prueba del teorema (2.1) tenemos

a2
1 1/4 TN T
_ av2
1/4 VI=A(=A)3/4 1
cuyo determinante es
a2
1 1/4 123 V—x 1 —8A+8A2+a?

- (”
oy 8 A(-1+A
“VA =5 ! (1
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el cual es cero para A (A < 0)
A=1/2-1/4v/4—2a?

Valores reales de a no dan valores de A negativos, ni siquiera reales, luego a
debe ser imaginario. De hecho, si « es calculado de la ecuacién (7) en funcién
de ), de manera que tengamos determinante igual a cero, obtenemos

ar = 2V/2X1-2)2
ar = —2v2)1-2)2

lo cual ilustra la afirmacion: para tener autovalores A < 0 del operador de Gram
2

asociado a A, f = el + ad’ f, entonces la constante a debe ser un ntmero
imaginario.

. 2
4. Operador de Gram Asociado a A, = —;? + ad” en el

espacio de Sobolev W} (R)

Siguiendo este método podemos obtener el operador de Gram sobre el espa-
cio de Sobolev W3 asociado a la forma bilineal generada por A, f = —% f+
ad” f, que resulta ser un operador integral perturbado con un operador au-
toadjunto de rango tres. En efecto, Consideremos formalmente la expresién

A, = f% + ad” y la forma sesquilineal que define

Aatg)e = [

R

= /}R —f"()g(t) dt + a (f"(0)g(0) +2f'(0)g’(0) + £(0)g"(0)) = (GF, 9)ws

(=1"(t) + ad” () (1)) 9(t) dt:/R—f”(t)g(t)dtJrOé/R5”(t)f(t)g(t)dt

donde G es el operador de Gram asociado a A, en W3. Hallemos las funcio-
nes ¢, ¥, x € W3 tales que podamos representar los funcionales d, &' y 6" en
términos del producto en W3, es decir,
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donde g € W3. Integrando por partes tres veces

oalwy = [ e+ [ &g o

R
- / POt + ("(07) — ¢ (04))g" (0)
—("(07) = ") (01))g'(0)
He07) = V090 - [ LD gt
- / () — VD @)g(t)dt + ((07) — & (0%))g" (0)

—("(07) — "V (07))g'(0)
+(M(07) = ¢"(0))g(0)

Luego tenemos (8), (9) y (10) si se satisfacen las condiciones

©— v _—

@"(07) —"(0%) = 0
(,O(IV)(O) (IV (O-‘r) = 0
#M7) - M) = 1
v—y"D =0

L) -ty = 0
D(07) —wM(0") = 1
w )(07) — W’(O*) 0

y

X — v —
X=X =
(0 > X)) =0
( )( X(V <0+) 0

respectivamente. Una base para el espacio de soluciones de la ecuacion diferen-
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cial obtenida viene dada por

Pi(t) = ¢

B2(t) = cos(ct)e/?
ps(t) = sin(ct)e!/?
da(t) = et

o5(t) = cos(ct)e t/2
d(t) = sin(ct)e '/?

donde ¢ = \/3/ 2. Consideremos
{ ag(t) + Bea(t) +yos(t) sit<0

§pa(t) +nos(t) + pde(t) sit>0

Podemos deducir de las condiciones de salto y continuidad de la tercera, cuarta
y quinta derivada las siguientes ecuaciones para «, 8, v, £, Ny i

p(t) =

11 0 -1 -1 0
1 1/2 1/2/3 1 1/2 —1/2/3
—1/2  1/2v/3 -1 1/2 1/2/3
1 -1 0 1 -1 0
1 —1/2 —1/2v/3 -1 1/2 —1/2/3
/2 —1/2v/3 1 1/2 1/2V/3

asi obtenemos ¢,

1/6¢1(t) +1/66a(t) — V/3/6¢3(t) sit <0
p(t) = {

—_

T I m 2 ™ 9
- o o ©o o o

—_

1/6¢4(t) +1/665(t) + v/3/6¢6(t) sit >0

similarmente obtenemos 1 y x

1/6¢1(t) — 1/6¢a(t) — V3/6¢3(t)  sit <0
{ —1/6¢4(t) +1/6¢5(t) — v/3/6¢6(t) sit>0
{ 1/6¢1(t) — 1/3¢a(t) sit <0

1/664(t) — 1/365(t) sit>0

P(t) =

x(t) =
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Con estas funciones podemos reescribir
0" f.9)e = J"(0)g(0) +2£/(0)g'(0) + £(0)g"(0)

w3

donde T es el operador de rango tres sobre el espacio W3 definido por

T:= <Xa >W23 ® +2 W, >W23 7/} =+ <903 >W23 X

finalmente tenemos
G=A+aT

donde A es un operador integral (como antes, de convolucién con la funcién ),
y T es un operador de rango tres.

5. Perturbaciones de Rango Tres. Formula del
Resolvente

El operador obtenido en la seccién anterior es una perturbaciéon regular
de rango tres. Este modelo es soluble y la férmula para el resolvente de este
operador puede ser calculada facilmente

Teorema 5.1 (Férmula de Krein. Perturbaciones regulares de rango
tres). Sea A un operador autoadjunto actuando sobre un espacio de Hilbert
H y sean ¢, ¥ y x vectores cualesquiera del espacio de Hilbert, p,v,x € H.
Entonces el resolvente del operador original A y de su perturbacion de rango
tres A = A+ a({X,) ¢ +2(¥, ) ¥+ (") x), a €R, estan relacionados por
la siguiente férmula

(Ao = 2= (A= X)"1h = —aH(x, B)(A - Nl
- ZQG(lﬁ’ h)(A - )‘)_1¢ - OéF((p, h)<A - A)_lx

donde F(p,h), G(¢,h) y H(x,h) son las soluciones del sistema

l+aB(p,x) 2aB(p1) a B (p,¢) F(p,h) B(p
aB(,x) 1+2aB@,v) aB(¥,p) G@,h) | =] B
a B (x,x) 2aB(x,v)  1+aB(x,») H (x,h) (B(§<

11

B(f.9):={(f,(A=X)"'g), y X es cualquiera, I\ # 0.
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Demostracion. La prueba es exactamente igual a la anterior para perturbaciones
de rango dos. O

Usando esta férmula buscamos los polos negativos del resolvente de G, es
decir, A < 0 tal que el determinante de la matriz 3 X 3 que aparece en (11) sea
igual a cero.

6. Autovalores del Operador de Gram Asociado a
Ay = —L + ad” en W3(R)

T dt?

Para poder calcular explicitamente el resolvente de G = A + a({x,) ¢ +
2(, ) + (p,-) x) de nuevo es necesario obtener los valores de B(f,g) que
aparecen en la matriz de coeficientes del sistema (11), para f,g = ¢, 1, x. Si-
guiendo el mismo esquema que usamos en el caso anterior tenemos, para A < 0,

* T L !
(QDaQD) [oo @(w)_)\ w [oo Awb — 14+ )\ w 3 (17)\)5/6 VA
* dwd(w) e —iw
B = =
(¥, ) [mé(w)—Adw [wAw6—1+Adw 0
0 28 w) o w? 1 1
B = dw = =z
() /Oogz;(w)_A v /,OOAwG—HA 6 V1 —AV/=X
T, [T
N - T B = e T
i (w) /OO w? 1 1
B = =
(¥, 9) /_Oo¢(w)f,\dw . Aw671+>\dw 6 v1—AV—X
% _w2i(w) e w3
B = = =
(X %) [m @(w)_)\dw /700)\w6_1+/\dw 0
* w v !
B = dw = - =
(@, X) /Oo¢(w)—)\ v [wAw6—1+A 6 v1—AV/—X
> iwx(w) /°° iw’
(¥, x) /_OO¢(w)_)\ w o AwS — 14X w=0
[e'e] _w2’\ ’LU) oo _w4 1 1
BOox) = /_Oogb(w)—)\dw:/_oo)\w671+>\dw 3 YT (-2

si sustituimos estas cantidades en la matriz de coeficientes que aparece en el
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teorema (5.1) obtenemos

L=1/6 == 0 13 o=
0 1-1/3 = 0
1/3 ="y 0 1-1/6 =57~

cuyo determinante es

11 —12X2 4+ 122+ a?2 + 441 — )\\/—)\a>

(11 =5 ( NSy

Si hallamos A < 0 tal que este determinante sea igual a cero obtenemos tres

expresiones
N o= 1/2-1/6/9+4a2
Ao = 1/2-1/6V/9+a?
A3 = 1/2-1/2/1+a2

Concluimos entonces que asociados a la forma bilineal generada por A, f =
2
7‘275 + ad” f podemos conseguir tres cuadrados negativos, mientras que no

existen cuadrados negativos asociados a la forma bilineal generada por A, f =
2
——it{ +ad'f.
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HISTORIA DE LA MATEMATICA

La correspondencia entre Beppo Levi y Mischa
Cotlar. Las primeras publicaciones de Cotlar.

Lucio R. Berrone

Resumen. En 1940 y desde Buenos Aires Mischa Cotlar entabld
relacion epistolar con Beppo Levi, director del Instituto de Matematica
de la Facultad de Ciencias Matematicas de la Universidad Nacional
del Litoral con sede en Rosario. La rica interaccion entre los dos
matematicos se prolongé por muchos anos. Exponemos aqui los re-
sultados del estudio del epistolario correspondiente a los dos primeros
periodos. El intercambio desembocé en sendas publicaciones de Cot-
lar en uno de los periédicos editados por Levi.

Abstract. In 1940 from Buenos Aires Mischa Cotlar engaged in
correspondence with Beppo Levi, director of the Institute of Math-
ematics in the Faculty of Mathematics at the Universidad Nacional
del Litoral based in Rosario. The rich interaction between the two
mathematicians lasts for many years. We report here the results
of correspondence for the first two periods. The exchange led to
publications of Cotlar in a journal published by Levi.

1 Introduccién: el contacto entre dos matematicos del
viejo mundo

Dos son los trabajos de Mischa Cotlar (1913-2006) que en los afios 1940 y 1942,
respectivamente, aparecieron en las “Publicaciones del Instituto de Matematica”
de la Universidad Nacional del Litoral. Estos son presentados como [2] y [3]
en la lista de referencias. Los articulos se cuentan entre los primeros de este
matematico nacido en una poblacién de Ucrania y emigrado junto con su fa-
milia a Uruguay! en 1928. La familia de Cotlar habia conseguido establecerse
en Montevideo, y en 1935 Mischa habia cruzado el Rio de la Plata hasta Buenos
Aires, ciudad en donde podia desarrollar en mejores condiciones sus intereses

1Un esbozo biogrifico de Cotlar puede leerse en [5]. A las suscintas notas biograficas [12]
se accede a través de Internet.
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mateméaticos?. El creador y editor de las Publicaciones era el matemético italia-
no Beppo Levi (1875-1961), quien habia desembarcado en el puerto de Buenos
Aires hacia finales de1939 para hacerse cargo de la direccién del Instituto de
Matemética®, en la por entonces Facultad de Ciencias Mateméticas de la Uni-
versidad Nacional del Litoral con sede en la ciudad de Rosario, préspero puerto
fluvial situado al sur de la provincia de Santa Fe.

Beppo Levi* habia llegado a Rosario con 64 afios de edad y, como otros de su
generacién y procedencia, era un hombre con una visién integral de la Ciencia.
Y no sélo de la suya, la Matemaética, ain cuando conformara esta la sustan-
cia principal de sus reflexiones. Su formacién inicial, regularmente adquirida
en la Universita di Torino (Italia), se habia beneficiado con las ensefianzas de
matematicos como Giuseppe Peano, Corrado Segre y Vito Volterra. Habia luego
tenido licida participaciéon en muchos desarrollos de la geometria algebraica de
su época, la teoria de niimeros y las ecuaciones diferenciales. Habia ganado una
definida comprensién de los procesos intelectivos que sustentan las construc-
ciones bésicas del Andlisis y habia sido capaz de extraer de ellos consecuencias
generales sobre el alcance y sentido general de la teoria matematica. No se habia
mantenido ajeno al debate que alrededor de las cuestiones de fundamentos se
habia desatado hacia fines del siglo XIX, ni tampoco a las ideas de la nueva
Fisica nacida en las primeras décadas del XX. En Rosario, Levi inicia enseguida
una activa y multiple labor. Dicta seminarios avanzados de Matemaética, edita
las “Publicaciones” y también el boletin “Matematicae Notae”, de aparicién
periddica desde 1941. Todo esto, desde luego, sustentado por un marco institu-
cional adecuado, generoso®.

La formacién de Cotlar fue, en cambio, de sesgo azaroso. La lectura de [5] y
otros escritos contenidos en el mismo volumen aportan un conocimiento de su
desarrollo. Aqui sefialaremos solamente que en 1940, Mischa sumaba 26 afios de
edad y llevaba unos cinco anos de residencia en Buenos Aires. Habia publicado
en los periédicos de la Facultad de Ingenieria de Montevideo y de la Sociedad
Cientifica Argentina algunos trabajos de contenido muy general y especula-
tivo. Los titulos de estos primeros trabajos (Aritmética Abstracta, Teoria de
Andgenos) son verdaderamente significativos. Su Théorie d’ Anagénes la habia
anticipado en un congreso internacional celebrado en Bordeaux, Francia. El con-

2Contratado por la universidad para impulsar el desarrollo de la matemdtica superior, el
matemético espafiol J. Rey Pastor (1888-1962) habia arribado a Buenos Aires en 1921. El
traslado de Cotlar buscaba una aproximacién al entorno de Rey Pastor y su escuela en Buenos
Aires. En Montevideo, Mischa se habia relacionado con el circulo de personas vinculadas a
los mateméaticos Rafael Laguardia y José Luis Massera.

3La inauguracién oficial del Instituto se produjo luego de la llegada de Levi, en mayo de
1940.

48. Coen (Bolonia) es biégrafo y editor de las obras completas de Levi. [11] es una biografia
de Levi escrita por una de sus hijas. [22] es una resena de la obra cientifica de Levi escrita
por Luis Antonio Santald.

5Al respecto, véase [20].
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tacto con el recién llegado Profesor Levi se inicia por la intermediacién del pro-
fesor Juan Carlos Vignaux. Por cierto, habia sido Vignaux el destinatario de la
carta de recomendacion que portaba Cotlar cuando su traslado a Buenos Aires.
Ambos habian luego compartido intereses matematicos. En 1936, el articulo
Sobre las derivadas areolares simétricas de funciones de una variable compleja
dual habia aparecido con sus firmas en los Anales de la Sociedad Cientifica
Argentina. Vignaux, puntualicemos ademads, era aquel matemaético argentino
a quién Levi se habia dirigido en 1938, luego de la promulgacion de las leyes
raciales en la Italia fascista, para “consultarle sobre sus posibilidades” ([11],
pag. 43) de emigracién al pais.

Si el interés del trabajo presente fuera el de recordar las condiciones histéricas
y sociales que por aquellos anos signaban las vidas tanto de Levi como de Cot-
lar, debiéramos emplear, entre otras, palabras como “exilio” y “emigraciéon” tal
vez atemperadas por el hecho de que Argentina y otros paises del cono sur eran
entonces tierra prometida para muchas personas en el mundo y sus universi-
dades venfan abonando el cultivo de las ciencias (cfr. [21]). Por otra parte,
una equilibrada visién de conjunto de los primeros trabajos de Cotlar ha sido
proporcionada ya por John Horvéth en el articulo [6]; y como he podido leer la
correspondencia que establecieran Cotlar y Levi en torno a las dos publicaciones
mencionadas, me ha parecido de interés ofrecer, en las secciones siguientes, una
sintesis de aquel intercambio epistolar.

El grupo de cartas que ha llegado a mis manos no es completo. Existen
evidentes discontinuidades, vacios postales en él. Se echan sobre todo en falta
muchas de las cartas escritas por Levi. No obstante, la parte conservada me
ha parecido alcanzar para la elaboraciéon de un relato posible del intercambio
de ideas. Ademads de devolver cierta ilusién de necesidad, la reconstruccién
pondréa de relieve la importancia de las ideas matemédticas que sustanciaron el
intercambio. Cuando tal reconstruccién ocurre, como en el caso del cuerpo de
cartas que condujera al trabajo [3], dentro del contexto que ha sido llamado
“de descubrimiento”, el resultado final estard con mayor razén impregnado de
cierto grado de subjetividad y limitado por los conocimientos de quien oficia
el papel de reconstructor. La inclusiéon sélo parcial en dicho contexto de la
correspondencia del ano 1940 la hace quizd menos susceptible a esta ley. En
cuanto a la exposicion del material, el habitual orden cronolégico seguramente
facilitara estudios venideros.

1.1 Correspondencia del ano 1940

La relacion epistolar entre Beppo Levi y Mischa Cotlar comienza, como se dijo
en la Introduccién, en el ano 1940, cuando el profesor Juan Carlos Vignaux
envia a Levi un manuscrito de Cotlar titulado Generalizacion de la Integral de
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Lebesgue. Levi se interesa rapidamente en él y en una carta fechada el 3 de
septiembre de aquel ano le ofrece publicarlo en las Publicaciones . Con fecha 10
de septiembre, Cotlar responde con entusiasmo al ofrecimiento de Levi, y ello
da origen a un intercambio centrado tanto en el aspecto matematico como en
el tipografico® del trabajo que se extendié hasta finales de aquel aflo.

En su trabajo, Cotlar desarrolla una generalizacién de la medida y la inte-
gral de Lebesgue para conjuntos y funciones no-medibles en la direccién que a
continuacién describimos. Si A C R™, un punto x € R™ se dice de densidad de
A cuando

L JANB.(2)]

=1
r=0 By (z)| ’

donde B, (z) es la bola de rario r centrada en z. Un clasico teorema de Lebesgue
(ver [8]) asegura que si A C R™ es medible y |A| > 0, entonces casi todo punto
de A es de densidad de A. Cotlar prueba que si C C R", entonces resulta
medible el conjunto de los puntos de C' que son de densidad de C, de donde
obtiene que todo conjunto no medible C puede descomponerse en la forma

C=CyUN, (1)

donde Cj es el conjunto de los puntos de densidad de C'y N = C\ Cj es llamado
nicleo de C. De manera mas general, Cotlar denomina nicleo a todo conjunto
N C R™ tal que casi todos sus puntos no son de densidad del mismo, resultando
que todo C' C R™ se descompone de manera tnica como Cy U N, donde Cy es
medible y N es un ntcleo. En particular, si N es un ntcleo, el complementario
N’ de N se descompone en la forma N’ = NjUN, donde el niicleo N es llamado
niicleo conjugado de N. El conjunto N U N resulta medible, y Cotlar asigna
entonces a cada nucleo una seudo-medida:

1 —
pw(N) = 5 INUN|.
En virtud de la descomposicién (1), a cada C C R™ corresponde la seudo-medida

u(C) = |Col + u(N).

La medida g no resulta numerablemente aditiva en el sentido usual, inconve-
niente que Cotlar supera considerando una apropiada restriccién de la nocién
de conjuntos disjuntos. De hecho, Cotlar llama no-rampantes a dos nticleos Ny
y N, cuando satisfacen las condiciones

N1 ﬂNQ = @,Nl DNQ = @

6Una de las tareas del editor de aquella época era la de adecuar a las posibilidades ti-
pogréficas de la imprenta el simbolismo especial usado por el autor.
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Dos conjuntos A y B se dicen no-rampantes cuando son disjuntos y sus nucleos
son no-rampantes. Cotlar prueba entonces que la seudo-medida de una unién
numerable de conjuntos no-rampantes de a pares es igual a la suma de las
seudo-medidas de cada uno de los conjuntos. Apoyédndose en este resultado y
efectuando pertinentes modificaciones en el desarrollo habitual de la teoria de
la integral de Lebesgue, Cotlar contruye una teoria de la integracién respecto
de la seudo-medida p extendiendo entonces la integral de Lebesgue a una clase
mas amplia de funciones: las funciones seudo-medibles.

La cuestién quizd de mayor relevancia discutida por Levi y Cotlar en la
correspondencia de aquel ano se refiere a la posibilidad de construir conjuntos
no medibles sin el uso del axioma de elecciéon. La importancia del tema amerita
el que transcribamos algunos parrafos. Es en la carta que hemos mencionado
arriba donde Levi hace observar que la nocién de funcién seudo-medible es, en
realidad, bastante restrictiva. El 3 de septiembre, Cotlar replica diciendo que
la construccién de conjuntos no medibles proporcionaria ejemplos no triviales
de funciones seudo-medibles:

“..las consideraciones que Ud. hace, indican que la condicion
de seudo-integrabilidad impone limitaciones fuertes. Tratando de
construir ejemplos de funciones seudo-medibles no elementales, me
encontré con la dificultad de que comocia muy pocos ejemplos de
conjuntos no medibles, y menos todavia métodos para construirlos;
st Ud. quisiera orientarme al respecto le quedaria muy agradecido.”

En una carta fechada el 9 de octubre, Beppo Levi acota:

“Me parece que la dificultad estd propiamente en esto: que las
operaciones provechosas para el Andlisis hasta ahora llevan nece-
sariamente a funciones medibles, porque al cabo se reducen siempre
a las operaciones elementales, mds la operacion de limite. Por esto,
yo no sé que pueda tentarse la definicion de conjuntos no medibles
sino con la aplicacion del postulado de Zermelo.”

Respecto del punto de vista de Levi, Cotlar responde con la siguiente ob-
jecién:

“Ud. me dijo (y esto me hizo pensar) que no se podrd demostrar
la existencia de conjuntos no medibles, a menos que se haga uso del
postulado de la libre eleccion, porque todos los ejemplos del Andlisis
consisten en el paso al limite combinado con las operaciones elemen-
tales, y los limites de conjuntos medibles son también medibles. Pero
los mismos razonamientos sirven para los conjuntos borelianos, sin
embargo he aqui una demostracion de que existen conjuntos medibles
L y no Borel ...”
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Lo que sigue en la carta es un argumento de cardinalidad que efectivamente
prueba la existencia de conjuntos medibles Lebesgue que no lo son en el sentido
de Borel. A esta objecién, Beppo Levi contesta de manera concluyente:

“La existencia de conjuntos mo medibles L me parece fuera de
toda duda, sea por razones logicas, que la idea de conjunto es tan
amplia y en ella no entre la nocion de medibilidad, que no hay
que pensar que la clase de ”conjuntos no medibles” sea vacia. Sea
también porque yo mismo en mis cartas anteriores le hablé de con-
juntos conocidos y por cierto no medibles’. El problema me parece
otro: el que estos conjuntos sean definibles en el dominio deductivo
de los numeros reales o tan solo de las funciones. Y si yo uso una
pequena insistencia sobre este “dominio deductivo” (a lo que estaria
muy dispuesto a admaitir por parte de Ud. la contestacion de que le
parece initil hablar de eso) es solo porque en efecto no me parece
de poner una condicion que Ud. pueda despreciar, sino que la pal-
abra sirve solo para fijar la atencion sobre una condicion esencial
del razonamiento. En efecto, cuando Ud. habla del minimo conjunto
medible que contiene un nicleo, tiene que tener un modo de deter-
minar este minimo conjunto medible; y de medirlo también; y estas
operaciones solo puede hacerlas si sus conjuntos estin definidos en
términos referibles a los nimeros reales.”

Aparece en el péarrafo el concepto de Dominio deductivo, nocién “meta-
matematica” que Levi introduce en el articulo [9] (véase también [10]) y resume
sus personales reflexiones sobre los fundamentos del Anélisis y que busca volcar
la contruccién de nuevas teorfas matemdticas en el molde del Analisis clasico.

En las cartas siguientes el centro de atencién se desplaza a cuestiones de
forma del trabajo de Cotlar. Beppo Levi encuentra demostraciones més sencillas
para algunos de los resultados y hace varias observaciones sobre el estilo en que
Cotlar ha redactado su trabajo. Sobre todo se ocupa de hacerlo apto para ser
tipografiado. A fines de diciembre del 40, en una de las ultimas cartas de ese
ano, Mischa Cotlar insiste en su punto de vista:

“Con todo, tengo el pleno convencimiento (intuitivo) de que pue-
den darse ejemplos de conjuntos no medibles sin acudir al principio
de eleccion. Ademds me parece que en ciertos casos puede ser de-
mostrado el postulado de Zermelo...”;

y mas adelante

“..no veo porqué los ejemplos de conjuntos no medibles deben
darse por el método de la libre eleccion y no en base de la definicidn

" Levi se refiere al conjunto de Vitali.
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misma de conjunto medible utilizando uno de los tantos algoritmos
del Andlisis; por ejemplo imponiendo condiciones al desarrrollo en
fraccion continua”.

La cuestién de la posibilidad de la construccién de conjuntos no medibles sin
utilizar el axioma de eleccién tardard todavia unos veinte anos en ser dirimida.
Los trabajos de Jan Mycielski y Stanislaw Swierczkowski [19] junto a los de
Robert Martin Solovay [23], muestran que puede construirse un conjunto no
medible Lebesgue sélo con el auxilio del axioma de eleccién y que un principio
de seleccion numerable no es suficiente para ello.

En su respuesta del 10 de septiembre, M. Cotlar hace la siguiente observacién
respecto del concepto de niicleo:

“Bl concepto de nicleo, como el de ideal de Kummer, o el de
punto impropio, etc. es un caso particular del concepto de la cor-
tadura de Dedekind abstracta, que yo llamo “andgeno”. Los conjun-
tos medibles de Lebesgue pueden obtenerse como andgenos respecto
a los rectingulos o cuadrados; andlogamente, los nicleos son los
andgenos respecto de los conjuntos medibles”;

llamando asf la atencién de Levi sobre su idea de andgeno 8 desarrollada en el
trabajo [1] aparecido el ano anterior en los Anales de la Sociedad Cientifica Ar-
gentina . Propiamente, la idea de Cotlar consiste en sumergir un conjunto par-
cialmente ordenado A en un reticulado completo constituido por “cortaduras”
de A , mediante una abstracion similar a la que permitié a Dedekind completar
la recta racional. Senalamos que en esta direccién de pensamiento habia sido
precedido por Holbrook Mann MacNeille, quien en su tesis doctoral [14] de 1935
(cfr. también [15] y [16]) desarrolla las mismas ideas.

1.2 Correspondencia de los anos 1941-42

Con el trabajo [2] todavia en imprenta, en una carta fechada el 6 de febrero de
1941 Cotlar remite a Levi algunos resultados sobre un problema que ha estado
estudiando ‘desde hace un tiempo’. Se trata

“..de una propiedad de las funciones holomorfas que tienen la
particularidad de transformar el contorno del dominio (en el cual

8Etimolégicamente ‘sin origen’. En [1], Cotlar explica: “Los nuevos entes creados por los
métodos constructivos corresponden a conjuntos de entes primitivos que podemos llamar “sin
origen”, ya que el nimero irracional es una cortadura sin el menor (mayor) elemento, el ideal
no principal es un anillo sin divisor comtn, el punto impropio es un conjunto de determinadas
rectas sin punto comun, etc.”

9Por recomendacién de Maurice Fréchet, Cotlar iba a publicar este trabajo en Fundamenta
Mathematicae, proyecto que se vié impedido por el comienzo de la 2da. guerra.
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estin definidas) en una curva simple de Jordan, de modo que el
dominio transformado resulte un dominio “Riemann” (es decir, de
quien puede hacerse la representacion conforme sobre un circulo) ,
y también de las funciones que son limites de aquellas.”

Cotlar llama funciones de clase Ry a las primeras y funciones de clase R; a
las ultimas. Con esta carta comienza no sélo el intercambio alrededor de una
cuestiéon matematica distinta, sino también una nueva etapa de la correspon-
dencia entre Cotlar y Levi. A diferencia de la anterior, en la cual somete a la
critica incisiva del matematico italiano un cuerpo completo de resultados Cot-
lar va, a lo largo del ano 41, madurando sus ideas bajo la escrupulosa mirada
de Beppo Levi. El articulo [3], aparecido en las Publicaciones del Instituto de
Matematica en 1942, serd el producto de esta interaccion.

Como era conocido desde los trabajos de Paul Montel realizados durante la
segunda década del pasado siglo, la familia £ de funciones univalentes (slicht)
de funciones holomorfas en el circulo unitario D(0;1) tales que f(0) = 0, goza
de propiedades especiales (cfr. [17, 18]). Entre las mas remarcables se cuentan
las siguientes:

1. £ es una familia quasi-normal de orden 1.
2. Toda funcién f de £ cubre un circulo cuyo radio solo depende de |f'(0)] .

3. Sobre la circunferencia |z| = r < 1 toda funcién de £ cumple la desigual-

dad
r

If(2)] < |f/(0)] [(=IER

4. Si f € £ es continua sobre el contorno |z| = 1, entonces su serie de Taylor
converge uniformemente en todos los puntos de dicho contorno.

El propésito de Cotlar es el de extender estas propiedades a la clase de
funciones holomorfas que son univalentes sobre un arco del contorno de D(0; 1).
El 16 de marzo, escribe

“En los teoremas cldsicos que aseguran la normalidad de la fa-
milia (o en las generalizaciones del teorema de Stieltjes) se exige
en la hipotesis condiciones que deben verificarse en todo el interior
del dominio D, y por esto pueden llamarse hipdtesis del interior [...].
Ahora, en el teorema que discutimos se exigen condiciones que deben
verificarse sobre una curva I' que limita a D; esta curva puede ser
interior o no a un dominio de holomorfismo de la funcion, sélo in-
teresa que la hipdtesis exige que fn(2) sea holomorfa al interior de
I' y continua sobre ella, y claro que verifica ciertas condiciones; por
esto puede decirse que se trata de condiciones de contorno.”'°

10Los subrayados de la citaciones corresponden siempre a los originales.
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El teorema al que hace aqui referencia es una version mejorada del resultado
fundamental expuesto en la nota del 6 de febrero y puede leerse en una carta
anterior (20 de marzo):

“Diremos que una funcién f(€) es univalente en el conjunto E,
cuando para dos puntos diferentes a yb de E es f(a) # f(b). Ahora,
st las funciones f(z) de una familia son univalentes en un conjunto
E del contorno, de medida > 0, entonces la acotacidn de las |f(z)]
en un circulo interior al dominio (arbitrariamente pequenio) es sufi-
ciente para asegurar la normalidad en todo el dominio que contiene
dicho circulo. Tengo que confesar que todavia me falta completar al-
gunos puntos de la demostracion...”

Mas adelante, en la misma carta del 16 de marzo, Cotlar encuentra todavia
obstaculos “mucho mds serios de lo que esperaba” para resolver los problemas
que se le han planteado. El 25 de abril, escribe:

“No le he escrito hasta ahora porque me di cuenta que las ultimas
demostraciones que estaba por enviarle podrian ser muy simplifi-
cadas y volvi a rehacerlas...”

Junto con esta carta, Cotlar envia a Levi una nota que contiene sus ultimos
resultados:

“Le envio los resultados concretos redactados asi como los com-
prendo ahora, o sea como una extension de los resultados de las fun-
ciones univalentes o multivalentes. En efecto, la funcion univalente
puede definirse como una funcion de la clase Ry que es univalente
sobre todo el contorno I'. En cambio, nosotros trabajamos con fun-
ctones de la clase Ry pero univalentes tan solo sobre un pequeno
arco del contorno. Estas funciones constituyen evidentemente una
clase mucho mds amplia que las univalentes y cuya forma analitica
es aquella que Ud. me habia indicado. El resultado concreto a que
pude llegar se reduce entonces a que estas funciones conservan las
propiedades principales de la teoria de las funciones univalentes.”

En la misma carta, Cotlar senala la posibilidad de aplicar sus teoremas a
la teorfa de iteracién de funciones, desarrollada por Gaston Julia (1893-1978) y
Pierre Fatou (1878-1929) a principios del pasado siglo. En realidad, expresa no
tener todavia “nada concreto de este lado” y pide orientacién al profesor Levill.
El 12 de junio, remite una nueva nota conteniendo sus avances en el tema. En
ella hace constar las dificultades con las que ha tropezado:

11Sobre el desarrollo posterior de la teoria de iteracién de funciones holomorfas en el circulo
unitario puede consultarse la monografia de Doering y Mané [4].



124 Lucio R. BERRONE

“Fstoy adelantando muy lentamente, sobre todo por no mane-
jar la teoria de fracciones iteradas, de la cual tenia conocimiento
muy somero. Me vi en la necesidad de estudiar sistemdticamente
la memoria de Fatou. Pero tengo muy poco tiempo para estudiar y
menos para pensar '2.Con todo, en lo que le envio hay dos resulta-
dos que me parecen ser verdaderamente importantes y que, si no es
decir mucho, prometen fecundas aplicaciones. Uno de ellos profun-
diza un teorema de Hurwitz de que toda funcion limite de funciones
univalentes es univalente o constante. Mi resultado es este. Si f(z)
es limite de funciones f,(z) univalentes sobre un arco AB, vy si para
dos puntos z1 y z2 es f(z1) = f(z2), entonces desde un n se verifica
fn(21) = fn(22). En particular, si AB es todo el contorno, las f,
son univalentes y también tendrd que serlo f(z)...”

Pocos dias después, Cotlar escribe nuevamente diciendo que ha detectado
un error en los resultados que le ha enviado el 12 de junio, pero en una breve
esquela, fechada el 25 de junio, anuncia que ya ha corregido “bien todo lo que
estaba mal y ya estd arreglado todo”. Durante las vacaciones del receso inver-
nal, Mischa lee una memoria ([13]) de John Edensor Littlewood (1885-1977)
en donde se expone el concepto subordinacién de funciones. Los resultados de
Littlewood permiten a Cotlar dar a los suyos gran generalidad. Puede decirse
que recién en este momento Cotlar consigue dar forma definitiva a sus teore-
mas: con algunos agregados que comentaremos mas adelante, ellos constituiran
el corazén del trabajo [3]. En una carta llena de entusiasmo fechada el 30 de
Julio, Cotlar comunica su hallazgo a Levi. Esta carta fundamental merece,
creemos, transcribirse casi en su totalidad.

“He tenido unos dias de vacaciones, y creo haberlos aprovechado
bien, avanzando bastante en el trabajo. Por lo menos lo he llevado
a una forma definitiva y lo he terminado en lo que al trabajo en
si se refiere, pero todavia pueden hacerse muchas aplicaciones cuyo
estudio dejo para mds adelante. Leyendo a Julia '3 me llamé la
atencion una memoria importante de Littlewood que continia con
gran éxito las investigaciones empezadas por Lindelof sobre el teo-
rema de Schwarz y que sistematiza varias teorias de la teoria de
funciones. Al leer esta memoria mis ideas se aclararon y por fin di
con lo que estaba buscando tanto tiempo. Combinando los resultados

12En la introduccién se mencioné aquella carta (presumiblemente firmada por Rafael La-
guardia, por entonces el matemdtico de mayor relieve en Uruguay) que Mischa presenté a
Vignaux luego de su llegada a Buenos Aires. Vignaux enseguida lo habia recomendado para
dar clases privadas de Matemadtica [5]. De ese modo provefa a su sustento Mischa cuando
escribia estas lineas a Levi.

13En la segunda parte de su libro [7] (pag. 103), Julia hace una revisién de la memoria de
Littlewood. Es a través de este libro que Cotlar toma contacto con dicha memoria.



CORRESPONDENCIA ENTRE LEVI Y COTLAR. 125

mios con los de Littlewood, he podido dar en un instante una gran
generalidad al trabajo extendiendo todos los resultados hallados, se
puede decir, a casi cualquier funcion holomorfa. En una palabra, fue
un verdadero hallazgo para mi esta memoria, ademds me di cuenta
de que lo que estaba haciendo todo este tiempo era una solucion
reciproca del método de Littlewood; Ud. verd en la introduccion los
detalles. Los resultados de Littlewood me permitieron simplificar
muchisimo todas las demostraciones y reducir las dimensiones del
trabajo por lo menos a la mitad; creo que cuanto mds sencillas son
las cosas, mds se estd sobre el camino acertado. Ud. perdonard este
entusiasmo excesivo, sequramente es cosa de los primeros dias; pero
me da la tmpresion que he obtenido algunos resultados interesantes.
En resumen helos aqui:

Sea f una funcion holomorfa cualquiera en el dominio D li-
mitado por la curva de Jordan T'; designaremos con D el dominio
transformado de D por f, y con T la frontera de D. Diremos que
un arco AB del contorno (o un conjunto E del mismo) es un arco
propio si: 1) la funcidn estd definida y es continua sobre dicho arco

y 2) el arco AB transformado por la funcién puede unirse con una
linea continua al infinito sin encontrar puntos de D. Finalmente,
al decir que la funcion es univalente sobre AB suponemos que este
arco es propio. Si f es univalente sobre dicho arco y sil es la lon-
gitud del mismo, se tiene: 1) Existe un circulo con centro en el
origen (suponemos D =circulo) cuyo radio depende de 1 pero no
de la funcion, tal que el nimero de ceros de f en este circulo no
excede a [2m/l]. 2) Mds general, el nimero de ceros en el circulo

|z| < r no excede a w/arctan(ﬁ;tan(é)). 3) Siai,az,...,a, son
los primeros v = [2m/l] coeficientes del desarrollo de f, se tiene

If(2)] < 204242 gy |4 - -+|au\)%, en particular siv =1
se obtienen los resultados de las funciones univalentes. 4) Se tiene

) < () 646, 17/(6,)] rELor)20 #2142 donde el punto
&, depende tan solo de v, lo mismo que el factor constante 6,. De
aqui resulta que conociendo la posicion y longitud del arco de uni-
valencia AB, se puede delimitar las regiones en las cuales no hay
ceros dobles de la funcion o ceros de la derivada. La mayoria de
las desigualdades de la teoria de las funciones univalentes se extien-
den a este caso con la unica diferencia de un factor proporcional a
[27/1] y de una traslacion andloga a la traslacién de la propiedad /
(si en la propiedad 4 es v = 1, entonces es £, = 0 y se obtiene el
teorema de Bieberbach **). Finalmente se extienden casi todas las

M Cotlar hace referencia a la acotacién de |f(z)| que hemos indicado en 3.
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desigualdades de Littlewood, como Ud. verd en la introduccion.

A mi parecer lo que hay de interesante en todo esto es lo si-
guiente: se ha demostrado en la teoria cldsica que la funcion queda
perfectamente conocida por sus valores sobre un arco del contorno;
mientras que aqui resulta que la sola longitud de un arco de uni-
valencia (y no los valores de la funcién sobre el mismo) dan un
conocimiento de la limitacion del nimero y de la distribucion de los

ceros, asi como también de su modulo y de las funciones convexas
del maddulo.”

Comparemos ahora los resultados que Mischa expone en la carta precedente
con la forma final que asumieron en el trabajo [3]:

“Si AB es un arco de univalencia de longitud l y v es la parte en-
tera de 2r:l se demuestran los siguientes resultados: 1) Toda familia
f(z) compuesta de funciones univalentes sobre AB es una familia
quasi-normal en todo circulo |z| < r < 1 y de orden que depende
solo de v y de r. Si las funciones son acotadas en un v + 1 pun-
tos de un circulo interior a D ellas son acotadas en D. 2) Toda
funcidn univalente sobre AB cubre (y a lo sumo v veces) un circulo
con centro en el origen, cuyo radio depende tan solo de las primeras
v deriwadas |f'(0)],...,|fY(0)]. 3) Si f(2) es univalente en AB, en
todo circulo |z| < r <1 el nimero de ceros no excede a un nimero
que depende de l y de r, a saber:

™

2 arctan( ;:tan(i)) '
4) Si f(2) es univalente sobre AB se tiene la limitacion

2|
(1—lz)?

donde K(1) depende sélo de I (K(2m) = 1). 5) Si f es univalente
sobre AB, existe una region A de D contigua a AB y que depende
sdlo de l, tal que en A la funcidon es univalente y no se anula. 6)
Si AB es un arco propio de una f(z) continua, la serie de Taylor
converge en todo punto de AB salvo a lo sumo en un conjunto no
denso de AB. Estos resultados se extienden todavia para el caso en
que se reemplaza el arco de univalencia por un conjunto de medida
[ > 0. En particular, para l = 21 se obtienen las propiedades de las
funciones univalentes ordinarias.”

[F@I < KOS ) + -+ [£(0)])

El estudio de las propiedades de convergencia en el contorno de la serie de
Taylor de una funcién univalente sobre un arco AB es el ultimo que emprende
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Cotlar: recién a mediados de diciembre lo comunica a Beppo Levi. En una
esquela de salutacién por el fin de ano, escribe:

“..como estos dias tendré un par de dias de vaciones espero ter-
minar aquel teorema que le hablé y asi ya redactar definitivamente
el trabajo y contestarle. Estoy casi seqguro que el teorema va a salir
bien, faltan algunos detalles no mds, y en tal caso seria verdadera-
mente una contribucion importante a los teoremas tauberianos y las
series de Fourier.”

El 14 de febrero Mischa ha completado su trabajo:

“..acabo de pasar en limpio el trabajo y lo adjunto con esta.
Creo que ahora ya estd listo; lo he modificado totalmente, teniendo
siempre en vista las indicaciones contenidas en sus cartas...”

Lamentablemente, de las cartas que Beppo Levi dirigié a Mischa Cotlar en
esta época, pocas han llegado a mis manos. Aunque escasas, son ricas en comen-
tarios e indicaciones. A continuacion rescato las que he creido méas importantes.
La primera respuesta de Levi que se ha conservado —una carta fechada el 7 de
marzo de 1941— transluce cierta incomprensién de los conceptos y del objetivo
de los teoremas que Cotlar le ha remitido en sus apuntes. De este modo, las
objeciones que alli plantea Levi —principalmente relacionadas con la correccién
del uso que hace Cotlar en sus argumentos del principio de simetria— no nos
han parecido muy ajustadas. Distinto caracter tienen las objeciones que Levi
formula mas tarde. En la demostracién de su teorema que asegura la normalidad
de una familia de funciones univalentes sobre un arco propio AB, uniformemente
acotada sobre un circulo arbitrariamente pequeno interior a D, Cotlar necesita
probar que cierta sucesién convergente de funciones de la familia no converge
hacia una constante. Con ese fin, introduce cierta sucesion de transformaciones
“de Riemman” del circulo unitario sobre un tridngulo determinado Ay ByCy. En
una carta con fecha del 7 de noviembre, Levi observa

“Todas las veces que ocurrid de encontrarme en una demostracion
que me parecié utilizar artificios que ocultaran el sentido intimo de
las propiedades que habia que considerar, siempre he buscado de
comprender hasta cudl punto el artificio fuese necesario y cudl fuese
su significado. Una demostracion engorrosa tiene siempre dentro de
st el peligro que dentro del artificio se pase algo que no estd comple-
tamente bien. En este caso, yo no comprendo la funcion que tiene la
transformacion del dominio en el triangulo y esto me hace obscuro
todo el razonamiento...”.

La contestacién de Mischa no se hace esperar: en una carta fechada el 10 de
noviembre explica
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“..En eso no hay nada de artificial, y la razon de esta eleccion de
un tridngulo es la misma (aunque dentro de [un] orden de ideas algo
distinto) por la cual en la definicion de la funcién modular se repre-
senta el circulo sobre un tridngulo y no sobre otra figura cualquiera
(casualmente, al encontrarme con la dificultad en la demostracion
me acordé de la funcion de Schwarz y esto me did la idea de la de-
mostracion). En dos palabras se podria decir que la razdn de ello
estd en que el numero de vértices del tridngulo es el mismo que el
numero de puntos que puede prefijarse sobre el contorno en la repre-
sentacion conforme. Mas si me permite voy a explicarme con mds
detalle... ”.

La explicacién que sigue convence a Beppo Levi, quien en una carta del 5
de marzo de 1942 dice

“Aprovecho para comumnicarle una observacion que no tiene im-
portancia fundamental, sino solo de detallle. Se trata del procedi-
miento con el cual Ud. demuestra que ninguna sucesion de funciones
sigma '° univalente sobre un arco de longitud inferiormente acotada
puede tener limite constante. Mientras en la primera redaccion el
artificio de pasar del dominio de definicion de la f(z) al dominio
triangular me parecia obscuro, me parece ahora del todo justificado
y por lo tanto una idea admirable...”.

Como habia sucedido con el trabajo [2], la forma final del trabajo [3] debe
a Levi toda indole de mejoras: desde observaciones sobre la conveniencia ti-
pografica del uso de cierto simbolo matematico en lugar de otro dibujado con la
pluma en el papel de renglones, hasta incisivas indicaciones que simplificaban
algunas demostraciones y mejoraban el estilo de la “redaccién”. El siguiente
parrafo, transcripto de una carta de Levi del 3 de diciembre de 1941, ilustra
una clase de aporte bastante diferente de los senalados:

“Debo decirle, sin embargo, que me parece la redaccion un poco
cansadora y me permito senalarle un poco el porqué. No hay duda
que yo soy un poco viejo y ciertas cosas yo no las veo muy mo-
dernamente. Una de estas ya se la senalé en otras oportunidades:
no creo absolutamente que el matemdtico tenga derecho de decir:
7yo estudio y publico una serie de deducciones sobre hipotesis que
me pongo porque me gustan”. Tampoco quiere esto decir que los
problemas matemdticos deben ser problemas propuestos por razones

15Levi hace referencia a lo que Cotlar llama funciones de Schwarz; i.e., aquellas funciones
que satisfacen las hipétesis del lema de Schwarz.
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prdcticas; pero hay que darles por lo menos un interés especulativo
o artistico. Aplicado al trabajo suyo, me parece que acrecentaria
mucho el interés empezar con algunas consideraciones introducto-
rias para mostrar como puede presentarse el problema de arcos de
univalencia...”.

La atmdsfera platonica del grupo Bourbaki comenzaba a pesar sobre el

mundo matemaético y Levi se daba cuenta de ello.
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INFORMACION NACIONAL

OBITUARIO

Diomedes Barcenas
(1949-2009)

Diomedes José Barcenas Morillo nacié en Puerto Santo, Cumand, Venezuela,
en 1949. Después de graduarse de Licenciado en Matematicas, en 1977, en
la Universidad Central de Venezuela (UCV), ingresé al personal docente de
la Universidad de Los Andes (ULA). En esta Institucién, recibié el titulo de
Magister en Matematicas en 1981. Anos més tarde se doctord, en 1998, en la
UCV, defendiendo la tesis “Multifunciones medibles y algunas aplicaciones”.
Desde entonces su area de investigacién en matemaéticas fue el Andlisis, en
particular, el Andlisis funcional y la Teoria de operadores.

A lo largo de su meritoria carrera de investigador, Diomedes se destacé como
profesor, orientador, promotor y divulgador de las matematicas. Testimonios de
esa labor son: la coordinacién del seminario del Grupo de Analisis funcional del
Departamento de Matematicas de la Facultad de Ciencias de la ULA; el texto
“Rectas y conicas”, en asociacién, con Maria Gonzélez; los libros “Semigru-
pos fuertemente continuos y algunas aplicaciones” y “Semigroups and Control
theory”, con su fraterno amigo Hugo Leiva; tutor o cotutor de tesis de Licen-
ciatura, Maestria o Doctorado en matematicas; la publicacion de importantes
resultados en su campo; coordinador en algunas de las actividades promovidas
por la Asociacién Venezolana de Competencias Matemadticas; y docente en la
Escuela Venezolana para la Ensenanza de la Matematica.

Es menester destacar, ademds, su extraordinaria dedicacién como miem-
bro de la Asociacién Matemdtica Venezolana (AMV): Miembro, en 1994, de la
Junta directiva de la AMV, Capitulo Los Andes; colaborador del Boletin de
la AMV, como arbitro o autor de publicaciones; participacién significativa en
las Jornadas Venezolanas de Matemadticas; docente en la Escuela Venezolana
de Matematica; y uno de los creadores del programa Talleres de Formacién
Matemdtica (TForMa), iniciado en el afio 2000, con la finalidad de ofrecer
cursos para complementar la formacién de los estudiantes de la Licenciatura
en Matematicas, al cual Diomedes le dedicé un especial carino y gracias a su
empeno, el TForMa se ha venido consolidando y no ha perdido su continuidad.

La comunidad matematica venezolana reconocié los méritos de Diomedes
y en retribucién lo invité a pronunciar plenarias en las Jornadas Venezolanas
de Matemdticas y, por iniciativa de algunos de sus miembros, fue propuesto al
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prestigioso, y mas importante premio cientifico de Venezuela, el Premio Polar.
Este ano, al cumplir sus 60 anos, el Departamento de Matematicas, de la Fa-
cultad de Ciencias, de la ULA, organizé un Coloquio matematico para celebrar
su onomastico.

Luego de su sentida desaparicién, acaecida el 13 de noviembre, el Grupo
de Ecuaciones diferenciales del Departamento de Matemadticas, de la Facultad
de Ciencias de la ULA, organizé un Coloquio de Ecuaciones diferenciales y
Sistemas dindmicos en homenaje a Diomedes. Investigadores de esas areas, que
trabajan en las Universidades del Zulia, Centro Occidental Lisandro Alvarado y
de Los Andes se reunieron en Mérida, los dias 3 y 4 de diciembre, para recordar
a quien, con su trabajo, estimulé la investigacion matematica en nuestro pais.

Esta necrologia estaria incompleta si dejara de mencionar al Diomedes amigo.
Conocedor, amante y bailador de los ritmos caribenos que, con su sonrisa y buen
humor, alegraba nuestras reuniones sociales. Su ejemplo y empeno siempre es-
tara entre nosotros. Paz a sus restos.

Oswaldo Araujo

Departamento de Matematicas,
Facultad de Ciencias,
Universidad de los Andes,
Mérida, Venezuela

e-mail: araujo@Qula.ve
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La Esquina Olimpica

Rafael Sanchez Lamoneda

La Olimpiada Internacional de Matemdticas,IMO, se celebra anualmente
desde el ano 1959. En aquella oportunidad Rumania invité a seis paises de Eu-
ropa oriental a participar en una competencia de matemaéticas pensada como un
evento puntual, que se realizaria solo ese ano. Los siete paises participantes fue-
ron Bulgaria, Checoeslovaquia, la Repiblica Democrética Alemana, Hungria,
Polonia, Rumania y la Unién Soviética. Al afio siguiente Rumania repitié la
competencia, aunque solo cinco paises asistieron. A partir de ahi, Hungria, Che-
coeslovaquia y Polonia, organizaron la IMO, convirtiéndose en un evento anual
que fue creciendo poco a poco hasta llegar a la cifra extraordinaria de 104 paises
y 565 estudiantes este afio 2009 en Bremen, Alemania.

Como parte muy importante de esta Olimpiada estuvo la celebracién por
los 50 anos de la IMO. Fue una muestra de la gran importancia que tiene esta
competencia en la comunidad matemaética internacional y de su impacto en las
generaciones matematicas por venir. Los organizadores invitaron a un grupo
selecto de matematicos, que en sus anos de escuela secundaria fueron ganado-
res de medallas en la IMO. La lista es impresionante, Béla Bollobéas, Timothy
Gowers, Léaszlo Lovasz, Stanislav Smirnov, Terence Tao y Jean-Christophe Yoc-
coz. Tres medallistas Fields, un premio Wolf, un premio Gédel,tres premios del
Instituto Clay, y tres premios Salem, que durante una tarde dieron una serie
de conferencias extraordinarias, cuyo tnico objetivo era motivar al maximo a
todos los jovenes que participaron en la Olimpiada y mostrarles un camino a
seguir, las Matemadticas.
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Pienso que la comunidad matematica internacional estd dando a las Olim-
piadas Matematicas la importancia que merecen, pues son un mecanismo por
excelencia para descubrir jovenes con talento matematico a muy temprana edad.
En eso estamos empenados.

Ademas de la IMO, asistimos a la XI Olimpiada Matematica de Centroaméri-
cay El Caribe, OMCC, y a la XXIV Olimpiada Iberoamericana de Matematicas,
OIM. Las delegaciones estuvieron conformadas de la siguiente manera:

50* IMO. Alemania. 10 al 22 de Julio.
Carmela Acevedo, Caracas.
Mauricio Marcano, Porlamar

Laura Vielma, Tutor de Delegacién. Academia Washington. Caracas.

Rafael Sanchez Lamoneda, Jefe de Delegacién, UCV, Caracas.
XXIV OIM. México del 17 al 27 de Septiembre:

Mauricio Marcano, Porlamar. Mencién Honorifica

Carmela Acevedo, Caracas. Mencién Honorifica.

Tomas Rodriguez. Porlamar.

Eduardo Sarabia. Tutor de Delegacién. UPEL-UCV.Caracas
Henry Martinez, Jefe de Delegacion, UPEL-UCAB, Caracas.
XI OMCC. Colombia del 4 al 10 de Octubre:

Carlos Lamas. Medalla de Bronce. Barquisimeto.

Edenys Hernao. Menciéon Honorifica. Maracaibo

Diego Pena. Altos Mirandinos.

Silvina Maria de Jests. Tutor de Delegacién. UPEL-UCAB.Caracas

José Heber Nieto, Jefe de Delegacién, LUZ. Maracaibo.
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Es importante senalar el apoyo recibido por nuestros patrocinadores, la Fun-
dacién Empresas Polar, Acumuladores Duncan, Acumuladores Titan, MRW y
la Fundacién Cultural del Colegio Emil Friedman. También queremos agrade-
cer a las Universidades e Instituciones que nos apoyan para la organizacién de
todas nuestras actividades, UCV, USB,UNIMAR, LUZ, URU, UPEL, UCO-
LA, UNEXPO, UDO, el IVIC y la Academia Venezolana de Ciencias Fisicas,
Matematicas y Naturales. Muchas gracias a todos.

Como siempre finalizamos con algunos de los problemas de las competencias
a las cuales asistimos. En esta oportunidad les mostramos los examenes de IMO.
Cada examen tiene una duracién de cuatro horas y media y el valor de cada
problema es de 7 puntos. Los exdmenes de la XXIV OIM y la XI OMCC se
pueden consultar en la web, http://www.acm.org.ve

50* Olimpiada Iternacional de Matematicas

Primer dia

Bremen, Alemania, 15 de Julio de 2009

Problema 1
Sea n un entero positivo y sean ai,...,ar (k > 2) enteros distintos del
conjunto {1,...,n}, tales que n divide a a;(a;+1 — 1), para ¢ = 1,...,k — 1.

Demostrar que n no divide a ag(a; — 1).

Problema 2 Sea ABC' un tridngulo con circuncentro O. Sean P y () puntos
interiores de los lados C'A y AB, respectivamente. Sean K, L y M los puntos
medios de los segmentos BP, CQ y PQ, respectivamente, y ' la circunferencia
que pasa por K, L y M. Se sabe que la recta P(Q es tangente a la circunferencia
I'. Demostrar que OP = OQ.

Problema 3
Sea s1, 89, 83,... una sucesién estrictamente creciente de enteros positivos
b ) b
tal que las subsucesiones

581738278837"' y 381+17882+17853+1)"'

son ambas progresiones aritméticas. Demostrar que la sucesién s, So, S3,... €s
también una progresion aritmética.
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Segundo dia

Bremen, Alemania, 16 de Julio de 2009

Problema 4

Sea ABC un tridangulo con AB = AC. Las bisectrices de los dngulos ZCAB'y
/ABC cortan alos lados BC'y CAen Dy E, respectivamente. Sea K el incentro
del tridangulo ADC'. Supongamos que el dngulo ZBEK = 45°. Determinar todos
los posibles valores de ZC' AB.

Problema 5

Determinar todas las funciones f del conjunto de los enteros positivos en el
conjunto de los enteros positivos tales que, para todos los enteros positivos a y
b, existe un tridngulo no degenerado cuyos lados miden

a, f(0) y f(b+ f(a) —1).

(Un tridngulo es no degenerado si sus vértices no estan alineados).

Problema 6

Sean aq,as,...,a, enteros positivos distintos y M un conjunto de n — 1
enteros positivos que no contiene al nimero s = a;+as+- - -+a,,. Un saltamontes
se dispone a saltar a lo largo de la recta real. Empieza en el punto 0 y da n
saltos hacia la derecha de longitudes a1, as,...,a,, en algin orden. Demostrar
que el saltamontes puede organizar los saltos de manera que nunca caiga en un
punto de M.
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XXIIT Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Primer dia

Salvador, Brasil, 23 de Septiembre de 2008

Problema 1

Se distribuyen los ntimeros 1,2,3,...,20082 en un tablero de 2008 x 2008,
de modo que en cada casilla haya un numero distinto. Para cada fila y cada
columna del tablero se calcula la diferencia entre el mayor y el menor de sus
elementos. Sea S la suma de los 4016 ntimeros obtenidos. Determine el mayor
valor posible de S.

Problema 2

Sea ABC' un tridngulo escaleno y r la bisectriz externa del dangulo ZABC.
Se consideran P y @ los pies de las perpendiculares a la recta r que pasan por
Ay C, respectivamente. Las rectas CP y AB se intersectan en M y las rectas
AQ y BC se intersectan en N. Demuestre que las rectas AC, M N y r tienen
un punto en comun.

Problema 3

Sean m y n enteros tales que el polinomio P(x) = 2% + mx + n tiene la
siguiente propiedad: Si x e y son enteros y 107 divide a P(z) — P(y), entonces
107 divide a « — y. Demuestre que 107 divide a m.

Segundo dia

Salvador, Brasil, 24 de Septiembre de 2008

Problema 4
Demuestre que no existen enteros positivos x e y tales que

22008 4 9008! = 21Y.
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Problema 5

Sean ABC un triangulo y X,Y, Z puntos interiores de los lados BC, AC,
AB, respectivamente. Sean A/, B/7 C'los circuncentros correspondientes a los
tridngulos AZY, BXZ, CY Z. Demuestre que

(ABC)
4

(ABC >

y que la igualdad se cumple si y solo si las rectas AA', BB CC’ tienen un
punto en comun.
Observacion: Para un tridngulo cualquiera RST, denotamos su area por

(RST).

Problema 6

En un partido de biribol se enfrentan dos equipos de cuatro jugadores ca-
da uno. Se organiza un torneo de biribol en el que participan n personas, que
forman equipos para cada partido (los equipos no sin fijos). Al final del tor-
neo se observé que cada dos personas disputaron exactamente un partido en
equipos rivales. jPara qué valores de n es posible organizar un torneo con tales
caracteristicas?

Rafael Sanchez Lamoneda
Escuela de Matemaéticas. Facultad de Ciencias. UCV
rafael.sanchez@ciens.ucv.ve
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Asociacién Matematica Venezolana
XXIII JORNADAS VENEZOLANAS DE MATEMATICAS

Y/

HOMENAJE A DIOMEDES BARCENAS
UNIVERSIDAD SIMON BOLIVAR

CARACAS, 20 AL 23 DE ABRIL DE 2010

SEGUNDO ANUNCIO

Las XXIII Jornadas Venezolanas de Matematicas, a celebrarse en la
Universidad Simén Bolivar, tendrdn como sesiones tematicas:

SESION

COORDINADORES

Algebra y Teoria de Numeros

Aurora Olivieri (olivieri@usb.ve)
Amilcar Pérez (ajperez@usb.ve)

An3lisis

S. Marcantognini (stefania@usb.ve)
Luis Méarmol(igmarmol@usb.ve)

Ecuaciones Diferenciales Parciales
y Fisica Matemaética

Alvaro Restuccia(arestu@usb.ve)
Carmen Vanegas(cvanegas@usb.ve)

Grafos y Combinatoria

Oscar Ordaz(oscarardaz55@gmail.com)
Domingo Quiroz(dquiroz@usb.ve)

Historia de las matematicas

Douglas Jimenez(dougjim@gmail.com)

Légica

Carlos Uzcategui(uzca@ula.ve)
José Mijares (jose.mijarez@ciens.ucv.ve)

Modelos Matemadticos, Analisis Numérico
y Aplicaciones

Said Kas-Danouche(sak0525@gmail.com)
Brigida Molina(bmolina@kuaimare.ciens.ucv.ve)
René Escalente(rescalante@usb.ve)

Probabilidad y Estadistica

Adolfo Quiroz(aquiroz@Qusb.ve)
Isabel Llatas(illatas@cesma.usb.ve)

Sistemas Dindmicos
(Continuos y Discretos)

Hanzel Larez(larez@ula.ve)
Bladismir Ruiz(bladismir@ula.ve)

Topologia y Geometria Diferencial

Jorge Vielma(vielma@ula.ve)
Ennis Rosas(ennisrafacl@gmail.com)
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Los interesados en participar como expositores en cualquiera de las sesiones
de las XXIII Jornadas Venezolanas de Matemaéticas, deberan enviar por correo
electrénico, hasta el 29 de enero de 2010, (en formato .tex y .pdf), el
resumen de su charla a la coordinacién de la adecuada sesion. La decisién
sobre la aceptaciéon de las ponencias sometidas serd competencia exclusiva de
la coordinaciéon de la sesién donde haya sido solicitada la participacién. Los
proponentes recibiran, mediante comunicacion enviada por los correspondientes
coordinadores, la notificaciéon de dicha decisiéon hasta el 19 de febrero de
2010. La duracién de las charlas ordinarias en cualquier sesion sera de veinte
minutos. Se sugiere el siguiente formato latex para someter los resimenes:

\documentclass[12pt] {amsart}
\renewcommand{\theequation}{\thesection.\arabic{equation}}
\begin{document}

\def\refname{Referencias}

\title{TITULO DEL RESUMEN}

\author{Autor 1, \underline{Autor 2}, Autor 3} Ysubrayado expositor
\address{INSTITUCION DE ADSCRIPCION Autor 1}
\email{xxxx@universidad.ve} Ydireccion electronica de autor 1
\address{INSTITUCION DE ADSCRIPCION Autor 2}
\email{xxxx@universidad.ve} Ydireccion electronica de autor 2
\address{INSTITUCION DE ADSCRIPCION Autor 3}
\email{xxxx@universidad.ve} %direccion electronica de autor 3
\maketitle{}

\section*{Resumen}

CONTENIDO DEL RESUMEN

\begin{thebibliography}{99}

\bibitem {A1}A. Elbert,

\emph{Some recent results on the zeros of Bessel functions and
orthogonal polynomials.} J. Comp. Appl. Math. {\bf 133} (1-2),
(2001), 65-83.

\end{thebibliography}

\end{document}
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