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PRESENTACION 3

En este inicio del volumen XVIII, en la seccién de articulos, presentamos los
trabajos de investigacion de Eusebio Ariza y Carmen Yudith Vanegas; Mohamed
Akkouchi; Cirnu Mircea; Teodoro Lara y Edgar Rosales.

;,Qué libros eran usados en Venezuela en el siglo XIX para estudiar geo-
metria? Roy Quintero y Ali Medina Machado nos ilustran al respecto al anali-
zar la obra, “Geometria elemental”, de Jestis Manuel Jauregui Moreno, mejor
conocido como el Monsenor Jauregui.

Muchas son las preguntas que nos hacemos, hoy, cuando los administradores
de la ciencia, en Venezuela, han lanzado un nuevo programa: Premio estimulo a
la investigaciéon (PEI). Con este premio el Gobierno procura promover e incen-
tivar la investigacion. A juzgar por el baremo propuesto aquellos investigadores
que se dedican a las Ciencias bésicas, en particular los matematicos, quedaran
excluidos o forzados a buscar vias trucadas para que su trabajo sea evaluado
y reconocido. En ese contexto, el ensayo de Neptali Romero, “La pertinencia
de la matemdtica”, y la conferencia de Rafael Sanchez sobre “La ensenanza-
aprendizaje”, no solo destacan la relevancia de la matematica, en cualquier
proyecto que propugne el desarrollo cientifico y técnico de una sociedad, sino
que desmontan esa supercheria de querer separar, la investigacién de quienes la
cultivan.

Por otro lado, refuerzan la necesidad que existe, en el pais, de apoyar abier-
tamente la investigaciéon en matematica con un verdadero conocimiento de la
importancia de esa ciencia.

En la seccién Informacién nacional, tenemos nuestra acostumbrada Esquina
olimpica; gracias a su lectura nos enteramos, entre otras cosas, que la préoxima
Olimpiada internacional de matematicas, se realizard en Amsterdan, del 12 al
24 de julio. Venezuela estara representada por los estudiantes, Diego Pena y
Carlos Lamas, y los Profesores Laura Vielma y Rafael Sdnchez.

También, informamos sobre la XXIV EVM-EMALCA 2011, evento a cele-
brarse del 4 al 10 de septiembre en la ciudad de Mérida, Venezuela; y publicamos
la carta del Presidente de la AMV dirigida al Director general de investigacién
en ciencia y tecnologia, del Ministerio del poder popular para ciencia, tecnologia
e industrias intermedias, solicitindole que la Matematica no sea excluida de los
llamados Proyectos estratégicos ni del PEI.

Oswaldo Araujo G.
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ARTICULOS

Teorema de extension para funciones
multi-monogénicas en algebras parametrizadas

Eusebio Ariza y Carmen Judith Vanegas

Resumen. En este articulo se prueba un teorema de extensiéon tipo
Hartogs para funciones multi-monogénicas con valores en el algebra
de Clifford A, (2, a;,7:5). Para lograr esto se muestra el desarrollo
en series de potencias del nicleo de Cauchy en A,(2, a;,7;;) y una
extension de las llamadas funciones monogénicas con pardmetro. La
unicidad proviene del teorema de continuacién analitica.

Abstract. In this article we prove a Hartogs type extension theo-
rem for multi-monogenic functions with values in a Clifford algebra
A (2, a4,7i5). To achieve this we show the power series expasion
of the Cauchy nucleus on A,,(2, ;,7;;) and an extension of the so
called monogenic functions with a parameter. The uniqueness comes
from the continuation theorem of analitic continuation.

1 Introduccién

El Teorema de Extensién de Hartogs es un resultado fundamental sobre fun-
ciones holomorfas en varias variables complejas. Considerando el polidisco
D™(P,r), para P = (p1,p2,...,pn) € C* y 7 >0, definido por

D"™(P,r) ={(z1,22,...,2n) : |2; —pj| <r para j=1,2,...,n}.
podemos dar el enunciado del Teorema de Hartogs [4] en su forma mds clésica:

Teorema 1. Sea 2 = D?%(0,2) \32(071) y suponga que [ es una funcién
holomorfa en Q. Entonces existe una funcién holomorfa F en D?(0,2) tal que

Flo=Ff.

2010 AMS Subject Classifications: 30G35, 32A10
Keywords: Funciones monogénicas con parametro, funciones multi-monogénicas, teore-
mas de extension, funciones real analiticas, algebras de Clifford dependiendo de pardmetros.
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En 1961 Leon Ehrenpreis publicé una nueva demostracién del teorema de
Hartogs y una extensiéon del mismo, ver [3]. En su prueba él da algunas condi-
ciones sobre una sucesion de operadores diferenciales parciales lineales de tal
manera que el problema de extensién pueda ser resuelto. De esta manera ex-
tiende el teorema de Hartogs, por cuanto el operador considerado es mucho mas
general.

El teorema de Hartogs en su versiéon mas conocida establece:

Teorema 2. Sean G un dominio en C™, n > 2, y K un subconjunto compacto
de G tal que G\ K es conexo. Entonces toda funcién holomorfa f: G\ K — C
posee una unica extension holomorfa f* : G — C.

En [9] se demuestra el Teorema 2 usando la unicidad de la continuacion
analitica y soluciones para la ecuaciéon de Cauchy-Riemann no homogénea en
el plano complejo. En [8] se demuestra el resultado de Hartogs a partir de la
Férmula Integral de Cauchy y del concepto de indice de una curva con respecto
a un punto. Por otro lado, en [6] y [7] se estudia un problema de extensién al
estilo Hartogs para soluciones de sistemas de ecuaciones de la forma

Ly NN 40 O
L' (u) = ZZAU (x)axj =0,

i=1 j=1

donde I = 1,...,8,s > my u = (ug,us,...,uy,) es la funcién desconocida
definida en un dominio {2 C R™ con frontera suficientemente suave. Los AZ(-;)
son funciones real analiticas definidas en ). El resultado es aplicado a las
soluciones del sistema de Riesz en R3: div u = 0, rot u = 0.

En el contexto del andlisis de Clifford se tiene en [1] una demostracién del
teorema de Hartogs modificado para las funciones isotonicas, las cuales se de-
finen de la siguiente manera:

Sea C,, el algebra de Clifford compleja construida sobre R™ [2]

Definicién 1. Una funcion f: Q C R*™ — C,, continuamente diferenciable es
isoténica en un dominio Q de R®" si

Op f+1f0s, = €;0u, f+if > €O, ., =0.
j=1 j=1

Aqui el simbolo =~ significa la involucion principal en C,, definida en la base
por €4 = (—Dkes, |Al =k y A= {ji1,...,J6} C {1,2,...,m} es tal que
71 <...<Jg-

El teorema de extension en este caso establece que toda funcién isoténica

f(z) en una vecindad U de 0%, que satisface la condicién d,, f = 0, puede ser
extendida isoténicamente a todo Q.
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Sea ahora A,, el algebra de Clifford clésica en R™. Para m < n, R™*! estd
naturalmente incluido en A,,. Sean ©Q y T' dominios de R™*+1 y R**1 respecti-
vamente con m < ny k<nyQxT cCR™T+2,

Definicién 2. Sea f(x,t) una funcién definida en Q x T con valores en A,,, es
decir,

flz,t) = Zfa(x,t)ea, para € QyteT,

donde las componentes fq(x,t) son funciones reales definidas en QxT. Suponga
que f(z,t) es monogénica (a izquierda) con respecto a la variable x € Q para
cada t € T fijo. Entonces f(x,t) es (real) analitica con respecto a la variable
x € Q para cada t € T, (ver [2]). Cuando esto ocurre se dice que f es una
funcion monogénica con pardmetro.

En [5] Le Hung Son muestra la siguiente extensién para estas funciones:

Teorema 3. Sea ¥ una vecindad abierta de O(Q x T'). Suponga que f(x,t) es
una funcion dada que es (real) analitica en ¥ y monogénica (a izquierda) con
respecto a x para cada t fijo. Entonces existe una dnica funcion F(x,t) definida
en QxT con las mismas propiedades que f y ademds cumple que en la vecindad
Y, F(x,t) = f(x,t).

Usando este resultado el autor demuestra, en el mismo articulo, un teo-
rema de extension para las llamadas funciones multi-monogénicas, es decir,
para funciones monogénicas en cada una de las variables z/) = (méj ), e ,m% ),
donde z) € R™+1 R+l 5 ..o x RMAL = RM | <m; <, j=1,...,1,
M=mi+---+my+1,n>2 Elteorema dice:

Teorema 4. Para cada funcion multi-monogénica f en 3, existe una unica
funcion multi-monogénica F' en QU X tal que F = f en X.

En este articulo nosotros damos un teorema de extensién para funciones
multi-monogénicas en el contexto de las dlgebras de Clifford parametrizadas
A (2, a;,7;5). Para lograr dicha extensién, damos una representacién en series
de potencias del ntcleo de Cauchy del andlisis de Clifford parametrizado y de-
mostramos que las funciones monogénicas con parametro son también funciones
real analiticas en el contexto de estas dlgebras de Clifford més generales, lo que
permite hacer una extension de las mismas. De esta manera conseguimos una
generalizacién del Teorema 4 en el caso de las dlgebras de Clifford clasicas.

2 Algebras de Clifford dependiendo de parametros

Las algebras de Clifford dependiendo de pardmetros se pueden definir a través
de clases de equivalencias sobre el anillo de polinomios en n variables Xi, ..., X,
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con coeficientes reales B[ X1, ..., X,,], [9]. Decimos que dos polinomios P and Q
son equivalentes si su diferencia puede ser reescrita como un polinomio para el
cual cada sumando contiene al menos uno de los factores

X"

j +Oéj y Xin+Xin—2%»j, (1)

donde k; > 2 son ntimeros naturales, 4,j = 1,...,n e ¢ # j. Los pardmetros «;
Y 7Vij = 7vji tienen que ser reales y pueden depender también de otras variables
tal como la variable z € R"*1,

Si los polinomios P y @ son equivalentes escribimos P ~ @Q. Observemos
que en particular es valido

k; .,
XjJ+O[jNO vy XX + XX —2v;~0 (5 #1),
lo que significa en el lenguaje de las clases de equivalencia
k; Sy
X' =—a; v X;Xi+XiX; =2y (J # 1)

Si los pardmetros a; y 7;; no dependen de otras variables, el dlgebra de Clifford
generada por las relaciones de equivalencia definidas a través de los polinomios
de estructura (1) se denotard por

An(kj,05,75) st n>2 y  Ai(k,a) si n=1 (2)

Usando las relaciones de estructura correspondientes a estos polinomios, cada
término de un polinomio en X1, ..., X,, puede ser escrito en la forma ¢ X" - - - X1»
donde c es una constante real y los exponentes v; satisfacen 0 < v; < k; — 1.

Denotamos X por e;, X1 X3 por e y asi sucesivamente. Entonces el dlgebra
dada por (2) tiene la base ej’es?---elr, 0 < v; < k; —1,j =1,...,n, y asi
tenemos

dim A, (kj,a,75) =ki1---kn sin>2y dimAs(k,a) =k sin=1.

En el caso que los pardmetros o; sean todos iguales a 1 y los 7;; sean todos
ceros, se obtiene el dlgebra de Clifford clasica.

3 Nucleo de Cauchy en A, (2, aj,vij;)

El operador de Cauchy-Riemann en R™*! se define a través de D = Z?:o e;0;,
donde denotamos las variables de R™*! por zg,z1,...,Zn v 0; significa la
diferenciacién con respecto a zj. Su operador adjunto se define por D =
dg — E?Zl e;0;. De manera andloga al caso de un algebra de Clifford clasica,
una solucién de la ecuacion Du = 0 es llamada monogénica (a la izquierda) y
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si satisface uD = 0 es llamada monogénica a la derecha. Adicionalmente ten-
emos que para cada funcién monogénica (dos veces continuamente diferenciable)
obtenemos el siguiente resultado:

DDu = ﬁgu + Z ajajz-u -2 Z 'yij&aju =0. (3)

j=1 i<j

La matriz de coeficientes de la ecuacién (3) estd dada por

1 0 0 e 0
0 a1 —7v2 -+ —Vin

B=|0 —21 a2 o =72 (4)
0 —Tnl —Yn2 Qnp,

Supongamos que la ecuacién (3) es eliptica. Esto significa que la forma
cuadréatica con los coeficientes (4) es definida positiva. Por lo tanto el determi-
nante de B es diferente de cero, lo que implica que existe la inversa B~!. Como
B es una matriz simétrica, entonces B! también lo es. Como la matriz B tiene
la forma (4), entonces su inversa tiene la forma

1 0 o .- 0
0 Ay A - A,

B 1= |0 A Axp - Ay (5)
0 Anl An2 e Ann

donde A;; = Aj; (debido a que v;; = 7;;). Usando esos coeficientes, defin-
imos una distancia p (no euclidiana) para dos puntos £ = (£o,&1,.-,&n) ¥
r = (z0, 21, ..., ¥) del espacio R"*! por

PP = (w0 —&)°+ Y Asilzi — &)(a; — &) (6)

4,g=1

Usando la distancia (6), construimos la siguiente funcién E(z,£):

B9 = o o (o) = 3 eutn—) | (1)

donde w, 1 es la medida de superficie de la bola unitaria en R"*!. Esta
funcién recibe el nombre de nicleo de Cauchy del andlisis de Clifford gener-
alizado A, (2, @;,7v;). En [9] se prueba que esta funcién tiene una singularidad
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aislada en x = & (en el caso eliptico) y es monogénica a izquierda y a derecha
para z # £. Usando el kernel E(z, €) se puede probar de manera similar al caso
clasico el siguiente

Teorema 5. (Fdérmula Integral de Cauchy) [9] Sea @ un dominio acotado en
R™1 con frontera suficientemente suave y v una funcién continuamente difer-
enciable en 0 y monogénica a izquierda en Q con valores en An(2, a5, 7i5).
Entonces en puntos interiores de 2, v se puede representar por

(03, 7) o) = [ E(w.€)-do-v. (8)
a0

Aqui el valor c(ey,v:;) depende continuamente de los pardmetros a; y 7vij y

do = Z?:o e;N;du es el elemento de medida de OS2 con valores en Ay (2, o, vij),

donde N = (Ng, N1, ..., N,,) es la normal unitaria exterior y du es el elemento

de medida escalar de OS).

Lema 1.
PP = |(wo—&0) — D eidiwlwr — &) | - |(wo— &)+ Y eidin(zr — &)
ik=1 ik=1
Demostracién Para simplificar los cdlculos, elegimos ¢ = (0,0,---,0). En-

tonces el producto entre los corchetes es igual a

Zo 500*5 eiAikxy +E etAp, xo*g eiAikxy | - 9)
ik Lo ik

Esto es un polinomio cuadrético en las variables z;, j = 0,1,...,n. El coe-
ficiente de z2 es 1, mientras los términos lineales de zy se cancelan uno con
otro. Como los coeficientes de los cuadrados de los restantes z;, j = 1,...,n.
se calculan de manera similar, basta mostrar el cdlculo de uno de ellos. Por
ejemplo, el coeficiente de 2% estd dado por

- ZeleiAllAil = - ZG%A% - ZeleiAllAil - Z s
1, l

i<l P>l
=> A} =2 nidaAn =Y | wAn =) vida | An
1 i<l 1 1£i

La expresion entre paréntesis en la ultima linea es el producto escalar de la
(I + 1)-ésima fila de (4) con la segunda columna de (5), es decir, obtenemos
>, 011 A = Ajq para el coeficiente de z7.
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Andlogamente, para calcular los coeficientes de productos mixtos bastard
con mostrar el calculo del coeficiente de x5, el cual estd dado por

*Z ere;(AnAip+AnAn) = Z o (A11A12+A12A11)*Z Vi (A Aio+Ai2 Ain)
1 7 il

=3 An [l =Y widn | £ A [ @dn = wida
!

1#£i l I#£i

El primer y segundo paréntesis en la linea anterior no son mas que los productos
escalares de la (I + 1)-ésima fila de (4) con la tercera y segunda columna de (5)
respectivamente, y por eso se sigue que >, Aj18;2 + >, Ai261 = A1 + Ays para
el coeficiente de x1xs.

En resumen, la expresién dada por (9) (con £ # 0) es igual a

(0 — &)+ Y Aur(my — &) (ar — &) =p>. ™
v,k

A continuacién probaremos la representacién en serie de potencias del nucleo
de Cauchy en A, (2, a;,vij)-

Teorema 6. El nicleo de Cauchy generalizado E(x,§) posee una representacion
en serie de potencias alrededor del origen para |||, < ||z||, donde [|-[|, es la
distancia no Euclidiana p dada por (6).

Demostracion Sean

o' =€ = (zo—b0)+ D eidin(zi—&), # =& = (wo—bo)— Y eidin(wp—Er).
i,k=1 i, k=1

Por el lema anterior (' — ¢) - (z/ — &) = p?. Denotemos por [[]], la distancia
no euclidiana p. Asf

T

wnpr ot — &0t

E(xag) =

Si n es impar, entonces n + 1 = 2 es par. Luego
1 P

: 2 2
Wit ot =&l =€

E(z,§) =
donde en el denominador hay [ factores. Por lo tanto

B,6) = —— @ E)@T—8) (o' — &) (@) o — &)

Wn+1
1

= (@' =€) @ =)@ - )T (10)

Wn41
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Observe que podemos hablar del inverso debido a que 2’2’ = ||2/||%, de manera

_ o , .
que, para 2’ #0, /7! = H;’\Iz' Adema4s se tiene

(I/ _ 5/)—1 _ ((1 _ /x/—l)x/)*l _ .Z‘/_l(l _ /.’I:/_l)_l
_ .73/_1 (1 +€lx/—1 + ( /1,1—1)2 4. _|_( /x/—l)k +. ) (11)

la cual converge uniformemente en Hf'az’_al < 1, esdecir, en [|{']| , < [|2"] . Asi,

1

Wn41

~x'71(1f§'x'71)71 . '?*1

E(zvf) = (1,2/?71)71 (xlfl) (1*5113/71)71
= L _:L./—l (1_'_5/:[:/—1 +(£/(E/_1)2+~-~>
Wn+1

Lt (1 + €7 ET

)2—|—-~->:z:’*1 (14 &a 4 (a2 +)

(12)
serie que converge uniformemente en HE/?_IH = ||f/$'*1||p < 1, es decir, en
P
1€°1, < ll2ll,,
Si n = 2l es par, entonces n + 1 es impar. Luego
1 x =& 1
U w2 = (= g2 e - €)1

donde el producto en el denominador del segundo cociente tiene [ factores.

Como
1

2 2
" =&, - Nl = €'ll,

posee una representacién en serie de potencias que converge en [|€']|, < [lz'|,
por lo visto en el caso anterior y

1 _ _1n2
o, < Ul e

converge uniformemente en [|{'[|, < ||z’
uniformemente en [[{'[[, < [[z’[ ,. ™

,» entonces E(z,{) también converge

4 Funciones multi-monogénicas

Observemos que el Teorema 6 permite mostrar, usando la Férmula Integral de
Cauchy (8) y los argumentos de convergencia uniforme usuales, que toda funcién
monogénica en el dlgebra de Clifford A,,(2, o;,;;) posee una representacién en
serie de potencias. Asi tenemos el siguiente
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Teorema 7. Sea f(x,t) una funcidn a valores en el dlgebra Ay (2,,7ij),
monogénica a izquierda con respecto a x € ), para cada t € T fijo. Entonces
f(z,t) es una funcion real analitica con respecto a x € ), para cada t € T fijo.

Seanm < nyk <n, QyT dominios acotados en R™*+!(z) y R¥T1(t) respec-
tivamente, f(z,t) una funcién a valores en el algebra A, (2, oy, 7;;), monogénica
a izquierda con respecto a x € 2 para t € T fijo y real analitica con respecto
at e T para z € ( fijo, entonces del teorema de continuidad analitica para
funciones real analiticas se sigue el siguiente

Lema 2. Si f = 0 en un subconjunto abierto no vacio o C Q x T, entonces
f=0en todo QxT.

Lema 3. Sea ¥ una vecindad abierta de O(2 x T), f(x,t) una funcion real
analitica en todas las variables (xg, ..., Tm;to, ..., k), para (x,t) € . Entonces
la funcion F(z,t) definida por

closr) Fat) = [ Blea)-do- fi6.0) (13)
es una funcién real analitica en (z,t) € Q x T, donde do es el elemento de
medida de OQ con valores en A, (2, a;,7vij) y c(u,vi;) es la constante dada en

(8).

Demostracioén Es claro que F(x,t) estd definida en todo (z,t) € Q@ x T. Sea
(a,b) € Q@ x T. Debemos mostrar que F' puede ser escrita como una suma en
serie de potencias que converge normalmente en una vecindad de (a,b). Sea
&2 € 99. Como (£°,b) € X se tiene que f(&,t) estd definida y es real analitica
en una vecindad de (£°,b). Por lo tanto existen nimeros positivos p, y pp tales

que
o0

FED =Y cuulé =€)t -b)"
w,v=0
para £ € B, (£°,p0) y t € Bi(b, pp), donde B,,,(£°, po) v Bi(b, pp) son bolas en
Ry RFH respectivamente, (§—€°)* = (§o—&8)" (&1 —E7) -+ (En—Ep )P,
(t=b)" = (to—bo)"°(t1 —b1)"* - - - (tm —bm )™ ¥ €, sON constantes en el dlgebra
A (2, a;,7i5). La serie converge normalmente en Em(ﬁo,po)xék(b, py), donde

ém(fo,po) y ék(b, pp) denotan el interior de B,,(£°, p,) v B (b, pp) respectiva-
mente (son las bolas abiertas). Ademads B, (£°, po) X Bi(b, pp) C 2.

Sea ahora o¢o :ém(fo, Po) N (09) entonces el sistema 0 = {o¢o : £° € 0N}
es un cubrimiento abierto de 9. Como 0f) es compacta, existe un subcubrim-
iento finito de estos abiertos que denotaremos por {o1,032,...,0p}.

Consideremos los conjuntos I'y = 01, I'o = 02 \I'y,..., I =0, \ (1 U... U
Ty1). Luego 90 = UJ)_ Tj y IiNT; = 0 sii # j. De aqui que podamos
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escribir

c(ag,vij) - Flz,t) = ZFq(:mt), con Fy(z,t) = /F E(& x)dof(&,1).

q=1

Por lo tanto basta con dar una representacién en serie de potencias para estas
F,. Por definicién vemos que, si £ € T'y, entonces & € B,,(£9, pg), donde &7 €
0y pg > 0. Para estos £ tenemos que

F& )= > D€ — &)t —b)”
w,v=0

[e]
y esta serie converge normalmente en B,,(£9, pg) X Br(b, p). Por otro lado, si =
estd suficientemente cerca de a tenemos

E(& )= ds(z—a)’
B=0

donde 8= (B0, B1, .-, Bm), (x —a)’ = (xg — ag)® (z1 — a1)"' -+ (X — am)?m,
dg son constantes del dlgebra y la serie converge normalmente. De estas repre-
sentaciones se sigue que

Fy(z,t)= > Cf(@—a)’(t—b)"
B,v=0

convergiendo normalmente en una vecindad suficientemente pequena de (a, b).

Como c(a,vi;) - F' es suma de las Fy, la propia c(a;,;;) - F' puede ser
representada como una serie de potencias que converge normalmente en una
vecindad suficientemente pequena de (a,b). Como (a,b) € Q x T fue tomado de
forma arbitraria, el resultado se sigue en todo £ x T. ]

A continuacién probaremos con la ayuda de los dos lemas anteriores un
teorema de extension para funciones monogénicas con parametro y valores en
An(2, a4, 7vi5)-

Teorema 8. Considere m <n, k <n yQ, T dominios acotados en R™1(z) y
RF+L(t) respectivamente. Suponga que ¥ es una vecindad abierta de 9(Q x T).
Suponga también que f(x,t) es una funcion con valores en Ay (2,,7ij), real
analitica en ¥ y monogénica a izquierda en la variable x, para cada t fijo.
Entonces existe una tnica funcion G(z,t) definida en Q x T con las mismas
propiedades que [ y que ademds satisface G(x,t) = f(x,t) en X.

Demostracién Sea F(z,t) definida por la férmula (13), donde f(z,t) es la
funcién dada. Por el Lema 3, c(a,7;;) - F(x,t) estd definida y es real analitica
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en (z,t) € QxT. Ademds, por definicién F' es monogénica con respecto a x € €2,
para t € T fijo. Cuando t estd suficientemente cerca de 9T y x € Of) se tiene
que (z,t) € ¥y la parte derecha de la ecuacién (13) es la Férmula Integral de
Cauchy para f(z,t). Con lo cual ¢(ey,v;;) - F(z,t) = f(z,t) para tales t. Por el
teorema identidad para funciones real analiticas, se tiene que ¢(cy,vi;)-F(z,t) =
f(z,t) en . Luego, G(z,t) = c(ay,vij) - F(z,t) es la extension de f(z,1)
buscada. Por el Lema 2 se sigue que tal extensién es tnica. |

Sea ) el conjunto dado por R™*1 x ... x Rmutl = RM donde 1 < m; <n
con j = 1,....0ly M = mqy + --- + my + I. Al igual que antes, consider-
emos funciones f definidas en ) y tomando valores en el algebra de Clif-
ford A, (2, ai,7i;), es decir, f(zM, - 20) =3 fo(z®, ... 2OD)e,, donde
z) = (z(()j), . ,x%?) ceR™t paraj=1,...,1L

Definicién 3. Diremos que f: Q — A, (2, o, i) es multi-monogénica en Q si
y solo si f € CH( Ay(2, i, 7i5)) vy satisface el sistema Dy f = > 5 €i0; f =
0.

Sea f una funcién multi-monogénica en Q y
B(a,r) = By(aW,ry) x ... x Bi(a®, 1)),

donde B;(a),r;) es una bola en R™i*! con centro en al/) = (a(gj), e ,a%i)

y radio r; > 0. Suponga que B(a,r) C Q. Sea (z(1),... 2®) Eé(a,r) y
consideremos a f como una funcién de la variable z(*) solamente, manteniendo
fijas las variables restantes. Entonces f es una funcién monogénica a izquierda
y por lo tanto podemos usar la Férmula Integral de Cauchy (8), obteniendo asf

C(a]772])f($(1)a e 7x(l)) = /GB E(§(1)7ZE(1)) . da(g(l)) ! f(g(l)ax(z)v e 71,(1))'
1 (14)

Un razonamiento andlogo nos lleva a la expresién

C(ajafyij)f(g(l)a SU(2), e 7x(l)) :/SE(€(2)71'(2))d0—(€(2))f(é-(l)af@)ax(g)v e ax(l))

B>
(15)
al considerar f(¢M, () ... 2®) como funcién de la variable z(?) solamente,
manteniendo las demés fijas. Sustituyendo ahora (15) en (14) obtenemos

(C(aja 7ij))2f(x(1)a 'T(Z)a e 7x(l))
= / B(ED,2M)do(€ ) BED, 2)-do () f(€V, 6@, 2 ),
OB1 x0Ba
(16)
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Repitiendo este procedimiento obtenemos la Formula Integral de Cauchy para
funciones multi-monogénicas en el algebra A, (2, a;,7ij;):

(elay, v ) @M, 2 )
= EEW, 2W)  do(eM) ... BED, 2O) . do (W) . f(eW @) ... ¢D),
BOB
(17)

donde 9gB = OBy x --- x OBy y los do(£€9)) estén definidos como antes.
En lo que sigue sean Q = Q) x --- x ; € RM un policilindro, donde Q; son
dominios en R™+1(2()) para j =1,...,1, y ¥ una vecindad abierta de 9.

Teorema 9. Para toda funcion multi-monogénica f en ¥ con valores en
An (2, a4,7i5), existe una Unica funcion multi-monogénica G en Q U X tal que

G=fenX.

Demostracion Consideremos a f como una funcién monogénica con respecto
a la variable 2(!) € Q; y dependiendo de t = (x(z), e ,x(l)) como parametro,
entonces del Teorema 8 se sigue que existe una funcién G(x(l),x(2), e ,m(l))
definida en QU ¥, monogénica con respecto a (1), real analitica con respecto a
todas las variables en Q y G = f en X. Para j =2,...,[ sea

Gj(x(l),--~ 2D 20y = DGl

Entonces G; es real analitica con respecto a 2z en Q;, fijando las otras varia-
bles. Si #() estd suficientemente cerca de 9Q; entonces

z=(@W . 20 .. W) ex.

De aqui que G' = f, es decir, G; = D, ) f = 0 en X. Por el teorema identidad
para funciones real analiticas se tiene que G; = D, ;»G = 0, vz() e Q;. De
manera que G es multi-monogénica en () y es la extension requerida para f. La
unicidad de dicha extensién se sigue del Lema 2. ]
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A remark on the ¢-norms

Akkouchi Mohamed

Abstract. We introduce the concept of ¢-norm on (complex or
real) linear spaces for a class of functions ¢ which are J-convex,
nondecreasing and having a fixed point on the set of nonnegative real
numbers. The g-norms introduced by H. Belbachir, M. Mirzavaziri
and M. S. Moslehian, (see A.J.M.A.A., Vol. 3, No. 1, Art. 2, (2006))
are particular cases of ¢-norms. We establish that every ¢-norm is
a norm in the usual sense, and that the converse is true as well.

Resumen. Introducimos el concepto de ¢-norma sobre espacios
lineales (complejos o reales) para una clase de funciones ¢ que es
J-convexa, no decreciente y con un punto fijo en el conjunto de
los niimeros reales no negativos. Las g-normas introducidas por H.
Belbachir, Mirzavaziri M. y Moslehian MS, (ver AJMAA, vol. 3, No.
1, del art. 2 (2006)) son casos particulares de ¢-normas. Probamos
que cada ¢-norma es una norma en el sentido usual, y que el converso
también es cierto.

1 Introduction

In [3], S. Saitoh noticed that in any arbitrary linear space E, the so-called
parallelogram inequality ||z + y||* < 2(||=]|* + ||y||?), for vectors z,y in E, may
be more suitable than the usual triangle inequality. He considered this inequality
in the setting of a natural sum Hilbert space for two arbitrary Hilbert spaces.

It is easy to see that any arbitrary norm |.|| on E satisfies the parallelogram
inequality.

The reader is referred to [2] for undefined terms and notations.

In [1], the authors have introduced an extension of the triangle inequality
by using the concept of a g-norm.

Definition 1.1. Let X be a real or complex linear space and q € [1,00). A
mapping || - || : X — [0,00) is called a g-norm on X if it satisfies the following
conditions:

1 |z =0z =0,
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2. [[Az|| = |A| ||z]| for allx € X and all scalar A,

3. o +yll? < 297 (|| + lyl|) for all x,y € X.

In [1], the following result was proved.

Theorem 1.1. FEvery g-norm is a norm in the usual sense.

The purpose of this paper is to extend the result above by using the notion
of a ¢-norm which is more general than the notion of a ¢g-norm.

2 Definitions and preliminaries

Let ® be the set of functions ¢ : [0, +00) — [0, +00) which are not identically
zero and satisfying the following properties:
(¢1) ¢ is non-decreasing on [0, +00).
s+t o(s) + o(t
oo (FH5) 2l

(¢3) There exists a positive number r > 0 such that ¢(r) = r.

for all s,t € [0, +00).

Example 1. For each ¢ > 1, the function ¢,4(t) = t? satisfies the properties
(¢1), (¢2) and (¢3) with r = 1.

Example 2. Consider ¢(t) = exp(t — 1). Then ¢ satisfies the properties
(¢1), (¢2) and (¢3) with r = 1.

Definition 2.1. Let X' be a real or complex linear space and ¢ € . A mapping
Il : X = [0,00) is called a ¢p-norm on X if it satisfies the following conditions:

1. |zl =0z =0,
2. [ Az|| = M| ||z]| for all x € X and all scalar A,

3 ¢<Ilw;yll) < ¢(Ilfvll)42r¢(||yll)’

forallz,y € X.

When ¢ is continuous, We observe that the property (3) above is equivalent
to say that the function © — ¢(||z||) is convex on X.

Remark 1. For evey number ¢ > 1, a mapping | - || : & — [0,00) is a
g-norm on X if and only if || - || is a ¢4-norm, where ¢4(t) = t.

We have the following result.
Proposition 2.1. Every norm in the usual sense is a ¢p-norm for every ¢ € .

Proof. Let z,y € X. Since ||.|| is a norm, then we have

[l +yll < ll=ll + lyll-
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Since ¢ is non-decreasing and convex on [0, 00), it follows that

e Y (4l ollel) + o)
o(51) <o (M) = |

2 - 2
So, ||| is a ¢-norm.
The following lemma will be used in the proof of the main result of this note.

Lemma 2.1. Let X be a real or complex linear space. Let || - || : X — [0, 00)
be a mapping satisfying (1) and (2) in the definition of a ¢p-norm. Then the
following assertions are equivalent:

(i) |l -1 is a norm.

(ii) The set B, = {x € X : ||z|| < r} is conver, for any arbitrary number r > 0.
(iii) The set By = {x € X : ||z|| <1} is convex.

(iv) There exists a positive number r > 0 such that the set B, = {x € X : ||z| < r}
18 COnver.

Proof. The implications (i) = (ii) = (ili) = (iv) are obvious. It remains
to show the implication (iv) = (i). Let » > 0 be such that the set B, is
convex. Let z,y € X. We can suppose that x # 0 and y # 0. We put
' = T and y = TH%H' We have 2/,y’ € B,.. By assumption, we know that

Ao’ + (1= A)y' € B, for all 0 < X < 1. In particular, for A = iy

So that r|lz + y|| < r[||z|| + ||ly||], which implies that ||z + y| < ||z|| + ||y||- So
II|| is & norm on X. This ends the proof.

we obtain

rr

ry / /
+ =[x+ Q=N <r
il +lyll ]l + [yl H

3 The result

Now we are ready to state and prove the main result of this note.
Theorem 3.1. Let X be a real or complex linear space. Let || - || : X — [0, 00)
be a mapping satisfying the following conditions:

1. ||z]| =0 x =0,

2. || Az|| = A\l |lz|| for all x € X and all scalar .

Then the following assertions are equivalent:
(i) || - || is @ norm (in the usual sense on X ).
(i) || || is a ¢-norm on X for every ¢ € P.
(iii) There exists a ¢ € ® such that || - || is a p-norm on X.
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Proof. The implication (i) = (ii) is Proposition 2.1. The implication (ii) = (iii)
is evident. We have to prove the implication (iii) = (i). Suppose that | - || is a
¢-norm on X for some ¢ € ®. By Property (¢3), there exists a positive number
r > 0 such that ¢(r) = r. By Lemma 2.1, it is sufficient to prove that the set
B, ={x € X :|z|]| < r} is convex.

Let z,y € B,. Then, by the properties (¢1), (¢2) and (¢3) of ¢, we have

s <||a?+y||) < @Ul=l) + o(livl) _ &(r) + 4(r)

2 )= 2 ;. Cn=r
So %x—l—(l—%)yeBr. Thusisz{Q%|n:1,2,...;k:0,1,...,2"},then
for each A € D we have Az + (1 — \)y € B,.

Let 0 <A <1landz=Ax+(1—A)y. We can suppose that 0 < A < 1. Since
D is dense in [0, 1], there exists a sequence {p, } of points of D satisfying p,, > A,
for every nonnegative integer n, such that limp, = A\. We put 8, = 1;”;.
n
Obviously, we have 0 < 8, < 1 and lim 8, = 1. For every nonnegative integer
n

n, we observe that

0< g, < B <.
Pn

Therefore p%ﬁnx € B,.. Since p, € D we conclude that

A
an:)\b’nx—&-(l—/\)ﬁny:pnp—ﬁnx—i—(l—pn)yeBT.
n

Thus B, ||z|| = |8nz|| < r for all n. By letting n tend to infinity, we get ||z|| < r,
i.e. z € B,.

Acknowledgement. I thank very much the anonymous referee for his (or her)
helpful comments.
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Determinantal formulas for sum of generalized
arithmetic-geometric series

Mircea I Cirnu

Abstract. The main purpose of this paper is to give some closed
form expressions by determinants for the sum of generalized arithme-
tic-geometric series. This will be done by solving the recurrence re-
lation with combinatorial auto-convolution, satisfied by these sums.
In a particular case, such a recurrence relation was obtained by L.
Boulton and M. H. Rosas in this Boletin, [1]. Other recurrence re-
lations of this type was solved by the author in [2] and [4], and was
applied to study a new kind of equations - the differential recur-
rence equations with auto-convolution, both linear and combinato-
rial. The Catalan numbers also verify a recurrence relation with
linear auto-convolution. See [5] or [7].

Applications to usual arithmetic-geometric series, sequences of con-
sidered sums that are natural numbers, Fubini’s numbers, Eulerian
numbers and polynomials and some examples of Z-transforms are
given. Another closed form expressions for the sum of generalized
arithmetic- geometric series was given by R. Stalley, [10], using the
properties of Stirling’s numbers of second kind. A direct and ele-
mentary proof for this result was given by the author in [3]

Resumen. El objectivo principal de este trabajo es dar algunas
expresiones de la forma cerrada para los factores determinantes de
la suma de la serie aritmética-geométrica generalizada. Esto se hard
mediante la resolucion de la relacién de recurrencia con la auto—
convolucién combinatérica, que satisfacen estas sumas. En un caso
particular, una relacién de recurrencia similar fue obtenida por L.
Boulton y M. H. Rosas en este Boletin, [1]. Otras relaciones de
recurrencia de este tipo fueron resueltas por el autor en [2] y [4],
y fueron utilizadas para estudiar un nuevo tipo de ecuaciones - las
ecuaciones diferenciales de recurrencia con auto—convolucién, tanto
lineales como combinatoéricas. Los numeros de Catalan también sa-
tisfacen una relacién de recurrencia con auto—convolucién lineal. Ver
[5] 0 [7]. Se dan aplicaciones de la serie aritmética-geométrica usual,
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suceciones de estas sumas que son nimeros naturales, nimeros de
Fubini, nimeros y polinomios de Euler y algunos ejemplos de la
Transformada Z. Otra expresién de la forma cerrada para la suma de
la serie aritmética-geométrica generalizada fue dada por R. Stalley
[10], utilizando las propiedades de los nimeros de Stirling de segunda
clase. Una prueba directa y elemental de este resultado fue dada por
el autor en [3].

1 Introduction

We consider the sum of the generalized arithmetic-geometric series

Sn(Z)ZZj”zj, 2€C, |2|<1,n=0,1,2,.... (1)

Jj=1

It is also the generating function of the numerical sequence (j*, j = 1,2,...).
For n = 0, it reduces to the sum of geometric progression

z

So(z) = sz = . (2)

1—2

which first appeared, for z = %, around 1650 BC in the Rhind papyrus, as a
problem on areas of lots obtained by dividing a rectangular field in two equal
parts, then one of these again in two equal parts, and so on. See [1]. Usual,
the sum (1) can be calculated by successive derivation of the uniform conver-
gent serie (2), for |z|] < r < 1, and by multiplication with z. A closed form
expression for these sums using this procedure and the properties of the Stirling
numbers of second kind was given by R. Stalley, [10]. Another proof, based
on Cauchy-Mertens theorem was given by author in [3]. In this paper will
be presented another two closed form expressions for the sum of generalized
arithmetic-geometric series, based on determinants.

2 Discrete linear and combinatorial convolutions

Being given the sequences a = (a,), b = (by), and ¢ = (¢, ), wheren = 0,1,2,. ..,
we say that c is linear, respectively combinatorial convolution of a and b, and
we denote ¢ = a x b, respectively ¢ = a x¢ b, if ¢, = ZZ:O axby_k, respec-

tively e, = Sy (Baxboic or n = 0120 167 = (%), 5= (%) and
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c = (6—70, we have ¢ = a x¢ b if and only if ¢ = axb Ifc= a * b, then
n

> 0 Yoo bn =D g n and Yoo g anz" Yo bz = >0 2™, If the
series factors are absolutely convergent, then their product is also absolutely
convergent (Cauchy). If one series factor is absolutely convergent and the other
convergent, then their product is convergent (Mertens, [6]). See also [8].

3 A recurrence relation with combinatorial
auto-convolution

Theorem 1. For z € C, |z| < 1, the sums S, (z) satisfy the recurrence
relation with combinatorial auto-convolution

Spi1(2) )+ Z ( > Sn_n(z), n=0,1,2,.... (3)

Proof . Performing the change of index ¢ = j — ¢ and using Newton’s bino-
mial theorem, we have

Snv1(2 Z]nﬂzﬁ Z] zﬂ+z Z el = n(z)+22(i+q)nzi+q:

i=1 j=i+1 i=1 g=1

=Sn(2)+ iii (Z) Fqn Ry = S, (2) + Xn: (Z) iikzi iqn—kzq -
i . = i=1 q=1

Remark. Theorem 1 was given for z = 3 in [1].

Examples. Using formulas (2) and (3), for z € C, |z| < 1, we obtain

z

S1(2) = So(2) + 55(2) = =22 (4)

22+z

Sa(z) = S1(z) +250(2)51(2) = A=

23+ 422 4 2

$(z) = Sa(2) +250(2) (=) + 57(2) = =733
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Corollary 1. For z € C, |z| < 1, the numbers

on(2) = 2iSu(2) m=0,1,2,..., (5)

satisfy the recurrence relation with linear auto-convolution

n

4+ Dapi1(2) = zo(2) + Z 2p(2)en—k(2), n=0,1,2,..., (6)
k=0

and the initial condition

z

rofz) = o (m
Proof . Substituting (5) in (3) and multiplying with - it results (6). From(5)
and (2) results (7). [ |

4  The exponential generating function

For z € C, |z] < 1, we denote

[ee] (oo} 1
G(z.p) = Y _aa(2)p" = Y —Su(2)p", W EC, [p| <1, (8)
n=0 n=0

the generating function of the sequence z,,(z), that is also the ezponential gen-
erating function of the sequence S, (z).

Theorem 2. The exponential generating function G(z,p) of the sequence
Sn(2), n=0,1,2,..., is given by formula

zeP

Glzp) =17

VapeC, |o| <1, [pl < L. (9)

Proof . Multiplying relation (6) with p", and summing for n = 0,1,2,...,
we obtain

Z(n + Dap1(2)p" = Z Tn(2)p" + Z Z g (2)Tn—k(2)p" . (10)
n=0 n=0 n=0 k=0

In conformity with Cauchy-Mertens theorem about the multiplication of
power series, the relation (10) reduces to differential equation

d%a(z,p) = G(z.p) + G2(z,p) . (11)
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Putting the equation (11) in the form

1 dG(zp) 1 dG(zp) _
G(z,p) dp G(z,p)+1 dp
and integrating, it results le =Pt 50
ep+C
G(z,p) = 1= epiC (12)

were C € C is an arbitrary constant. From (7), (8) and (12), the last two
relations for p = 0, it results

G(z,0) = zo(2) = = —

hence
e = 2. (13)

From (12) and (13) we obtain (9). [ |

5 Linear recurrence relation

Theorem 3. For z € C, |z] < 1, the sequence S, (z) satisfies the linear
recurrence relation with variable coefficients

1+:Z:<Z)Sk(z)],n—l,2,.... (14)

Sn(z) =

z
1—=2

1
Proof . From (9) results G(z,p) ( - ep) = eP. According with (8), this
z

relation becomes

3 2 S = D S D = D S e C ol < 1,
n=0 n=0 n=0 n=0

Using again Cauchy-Mertens theorem about the multiplication of power se-
ries, the last relation takes the form

Ion 1 o 1 o
_ —On no__ - no__ - n7v (C, 1.
2 2 S = D e S = 2 W e €l <

(15)
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Identifying in (15) the coefficients of p™, it results

11 " 1 1
- _ E - = = =0,1,2,... . 1
zn!S"(z) = kl(n — k)!Sk(z) nl " 0.1,2, (16)

Multiplying (16) with n!, we obtain the relation

z

n—1
1
ZSn(z)—Z(Z> Se(z)=1,n=1,2,..., (17)
k=0
from which it results (14). [ |

Examples. Using formulas (2) and (14), for z € C, |z| < 1, we obtain

N
$2(2) = T [14 8u(2) +281(2)] = w
&@)zlizp+54@+3&@)+mg@ﬂ:Z@dtfgl)

6 First determinantal formula for the sum of
generalized arithmetic-geometric series

Theorem 4. For z € C, |z| < 1, the sums S,(2), n = 2,3, ..., are given by
formula

1—=2

. 0 0 0 1
1-— 1
-1 N I =
nlz" z 2!
Sn(z) — . . e . . .
(1— 2)ntt 1 1 . Loz 1
n—2)! n—3! z n—1)!
( ! L . ) [ ( 1 )
(n—1)! (n—2)! 7 2! n!
(18)
Proof . From (5) and (16) results relation
1-2 = 1 1
Tn(z) — xi(2) = = 1,2, (19)

Eod

I

(=)
—~
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For n given, the relation (7) and first n relations (19) form the linear algebraic

system
L) =1,

—z,(2) + ! ; Zfﬂl(z) =1,

_%xo(z) —m(2) (e = % ’

_ﬁxou) - ﬁmz) - %xn,xz) ~ B (2) () = % '

Using Cramer’s rule, we obtain following expression for the last unknown of
the above system

S 0 0 0 0 1
‘ 1—-=2
-1 0 0 0 1
z
ontl 1 -1 1-2 0 0 1
m@) =g 2 : 2
-1 -1 -1 1 1—=2 1
—1)! — 2! — 3)! —1)!
(n;ll) (n_12). (n_13). o _zl (nll)
n! (n=1)! (n-2)! 2! n!

Adding the last column to first, it results

1

- 0 0 .0 0 1
z 11—z
0 0 ) 0 1
z 1—2 1
Zn+1 0 -1 0 0 7
xn(z)=m , , N L . 2
~1 -1 1- 1
O mow ot — 1)
0 17 17 1 . 17
(n—1)! (n—-2) 2! n!

Developing the determinant after its first column, and taking into account

the relation (5), we obtain the formula (18).
|

Examples. Applying (18), we have
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1-=2
222 L z2(1+2)
S2(2) = w3 | ? 1= 123"
(1-2) 1 = (1-2)
2
L=z
s | S 1-2 1 2
S5(2) = 6z 1 o 2(1 442 +2%)
VT 2 2T T (1_2F
1 1 1
2 6
1—
S 0 1
I L R
Sa(2) = 2424 z 20 2(1+112+112% 4 2%)
TR S S e (1—2) '
2 z 6
L1
6 2 24

7 Second determinantal formula for the sum of
generalized arithmetic-geometric series

Theorem 5. For Z € C, |z| < 1, the sums S,(z), n = 2,3,..., are given
by formula
—1
241 z 0 0 0
z
-1
22 + 1 (3) z 0 0
2 z
2 | n;Q n;Q z;l
Sn(Z)ZW (n—3)z+1 ( 5 ) ( 5 ) - 0
n—1 n—1 n—1 z—1
e (1) (7)o )
n n n n
e () () () G5

(20)

Proof . The relation (2) and first n relations (17) form the linear algebraic

system Sp(z) = T ,
—z
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So(z) — 1;'251(2) -1,

So(z) + G) Sy(z) = > “Es(s) =1,

O R

So(z) + (711) Si(z) + (’;) Sy(z) 4o+ (n” 1) So1(2) — 222 (2) = —1.

Applying Cramer’s rule, we obtain the following expression for the last unknown

of the above system

10 0 0 0 1;

1 Z;1 0 0 0 —1

1 G) 2;1 0 0 -1

g GO S . . .
(1—=2)" |1 (”12> (”22> Zzl 0 1
) () e G e
)6 () L)

Adding the first column to the last, and developing the determinant obtained
about the last column, it results

I 0 0 0
z
2 z—1
LB = v
. 2" n—2 n—2 z—1
6= (1) (727) =0
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Subtracting the first row of the other, we obtain .

—1
1 z 0 0 0
z
1 ~1
0 2t z 0 0
z z
2" n—=3)z+1 [(n—-2 z—1
BRI N R R

0 (n—2z)z+1 (n;l) <Z_;> 2’7—1
) (1) ()

Developing the determinant after its first column, it results the formula
(20). [

Examples. Applying (20), we have

s
z(z+1) 22 z+1 2(22 + 42+ 1)
Sa(z) = [ S3(2) = =L T T A
2z+1 3
-1
sl 0
3 3 2
Sa(z) = (1iz)5 22+1 6 1) =2 +1(12_j)5112+1)
z
3z+1 6 4

8 Applications

8.1 Arithmetic-geometric series

Using the formulas (2) and (4), for a,q,z € C, z # 0, |z| < 1, the sum of usual
arithmetic-geometric series is

> (0 d0) 2 =all ) 051 =0 (1415 o= e
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m
m-+1

8.2 The sequences S, ( ) of natural numbers

m
———. Obviously, in this case we have |z| < 1.

(mﬂ) | -
14)

Form=1,2,..., wetakez—

From (2) it results

The linear recurrence relation ( takes the form

s () = 1 £ ()= ()

k=0
From (21) and (22) results by mathematical induction that S,, (n}rl , =
m

n=1,2.... (22

0,1,2,..., is a sequence of natural numbers. In conformity with (1), (18) and
(20), we have
m = j"m!
Sp|l—— ) = —_
(751) Tt -
1
— 0 0 0 1
m
1 1
-1 - 0 0 o0
—1 -1 1 l 1
n—2) (n—3)! m (n—1)!
(-2 =3 L ™ GeD
(n—1! (n—2)! 2! n!
1
2m+1 —— 0 0 0
m
3 1
Im+1 ( ) —— 0 0
2 m
n—1 n—2 n—2 1
= 1 _ N
m"" (m+1) |(n —2)m + 1 (2 > ( 3) —~ 0
n—1 n—1 n—1 1
oo (57) () - (G2)
1 n n n n
nm 2 3 n—-2) \n-1
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1
Particular case. For m = 1, the sequence of integer numbers S, (2>,

with its first terms 1,2, 6,26, ..., is Sloane’s [9] sequence A 000629. In loc. cit.
are given the generating function formula (8) and recurrence relation (22), for
the considered particular case.

8.3 Fubini numbers.

1 1 1 1
Sequence Fjy (2> =1, F, (2> = §Sn (2> , n=1,2,..., with first terms

1,1,3,13,..., is the Fubini sequence of numbers. See Sloane [9], A 000670.

8.4 [Eulerian numbers and polynomials.

FEulerian polynomials are defined by relation

n—1 (172>n+1
E,._1(z) = ZE(TL, k)zF = fSn(z), VzeC, |z]<1l,n=1,2,...,
k=0
(24)
the coefficients F(0,0) = E(n,0) = E(n,n —1) =1, and
E(n,k)=En,n—-1-k%k), k=0,1,....n—1, n=1,2,..., (25)

being by definition Fulerian numbers. See Sloane, [9], A 008292, [5] and [3].
The Euler polynomials and numbers can be calculated using formulas (3), (13),
(17) or (20) from this paper.

Examples. Using above examples for S,,(z), we obtain

Eo(z) = @51(2) —1,

Ei(z) = & ‘Zz)ssg(z) S

Ey(z) = (1-2)° S3(2) = 2% + 4z +1,

Es(z) = (1= 2)554(2) =23+ 1122 + 1124+ 1.

8.5 Z-transforms.

Forz € C, |z| < landn=1,2,..., from (18) and (20) results that Z-transform
of the sequence of powers of natural numbers (j™ : j =1,2,...), is given by the
formulas
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Jj=1

z—1 0 0 0 1

1

-1 21 0 0 —

2!
B nlz : B
C(z—1Dntl ] -1 —1 1 -

1 z2-1

n—2) (n—3) i (n— 1)

- —1 1 1 1

(n=1)! (n—2)! 2! n!
241 11—z 0 0 0

Examples.
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On the controllability of a two-cell CNN

Teodoro Lara and Edgar Rosales

Abstract. In this paper we study and characterize the control-
lability of a constant 2-cells CNN (Cellular Neural Network) with
feedback resembling a symmetric or antisymmetric matrix and input
with all entries set to zero except its first element . We characterize
and give a precise description of the control in each case. This prob-
lem has been attacked already in order to study complete stability
and in the seek of chaotic attractor; but this time the controllability
is addressed.

Resumen. En este trabajo se estudia y caracteriza la capacidad
de control de una red celular neural, (CNN por sus siglas en inglés)
constante de 2 células con retroalimentacién parecida a una matriz
simétrica o antisimétrica y de entradas todas cero, excepto por el
primer elemento. Caracterizamos y damos una descripcién precisa
del control en cada caso. Este problema se ha atacado con el fin de
estudiar la estabilidad completa y en la busca de atractores cadticos;
pero esta vez consideramos la capacidad de control.

0 Introduction

Since its introduction by Chua and Yang in 1988 ([6], [7]), the cellular Neural
Network model (linear, nonlinear and delayed) referred as CNN, has been shown
to have a host of desirable properties long sought after by the neural network
community. CNNs are cellular, analog, programmable and multidimensional
processing arrays with distributed logic and memory. The processing elements
are locally connected. The extension of the CNN paradigm is the CNN universal
machine in which distributed and global memories and logic functions support
the execution of complex analogical algorithms. The key feature of the CNN
architecture is its high operation speed ([18]). Several variations of he original
CNN have been proposed and used for black and white image processing tasks,
like edge detections, noise removal, horizontal and vertical line filtering and
many many others ([5], [9], [10], [13], [16]).

Chaotic CNN has been used for image segmentation ([17]). Another appli-
cation can be found in [18] where CNN is used in bubble debris classification
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problem to distinguish debris particles from air bubbles. This is not an easy task
due to the coarse resolution of the images and to requirements for an extremely
low false alarm for misclassified bubbles at a very high processing speed.

In its simplest form, a CNN is either a linear or planar array of locally inter-
connected processors, in which each processor has a transfer of signal functions
which is piece-wise linear function mapping the internal state of each given pro-
cessor to the output of that processor. Letting x represent the internal state
of a processor in such an array, the standard signal function (from [7] onward),
takes the form

f(@) = 5z + 1+l — 1)), 1)

In the most general case f is sigmoid function, that is, differentiable, bounded
and f'(x) > 0, for any x € R.

In the context of a simple CNN model, locally connected means the processor
is connected to its nearest neighbors. For instance, in the linear array, processors
are connected to a single line such that each processor which is not at either
end of the line being connected to two other processors, which are its nearest
neighbors.

Controllability of CNN for the linear case (f as in (1)) has been studied by
imposing different boundary conditions; for instance, periodic boundary condi-
tions in [12] (constant input) and [3] (periodic input); von Neumann boundary
conditions in [2] (constant input) and [4] (periodic input).

In this paper we address the controllability of a modified version of the
two-cell CNN given by

Ty = —x1+pyr + sys + bu
Th = —xa+ Ty +pyo (2)

with the output function y = g(z) and g being a sigmoid function. For this
type of problem Zou and Nossek discovered a chaotic attractor ([19], [20], [21])
27t

with u = bsin(<F*) and 7 = —s. In [15] bifurcation and chaos are studied in a

general problem (2) with output function (1) and
p>1, p—1<r, p—1<-—s. (3)

In its more general form the equation for the CNN model (array of M x N
Cells) is given as
&t =—z+ AG(z) + Bu

where A and B are n X n matrices, n = M N, x € R",

G(x) = col(g(zr), g(w2) -, g(2n)),

x = col(xy,xa, -+ ,2,) and g a sigmoid function.
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1 Controllability

In this section we set the problem in a more convenient way and prove the
results on controllability. We begin with the following

Definition 1.1 (/11], [14]) A control system

z = f(z,u),

with f(z,u) € C* in R™ x R™ is said to be controllable in [to,t1] if for each pair
of points zg and z; both in R™ there exists a bounded measurable controller u(t)
on [to,t1] (with values in R™) such that the corresponding response z(t) steers
z(toy = 2o to z(t1) = 21.

We consider, as said before, g sigmoid function, g(0) = 0, and rewrite it as
g(x) = ¢'(0) + o(|z]) (x € R) as x — 0, and (2) now looks like

© = Az + Bu+of|la])), (4)
but now
b 0
x = col(x1,x2), u= col(ur,us), B = 0 0

and

_(—1+4'(0)p g'(0)s
A—( g'(0)r 1+g'<o>p>’

The following result from [11] will be used in order to guarantee the control-
lability of (4) in the interval [to, ¢1]

Theorem 1.2 A system like (/) is controllable en [tg,t1] if and only if matrix
ty
Wito,t) = [ IF(t0B)F(, B0 de
to
is non singular. Where F(t1,t) is the transition matriz of the system.

We may notice that in our case (autonomous case) the above matrix is F'(¢1,t) =
exp(A(t; —t)) for all 1, ¢t reals.
Our main result now runs as follows

Theorem 1.3 The matriz W (to,t1), with A and B given as in (4), is invertible
for all to,t1 € R, to < t1.
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and \

)

\/TST’L 0 —sT
deed ( Tl = + < r 1. Now we define the matrix P =

Proof. The eigenvalues of A are A\ = —1 + ¢’(0)p + ¢/(0)

—1 + ¢'(0)p — ¢’'(0)y/—sri with corresponding eigenvector (

1 0
N 0
0 , therefore P~1 = ' . But then
0 1 0 1

peigp ( ~1+4¢'(0)p —g'(0)y/—sr ) |
g'0)v=sr —1+4(0)p
Let us set —1+¢'(0)p = H y ¢’(0)y/—sr = K and define a new matrix given by
M= ( g _If > .
In this context matrix A looks like A = PM P, et = PeMtp—1 and
cos(Kt) —sin(Kt)

eAt _ Pth P*l;
sin(Kt) cos(Kt)

that is,
" eflt cos (K t) — Y=t Htgin (K t)
et = :
—¥==r Higin (K t) eflt cos (Kt)

matrix F(¢1,t) now becomes

eH 0= cos (K (4 — t)) — Y=ot o H =8 gin (K (¢ — t))
. \/? eH(t1—1) gip (K (t; — 1)) eH(t1i—1) coq (K(t1 — 1))

Consequently [F(t1,t)B(t)][F(t1,t)B(t)]" is

_ 2 2 Ht1=8) cog(K (t;—t))b? sin(K (t1—t))r
e2 H(t1—1) (cos (K (t1 —t)))* b2 ( (tl? (K(t1—t))
e2 (1 =1 cos(K (t1—t))b? sin(K (t1 —t))r e? H(tl7t)Tb2(_1+(C05(K(t1—t)))2)

We calculate f;l [F(t1,t)B(t)][F(t,t)B(t)]T dt and obtain
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with

2

aj; = m [e*(H?cos B+ HK sin 8 + H? + K?) — 2H? — K?]
2 e o .
a12:a21:7W [8 (HSIHﬂ*KCOSB)+K]

(23 = goprortrremy (€ (H2 cos B+ HK sin 8 — H? — K?) + K?],

here o« = 2H (t; — tp) and B = 2K (t1 — to).
On the other hand
bire®

det(W(to,tl))Z—m [

—2H?4+2H? COSB+K26_O‘+K260‘—2K2}

and det(W (to,t1)) = 0 if and only if —2H%+2H? cos B+ K?%e *+ K?e*—2K? =
0 if and only if H%2cos3 + K?cosha = H? + K? and this last equality takes
place if and only if &« = 8 = 0 which is impossible to happen; in conclusion, for
our system det(W (to, 1)) # 0 and W (¢, 1) is non singular matrix. |

Corollary 1.4 System (4) is controllable in [to,t1], to < t1.

2 The Control

Here we find the optimal control that we know already exists because of previ-
ous section, for this purpose the Pontryagin Maximum Principle and Filippov
Theorem will be used ([1], [8], [14]). We rewrite system (4) in a more convenient
way in order to use the mentioned results, first of all we set b =1 (or b = —1)
since b is a fix constant, and set the controls as the interval [—1, 1] also

f(X,u)=AX + B (g) :

4= <_19T(g;v(ﬂ0)p —194(22(80)17) = <(1) 8) A (2) '

Notice that f is defined on RZx[—1, 1] , linear, and the set of controls is compact.
The control-dependent Hamiltonian function of Pontryagin Maximum Principle

is now (£ = (&1,€2))

—1+¢'(0)p)z1 +¢'(0)szs + u)

_ (
hu(§, X) = (&1,€2) ( g'(0)ra1 + (=14 ¢'(0)p)a2

or

hu(§,X) = (=144 (0)p)z1&1 4" (0)sz2&1 +uby + g’ (0)raz1&a + (—1+g'(0)p)z26o
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and the corresponding Hamiltonian system has the form

v Ohy
Ohy

é:_aX'

In coordinates this system splits into two independent subsystems
{ i1 = (=1+g'(0)p)z1 + ¢'(0)sz2 + u { &= —(=1+g(0)p)é1 — ¢/ (0)rés
iy = g'(0)rzy + (=1 + g'(0)p)z2, 2 = —g'(0)s&1 — (=14 ¢'(0)p)&a.

By Pontryagin Maximum Principle, if a control @(-) is time optimal, then the
Hamiltonian system has a nontrivial solution (£(¢), X (t)), £(t) # 0 such that

ha((€(t), X(¢))) = max ha((€(2), X (¢))),
but notice that

max 1y ((§(£), X (t))) = (=1 + ¢'(0)p)z1&1+9'(0)sz261 + g/ (0)ra1 &

lul<1
+(=1+ g (0)p)z2bat | &1 |,
if £1(t) # 0, then
U = sgné.
In order to determine &£; we look at the system
{ &1 =—(=1+ g (0)p)é1 — ¢'(0)ry
Lo =—¢'(0)s& — (=1+¢'(0)p)&2
which can be written as
£=—A"¢
where A is given as before, and 7" means transposed. But then this system can
be solved and & is uniquely determined, so is @ and of course (4) as well for
this a.

Example 2.1 Let g be the sigmoid function given as g(x) = arctan(x), with
€ [-1,1]. Then ¢’'(0) =1 and

_(—1+4p s gar_(l=-p —r
A_( r —1+p>’ A _<—s 1—p>'
Therefore the foregoing equation can be solved for & and &2, actually
&1 = exp[(1 — p)t][C1 cos(v/—rs)t + Cy sin(+/—rs)t]

where C1 and Cy are constants, which means that u can be explicitly determined
once Cy and Cy are chosen.
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HISTORIA DE LA MATEMATICA
Analisis de la geometria elemental de Monsenor
Jauregui

Roy Quintero y Ali Medina Machado

Resumen. El propésito principal de esta investigacion es hacer un
andlisis de la Geometria Elemental escrita por Jesis Manuel Jaure-
gui Moreno en 1892. Se inicia con una descripcién general del libro.
Luego, se revisan matematicamente los aspectos que son resaltados
en su cubierta anterior desde el punto de vista de su veracidad, en
términos de exactitud numérica o procedimental. Al final, se presen-
ta una breve semblanza de Monsenor Jauregui.

Abstract. The main purpose of this research is to make an analysis
of Elementary Geometry written by Jestis Manuel Jauregui Moreno
in 1892. It begins with a general description of the book. Then, the
aspects that are highlighted in its front cover are revised mathe-
matically from the point of view of veracity, in terms of numerical
or procedural accuracy. At the end, it is presented a biographical
sketch of Monsignor Jauregui.

1 Introduccién

En este articulo se hace un andlisis del libro de geometria escrito en Vene-
zuela en el siglo XIX por el Presbitero trujillano Jestiis Manuel Jauregui Moreno
(1848-1905) (Fig. 1(a)). Su obra titulada “Geometria elemental, para uso de los
establecimientos de educacién de ambos sexos” (Fig. 1(b)) fue publicada por
primera vez como libro texto por la Tipografia del Colegio del Sagrado Corazon
de Jesus a cargo de A. I. Avendano en marzo de 1892, en La Grita, Estado
Téachira, y en formato de folleto con 64 paginas. Monsenor Jauregui, como es
mejor conocido, fue fundador de este colegio y su rector por 15 anos (1884-1899)
durante los cuales implement6 una educacion muy original en diversos aspectos,

2010 AMS Subject Classifications: 97A10, 01A55, 51MO04.
Keywords: Mathematics education; comprehensive works, reference book, History and
biography; 19" century, Geometry; elementary problems in Euclidean geometries.
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basdndose en las ensenianzas salesianas adquiridas en el Seminario de Turin y
de su contacto directo con San Juan Bosco. Entre muchos otros elementos re-
levantes de su sistema educativo de formacién cristiana integral (Mora-Garcia,
2006) se debe mencionar la elaboracién no sélo de su libro de geometria, sino
también de dos textos mds (Jduregui, 1998) “Tratado de Urbanidad” (1890) e
“Introduccién de la Gramética Latina” (1897).

3

e IR0 1
GEOMETRIA ELEMENTAL 7

Figura 1: Monsefior Jauregui y su Geometria elemental

Primero, se hace una descripcién general de la obra, y posteriormente, un
analisis formal de algunos de sus contenidos mdas importantes, especialmente
aquellos resaltados en la portada, con el fin de aclarar matematicamente su
veracidad, en términos de exactitud numérica o procedimental. Al final, una
breve semblanza de Monsenor Jauregui es incluida con el fin de que los lectores
puedan apreciar con mayor profundidad las diversas dimensiones en las que este
insigne venezolano -casi olvidado por la posteridad- tuvo influencia.

2 Algunas caracteristicas del libro de Jauregui

1. El libro esta escrito con vista en los mejores autores que tratan de la
materia de su época, especialmente Scarpa y Borgogno (1880), Legendre
(1817) y Cortézar (1850), lo cual aparece explicitamente en la hoja de
presentacién del libro.

El libro de V. G. Scarpa y E. Borgogno es “Lezioni de aritmetica, geome-
tria e sistema metrico decimale”. La edicion trigésima cuarta, publicada
en Torino, Italia, en 1880, por la editorial Stamperia Reale di Torino de G.
B. Paravia y Compania y de 124 paginas incluia en su indice general los
siguientes temas de geometria: Capitolo II. Della geometria. Art. 1. Defi-
nizioni; Geometria Piana. Art. 2. Delle Linee; Art. 3. Degli Angoli; Art.
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4. Dei Poligoni; Art. 5. Dei Triangoli; Art. 6. Dei Quadrilateri; Art. 7. Del
Circolo; Art. 8. Misura della Superficie o Planimetria; Geometria solida.
Art. 9. Definizioni; Art. 10. Dei Poliedri; Art. 11. Misura della Superficie
e del Volume dei Solidi o Stereometria.

El libro clésico “Eléments de géométrie” de A. M. Legendre publicado en
1794 es su més famosa obra, fue lider como libro de geometria elemen-
tal por mas de 100 anos, y ampliamente usado como sustituto del clasico
“Elementos” de Euclides. Considerado una mejora pedagdgica de éste por
la simplificacién y reordenamiento de las proposiciones que le hiciera Le-
gendre.

El libro “Tratado de geometria elemental” del espanol Don Juan Cortazar
(1809-1873) introduce adelantos positivos sobre lo conocido, como por
ejemplo: un método general para trazar tangentes comunes a dos circulos,
cualesquiera que sean las posiciones de éstos; la demostracion sencilla de
los voliimenes de los prismas principalmente de los oblicuos, la medida del
angulo esférico, el estudio elemental de las curvas elipse, parabola y hélice,
y algin teorema original, referente al volumen de los poliedros simétricos;
en todo lo que resalta es lo riguroso, exacto y sencillo de las demostraciones
(Iruste, 1912). La edicién tercera, publicada en Madrid, Espana, en 1850,
por la editorial Imprenta y Fundicién de D. Eusebio Aguado y de 207
paginas incluia en su indice general los siguientes temas: Geometria Plana:
Linea recta y dngulos. Poligonos. Circulo. Areas. Geometria del Espacio:
Planos, angulos diedros y poliedros. Poliedros. Cono, cilindro y esfera.
Areas y volimenes. Estudio elemental de las curvas.

A manera de comentario es ineludible expresar, al observar sélo los conte-
nidos de estas tres obras reconocidas, que el autor estaba bien informado
v le gustaba leer y estudiar los mejores libros de geometria clasica de su
época. No es exagerado decir que esto debe haber influido muy positi-
vamente en favor de su texto de geometria, al compendiar en él lo més
substancial de la materia geométrica elemental, lo cual le da a su obra el
caracter de manual de geometria.

. Como libro elemental de geometria no establece ningun sistema formal
axiomatico, pero si un conjunto de definiciones muy intuitivas, asi como
una secuencia de algoritmos o procedimientos geométricos de construccion.
Todo esto seguramente debido a su nivel.

. Se resalta de su contenido expresandolo en la cubierta anterior:

a) La férmula para la equivalencia del circulo y del cuadrado.

b) La férmula para la equivalencia de la circunferencia y el perimetro del
cuadrado.

¢) Las reglas para aplicar dichas férmulas en la medida de arcos, segmentos
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y sectores.
d) Nociones sobre la extraccién de la raiz cuadrada.
e) Nociones sobre agrimensura y dibujo topografico.

. Su contenido esta dividido en tres partes: geometria plana, geometria séli-

da, y agrimensura y dibujo topogréfico.

. Esencialmente por su redaccién en forma de preguntas y respuestas la obra

puede ser definida como un catecismo sobre geometria elemental. En total
contiene 278 preguntas con respuestas. Esto no contradice su cardcter de
manual.

. También incluye 23 procedimientos de dibujo lineal, lo cual dota a la obra

de un caracter algoritmico. Ademds, aparecen 72 figuras y 30 ejemplos
numéricos, 2 advertencias sobre el contenido, 47 problemas para resolver,
8 notas, 2 explicaciones de figura y 7 pies de pédgina a lo largo de su
contenido. Todos estos elementos constituyentes de la obra le confieren
una estructura de texto.

. El libro estd, a su vez, dividido en secciones teéricas numeradas comenzan-

do con I DEFINICIONES sobre geometria elemental hasta la XXIV DE-
FINICIONES concerniente a geometria solida. Luego, no estan numeradas
las 15 restantes, solamente tienen un titulo, empezando por CUERPOS y
terminando con ADVERTENCIAS.

. Al final de la primera parte, después de la seccion MEDIDAS DE DIVER-

SAS SUPERFICIES, se presentan los enunciados de 27 problemas para
resolver, y luego 20 problemas més al final de la segunda parte, después de
la seccion ESTEREOMETRIA. En cada seccién de problemas se incluyen
casos similares a los estudiados en los ejemplos, pero mas complicados y
en funcién de los temas tratados en las secciones cubiertas.

. Por su parte, Beyer (2006) expresa en su octava conclusién que durante

el periodo 1826-1912,

La oferta de los catdlogos muestra una notoria ausencia de libros
de geometria y ocasionalmente algunos temas de esta rama de
la matematica aparecen dentro de los libros de matematicas de
una manera muy somera, lo cual estd en consonancia con las
concepciones de la época que privilegiaban a la aritmética y
que en cierta forma establecian una cuasi identificacion de esta
rama de la matematica con la matematica misma.

Con base en esto, es valido afirmar que “Geometria Elemental” es uno de
los primeros textos de geometria publicados en la Reptblica de Venezuela
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por un venezolano, que no fuera traduccién o adaptacién (extracto) de
un libro extranjero. De acuerdo con otros comentarios hechos por Beyer
(2006), es permisible decir que debe estar entre los primeros 5 libros de
geometria elemental con las caracteristicas indicadas.

10. Por otra parte, Freitas (2000) menciona que en el Inventario de Frydens-
berg entre 1830 y 1894 aparecen solo 7 libros de geometria publicados
en Venezuela, pero de todo tipo (para nifios, artesanos y estudiantes de
ingenierfa interesados en agrimensura) e incluye el libro de J. Mutioz Te-
bar titulado “Primeras nociones de geometria, para el uso de escuelas de
la repiblica, dedicado a los artesanos de Venezuela” con caracteristicas
similares al libro de Jauregui con respecto a la aplicaciéon de la geometria
a la agrimensura.

11. En relacién con la aplicacién practica de los contenidos abordados en la
tercera parte sobre agrimensura y dibujo topografico, es valido decir sin
la menor duda, que una vez estudiadas las partes sobre planimetria y es-
tereometria, el alumno podia lograr un conocimiento basico general sobre
estas nuevas materias y ver claramente la importancia del conocimiento
tedrico-geométrico en la practica. Lo mismo ocurre, al menos instrumen-
talmente, con los procedimientos de medicién, nivelacion y trazado de
planos de terrenos estudiados en esa iltima parte del libro. Es bien sabido
que Monsenor Jauregui construyé iglesias, caminos largos entre montanas,
y colegios; es posible que él mismo ayudara a medir, nivelar y trazar pla-
nos de buena parte de estas obras para aligerarlas o abaratarlas, y por
qué no a través de sus mejores discipulos del colegio que se inclinaran por
la geometria y su aplicacion.

3 Analisis matematico de las partes importantes

En lo sucesivo, la siguiente notacion general serd empleada: C simboliza la
longitud de una circunferencia de didmetro D. Asi que la razén del didmetro a
la circunferencia es: % = 7. Y la aproximacién usada en casi todo el libro es
m = 3,14, excepto en la seccién XIX, donde se dan valores mas exactos de 7.

Antes de continuar es necesario hacer una aclaratoria: En lo que sigue, se
entendera por cifras decimales aquellos digitos que aparecen a la derecha de la
coma en la notacién o desarrollo decimal de un nimero real. Es decir, que se
hara mencion solamente de la parte fraccionaria del ntimero y no de su parte
entera. También es sano indicar que las partes enteras de todos los nimeros
utilizados en el libro de Jauregui son exactas.

En la seccién XVIII, se define la equivalencia del circulo y del cuadrado.
Entendiéndose por tal, hallar un cuadrado igual en superficie a un circulo de
radio conocido, o dado el radio r determinar el lado | del cuadrado (equivalente

al circulo). En sfmbolos, [ satisface la ecuacién [? = 7r?, asi pues | = \/7r. Y
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una vez expresado en funcién del didmetro y aproximado 2/4/7 decimalmente

se obtiene:
D D D

L=VT S =5 R T s (L)

pero la dltima cifra no es correcta (error que se comete a lo largo del libro pero
que no produce mayor dano en los calculos realizados por ser las tres primeras
cifras decimales exactas, i.e., 1, 2 y 8). Por otra parte, como la cuarta y quinta
cifras decimales exactas de 2//7 son 3 y 7 la mejor aproximacién por redondeo
con cuatro cifras decimales es 1, 1284. Asi pues, hasta la cuarta cifra decimal se
deberia emplear la férmula (2) en lugar de (1).

I D
C1,1284°

(2)

Si el lado del cuadrado es conocido, entonces se despeja de (1) el valor del
didmetro, es decir D = 1, 12871, pero deberia ser D = 1,12841.

Al final de la secciéon XVIII, el autor pregunta ;Y qué llama Ud. nimeros
irracionales? y la respuesta que da es: Lidmanse asi, en matemdticas, las raices
o cantidades radicales que no pueden expresarse exactamente en niumeros ente-
ros ni fraccionarios. Observe que no es la respuesta mas acertada por considerar
s6lo una clase de irracionales, pero, si se considera el nivel matematico del con-
tenido numérico incluido en el libro y la naturaleza de la materia tratada, es
aceptable.

Al final de la seccién XIV, el autor indica un procedimiento para construir
el cuadrado equivalente al circulo. Explicitamente: se traza el circulo con el
diametro dado, y luego se divide este didmetro en 44 partes; de las cuales se
toman 39 para el lado del cuadrado equivalente. Se vera que el mismo es correcto
hasta la segunda cifra decimal exacta. En efecto, si al realizar la division del
didmetro D en 44 partes, se toman 39 partes, entonces, [ = 39 x ﬁ. Por tanto,

39\ 2 6084
2= <ZZ) D? ::I§§6r2::3,142561983471074380165289r{

lo cual indica que el valor es correcto hasta la segunda cifra decimal exacta (la
barra indica el perfodo de la expresién decimal de la fraccién).

Seguidamente, en una nota, el autor expresa: La formula exacta es 38,9829;
pero ponemos 39 en obsequio de la mayor expedicion. También puede dividirse
el didmetro en 16 partes y tomar 14,18 para el lado del cuadrado equivalente. Se
comprobara que la primera afirmacién es incorrecta y la segunda correcta relati-
vamente. En el primer caso se demostrara que la mejor aproximacién con cuatro
cifras decimales exactas es 38,9939, que justifica aiin mas el procedimiento con
39 partes. Ciertamente, si x representa la mejor porcién a tomar del didmetro
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después de dividirlo en 44 partes, entonces [ = = (ﬁ), con 0 < x < 44. Luego,

2
2 (T 2 2 T
P=(g) D=5

por tanto, = debe satisfacer la ecuacién % = 7; es decir, z = 22/, y con
cuatro cifras decimales exactas x toma el valor 38,9939 y no 38,9829.

Con respecto a la segunda afirmacién, por un calculo similar al anterior, se
llega a que = debe satisfacer la ecuacion g—z = 7; es decir, x = 8y/m, y con dos
cifras decimales exactas x toma el valor 14,17 y no 14,18, pero la tercera cifra
decimal exacta es 9, asi que la mejor aproximacion (con dos cifras decimales) es
la redondeada que es 14,18 como afirma el autor.

En la seccién XIX, en relacién con la exactitud de los resultados y su posible
mejora el autor afirma que las expresiones decimales para 7 y 2/4/7 pueden
perfeccionarse tomando 3,1415626 y 1,1286691. Ambas aproximaciones mejoran
las anteriores pero no son las 6ptimas en términos de cifras decimales exactas,
porque las correctas son 3,1415926 y 1,1283791.

En la seccién XX, el autor pregunta: ;Cdmo se halla la equivalencia del
perimetro del cuadrado y la circunferencia del circulo? Y responde: Se multipli-
ca el lado del cuadrado por el nimero fijo 1,274, razon diferencial del perimetro
y la circunferencia, y el producto serd el didmetro de esta equivalencia, que
multiplicado por 3,14 razon del didmetro a la circunferencia, dard justamente
una circunferencia igual al perimetro dado del cuadrado. Se probara la validez
del procedimiento y aclarara el origen del “ntimero fijo” 1,274. En efecto, da-
do I, el perimetro del cuadrado es 4l, luego, para hallar el didmetro D de la
circunferencia equivalente, se debe cumplir la siguiente igualdad: 7D = 4[, por
tanto,

[ )

4

D= - l. (3)
Y la aproximacién hasta la cuarta cifra decimal exacta de 4/m es 1,2732, que
indica que 1,274 no es la mejor aproximacion con tres cifras decimales exactas
ni la mejor aproximacion por redondeo con tres cifras decimales. La mejor es
1,273, asi que la férmula (3) puede sustituirse por D = 1,2731 en lugar de
D =1,2741, pero también hay que decir que la aproximacién dada por el autor

es completamente valida hasta el orden de las centésimas.
Al final de la seccién XX, el autor expresa que para trazar la circunferencia
(o circulo) y el cuadrado equivalentes en perimetro, se debe seguir el siguiente
procedimiento: Dado el circulo, inscribasele y circunscribasele respectivamente
un cuadrado y trazado luego otro cuadrado en medio de estos y equidistante de
ambos, el perimetro de este serd equivalente al del circulo. Se verificard que el
mismo no genera una buena aproximacién. En la Figura 2(a) se observa dicha

construccién. El didmetro D = 20C y OC = OA’ y claramente OA = AA’,
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OB = BB’ y OC = CC’. Y por simple aplicacién del teorema de Pitdgoras al
tridngulo rectdngulo OAA’, se obtiene:

A= (4)

B

En consecuencia,

(a) (b)

Figura 2: Trazado del cuadrado equivalente en perimetro a circulo dado

— OA+0C 1 D

OB=—=(—4=+1]|—

() T
por tanto, el cuadrado del medio tiene por lado 20B y por perimetro 8OB; es
decir, (v/2 + 2)D, pero v/2 + 2 desarrollado con dos cifras decimales exactas es
3,41 el cual difiere de 3,14 mucho. Esto indica que el procedimiento no es una

buena aproximacién ni siquiera en el orden de las décimas. Realmente, es una
pésima aproximacion puesto que:

V2+2—1>3,41-3,15 =0, 26.

Luego, al final de la segunda parte del libro, el autor indicard como mejorar este
procedimiento. Y en tal sentido expresa que en lugar del cuadrado equidistante
al inscrito y circunscrito se tome el que se encuentra a un 1/3 del inscrito y a
2/3 del circunscrito, como se muestra en la Figura 2(b).

A continuacién veremos qué tanto es mejor este nuevo procedimiento que
el anterior. Por un célculo idéntico al empleado anteriormente la ecuacién (4)

sigue siendo valida, luego
- 241
+-(0C —0A&) = <f+ )D,

- D 1—
OB=OA+AB=— + -AC =
NCRE

BIS
Wl =

2
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por tanto, el cuadrado del medio tiene por lado 20B y por perfmetro 8OB; es
decir, %(\/5 +1)D, pero %(\/5 +1) desarrollado con tres cifras decimales exactas
es 3,218 y redondeado a la segunda es 3,22 que difiere de 3,14 en 8 centésimas,
y ciertamente es mucho mejor que la anterior aproximacién.

No es dificil probar que es mucho mejor considerar el cuadrado que esta a
1/4 del inscrito y a 3/4 del circunscrito. En este tltimo caso, que no es con-
templado por el autor en su libro, el valor del perimetro del cuadrado es igual

a (% + 1) D,y % + 1 desarrollado con tres cifras decimales exactas es 3,121

y redondeado a la segunda es 3,12 que estd mucho mds préximo a 3,14 (apenas
dos centésimas). Se puede ademds probar con un poco méas de trabajo que la
més optima de todas las aproximaciones de este tipo, que en general consiste
en construir el cuadrado que estd a 1/n del inscrito y a (n — 1)/n del circuns-
crito (n entero positivo) y cuyo perimetro es a, D, donde a,, = V8 + 4*—7:/§ con
n=1,2,3,..., se da exactamente si n = 4, porque

4=a1>a2>a3>...>\/§

y a4 es el valor mas préoximo a 7. De todo esto se concluye que el autor aunque
mejor6 su método, en realidad no lo perfecciono.

A manera de conclusién de esta seccion, es posible afirmar que los conteni-
dos estudiados y los procedimientos empleados, en especial los relativos a las
equivalencias del circulo y cuadrado en cuanto a superficie o perimetro, le dan
al libro el caracter de original desde el punto de vista de una publicacién ma-
temdtica formal venezolana y ain maés si es tomada en cuenta la época en que
fue editado y usado. Sobre la posibilidad de categorizar a Monsenor Jauregui
como matematico puro es también permisible, ya que como lo manifiesta en su
libro él sometié (Jauregui, 1892), por lo menos, su método de equivalencia en
superficie entre el cuadrado y el circulo -bajo la denominacién de “Magnificat”-
(relacionado con el problema clasico de la matematica griega llamado “cuadra-
tura del circulo con regla y compds”) al estudio y aprobacién de la Universidad
Gregoriana de Roma, recibiendo respuesta positiva del rector de la Universidad
Georgetown en Washington (Mora-Garcia, 2006).

4 Semblanza de Jestis Manuel Jauregui Moreno

Responsabilizarse por su destino hace al hombre. Podemos sintetizar asi la
existencia del sacerdote Jestis Manuel Jauregui Moreno, quien no descansé nun-
ca en hacer de su vida un orden de servicio para si mismo y los demds, un
venezolano que el tiempo lo cataloga de ciudadano ejemplar porque pasé sus
dias enteramente puestos a disposicion del bien social; memoria proyectada a la
iluminacién de todos los senderos para dar a entender que el hombre puesto en
posicién de destino tiene la grave responsabilidad de convertirse en un dialogan-
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te comunitario, en una ensenanza de vida, y catequista de accién para provocar
las pequenas y grandes eclosiones urgidas por la sociedad.

Fue un ser humano que se formé cabalmente con una obligacién y satisfaccion
de conciencia, un ideario como punto de vista que le dio una gran personalidad y
lo hizo libre para actuar como correspondia a su profunda vocaciéon humanistica.
Hombre de su tiempo por si mismo, y por lo que asumié como responsabilidad de
su propia conciencia, hizo emerger esa fuerza de trabajo, ese ideario trasmutado
para otras generaciones del futuro.

Una breve apologia de Bricenio Iragorry nos pone en conocimiento de la
biografia del destacado sacerdote y concita a profundizar en su vida y obra,
como realmente debe suceder para conocer la conducta de un hombre indicativo
que sostuvo una fuerte lucha por la construccién de muchos pilares de la patria,
en lo religioso propiamente, extendido a lo educativo, cultural y social, Briceno
Iragorry, retrata a Jauregui Moreno, con palabra y concepto precisos y cataloga
la inmensa calidad humana de aquel hombre de la Iglesia.

Dijo Don Mario: “Monsenor Jauregui Moreno es en realidad el personaje que
con mayores titulos podria ser mirado como el signo de unién de la cordillera
(...) Andino integral, es la sintesis del servicio que da benemerencia a los hom-
bres (...) Dulce, tierno, timido en su mundo interior de cristiano sabia negarse
a si mismo para afirmarse en Cristo. Recio basaltico, dominador en cambio,
para todo aquello que minaba a la dignidad exterior del ciudadano que se sentia
obligado a servir, también, en la fabrica de la ciudad terrena” (Briceno Iragorry,
1981: 302).

Por su parte, Monsenor Quintero asienta, que Jauregui: “Se dedicé a comple-
tar y perfeccionar su formacion intelectual. Estudié mucho, estudié sin tregua,
como si una sed insaciable de saber le devorara las entranas sin mas guia ni ayu-
da que la de los libros y el propio pensamiento, traté de internarse audazmente
por todos los caminos del conocimiento humano: filosofia, teologia, derecho, ma-
temadtica, ciencias naturales, historia, literatura e idiomas ...” (Quintero, 1948:
67).

Jauregui Moreno, como vemos, puso mano y pensamiento a una labor de
miultiples propédsitos que hoy se debe rescatar y actualizar con utilidad prove-
chosa y proyeccién al futuro. Hay que hacer resplandecer su gloria. Hay que
retrotraerlo para ponerlo a actuar en medio de nosotros, convertido en luz e
ideales, como producto del amor inteligente, en la reproduccion y actualizacion
de sus obras fundamentales. Importa mucho que viva hoy el Padre Jauregui,
que venga hasta nosotros el espiritu de su sabiduria.
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DIVULGACION MATEMATICA

La pertinencia de la Matematica

Neptali Romero

Resumen. Este ensayo fue publicado en Principia: Revista de Cul-
tura de la Universidad Centroccidental Lisandro Alvarado. 15 (2007),
25-37. El mismo fue estimulado por la temerosa ansiedad de presen-
tar algunas lineas a favor del quehacer de los matemé&ticos. Fueron
escritas sobre la base de una serie de citas e ideas adoptadas tras las
lecturas de diversos ensayos y libros, en los que de alguna manera u
otra se exponen tanto la virtud como la necesidad de mantener en
ejecucion las labores sobre las cuales se desarrolla la Matematica y
demas ciencias denominadas puras.

Algunos ajustes han sido efectuados al articulo original, y unas
tantas lineas han sido reescritas. Mi gratitud al referi, quien con sus
observaciones enriquecié este ensayo.

Abstract. This essay was published in Principia: Journal of Culture
of the University Lisandro Alvarado. 15 (2007), 25-37. The same
was stimulated by the fearful anxiety of presenting some lines for
the work of mathematicians. They were written based on a series of
quotations and ideas readings taken after several trials and books,
which in some way or another expose both virtue and the need to
maintain in execution of work on which Math and others developed
the so-called pure science.

Some adjustments have been made ?7to the original article, and
some lines have been rewritten. My gratitude to the referee, who
with his observations enriched this essay.

1. Un comentario inicial

En mayo de 1992 la Unién Matemdtica Internacional (IMU)! realizé una
reunién ordinaria en el prestigioso Instituto de Matematica Pura e Aplicada
(Brasil) en conmemoracién de su cuadragésimo aniversario. En esa reunién se

1La IMU, siglas en inglés de International Mathematical Union, es la organizacién mundial
que agrupa las diferentes sociedades matematicas de los distintos paises.
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produjo la denominada Declaracion de Rio de Janeiro en la que se declaré el ano
2000 como Ano Mundial de la Matemaética, estableciéndose como fundamenta-
les, para el desarrollo de esta ciencia en el siglo XXI, los siguientes objetivos:

s definir los grandes desafios que debe afrontar la Matematica para el nuevo
siglo;

= impulsar el reconocimiento de la Matematica como una de las piezas claves
para el desarrollo econémico y cultural de las naciones; y

= promover la imagen publica de la Matemaética, impulsando su presencia
en la sociedad de la informacién.

Esta iniciativa fue secundada por la UNESCO en su Asamblea General de
1997, y a través de un documento oficial invité al mundo entero para que, con
el inicio del nuevo siglo, volviese su mirada hacia la Matematica.

Aparentemente los dos ultimos objetivos de la Declaracion de Rio de Ja-
neiro lucen una perogrullada. Pocos niegan la importancia e influencia de la
Matematica en el desarrollo de la sociedad moderna. Muchas de las tecno-
logias cotidianas: radio, teléfono, computadoras, codigos de barra, transmisiones
electrénicas seguras y satélites, por ejemplo, son posibles gracias a la accién de
sofisticados resultados tedricos de la Matematica. A pesar de esta notoriedad, y
a la vigencia milenaria del pensamiento matematico como elemento profunda-
mente inherente al poder racional de la actividad humana, tenemos que admitir,
con mucha tristeza por cierto, que la Matematica es la mas impopular y menos
conocida de todas las ciencias. Sin lugar a dudas, ello y el desconocimiento de las
actividades que realizan los matemaéticos, tiene como principales responsables
a sus propios actores. Se ha fallado en revertir esa percepcién que sobre esta
ciencia y sus actividades tiene la sociedad; no se ha tenido éxito en implementar
el mejor antidoto, la divulgacion de la actividad matematica, para curar lo que
se ha dado en denominar matefobia.

Es necesario mencionar que desde el primer nimero del Boletin de la Aso-
ciacion Matematica Venezolana, José Ramoén Ortiz, editor jefe para la época,
mantuvo hasta el volumen VI del ano 1999, una secciéon que denominé Proyecto
Hilbert 2000; alli fueron expuestos varios documentos que apuntaban en la mis-
ma direccién de la Declaracién de Rio de Janeiro. Debe resaltarse que Jacques
Louis Lions, presidente de la IMU en el afio 1994, envié una carta de felicitacién
por tal iniciativa; véase Vol. I, N22 (1994) del mismo boletin.

Como ejemplos que revelan la inquietud que reconocidos matemaéticos del
siglo XX han tenido, y tienen, sobre este tema, citamos a continuacién frases
proferidas por algunos de ellos:

« Paul Halmos? “Me entristece que la gente culta ni siquiera sepa que mi
trabajo existe”

2Paul Hamos (1916-2006) es conocido por valiosos aportes en distintas dreas de la Ma-
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» David Mumford? “Estoy acostumbrado, como matemdtico profesional,
a vivir con una suerte de vacio, rodeado de gente que se declara, con
conspicuo orgullo, analfabeta en matemdticas”

= Gian-Carlo Rota* “Hacer las matemdticas inteligibles para el hombre
culto medio, manteniendo los estandares cientificos altos, ha sido consi-
derado desde siempre como una navegacion peligrosa entre la Escila del
desprecio profesional y la Caribdis® de la incomprension piblica”

2. Sobre la pertinencia de la Matematica

Aun cuando la Matemética es considerada la “Reina de las Ciencias”, una de
las més excelsas expresiones de la inteligencia humana y eje fundamental, junto
al método experimental, del desarrollo de la ciencia y la tecnologia moderna, su
impopularidad y el desconocimiento de sus actividades han hecho posible que
importantes sectores, con notable influencia politica y econémica, pongan en
duda su efectividad y pertinencia; cuestionamientos que por cierto se trasladan
hacia otras ciencias béasicas. La Matematica ha contado con ilustres enemigos
desde hace mucho tiempo, ejemplo de ello lo fue el célebre poeta y novelista
alemédn del siglo XVIII, Johann Wolfgang von Goethe, quien en uno de sus
escritos, Mdzimas y reflexiones, senala:

“yo respeto la Matemdtica como la mds eminente y util de las ciencias
cuando se ocupa de sus problemas especificos, pero no puedo aprobar que
se utilice en cosas que nada tienen que ver con ella, en las cuales la noble
ciencia se transforma en un disparate”

Se dice que las razones que condujeron a Goethe a emitir esas opiniones se
debieron, nada menos, a las aplicaciones matematicas hechas por Isaac Newton
para sustentar sus estudios de la Optica y teoria de los colores.

No existe temor en afirmar que las posturas adoptadas por los influyen-
tes sectores hacia el financiamiento de la actividad matemadtica en nada estan
relacionadas con celos profesionales. Esa oposicién radica en la relacién costo-
beneficio de la actividad cientifica; se trata de la presion ejercida a favor del

temaética; prolifico escritor, muchos de sus libros son de lectura obligatoria para quienes estu-
dian esta ciencia.

3David Mumford (1937- ) es un destacado gedmetra, recibié la Medalla Fields en el Con-
greso Internacional de Matemaéticos del ano 1974, y en el 2010 recibié la National Medal of
Science, el més alto honor cientifico en los Estados Unidos de América.

4Gian-Carlo Rota (1936-1999) fue un respetable matemético y filésofo, con importantes
contribuciones en diferentes dreas de la Matematica

5Segiin la mitologia griega, Escila era un monstruo marino que habitaba en la caverna de
Messina, el navegante que salvara tal peligro, se encontraba al frente del terrible remolido de
Caribdis.
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corto plazo en la aplicacién de los resultados y la produccién de bienes ma-
teriales derivados de la investigacion cientifica; dejando en un segundo plano
los complejos procesos tedricos que son justamente los soportes fundamenta-
les para la utilidad de la ciencia en procura de bienestar social. Infelizmente
esas presiones tienen eco en distintos paises, especialmente en aquellos donde se
hacen esfuerzos por alcanzar mejores niveles de desarrollo cientifico y tecnoldgi-
co. Donde esto ha ocurrido, y ocurre, los sectores que planifican la actividad
cientifica disenan e importan politicas, y normativas, que implican sustanciales
recortes presupuestarios en apoyo a la actividad cientifica, a no ser, claro est4,
que esta esté dirigida a resolver problemas de impacto inmediato. Asi pues, la
inversién econdémica en la investigacién cientifica ha tomado el camino de la
relacién costo-beneficio, neoliberal para muchos, y que conduce a la perniciosa
clasificacién de la ciencia en términos de su utilidad en espacios de tiempo.

No deja de ser paraddjica esta moderna dindmica: aunque se lleguen a re-
solver algunos de los problemas llamados prioritarios, y se sienta efimeramente
la satisfaccién de avanzar hacia el desarrollo cientifico y tecnoldgico, el com-
portamiento asintético de esos acontecimientos es otro; asi lo refleja el insigne
médico y cientifico mexicano Ruy Pérez Tamayo, quien en uno de sus libros®,
al referirse a la relacién ciencia y subdesarrollo, expresa

“Quizd nos hagamos ricos, pero lo pagaremos muy caro. Porque el conoci-
miento, que es producto de la ciencia, posee la capacidad de liberar al espiritu
de las garras del oscurantismo, los prejuicios y la ignorancia. Y ahi sequi-
remos, regodedndonos en la penumbra de nuestra cultura precientifica, cre-
yendo que esa es la mdzima claridad que existe, cuando afuera brilla el sol
del mediodia de la ciencia”

Bajo el amparo de argumentos mercantilista han ocurrido varias iniciati-
vas de clausura, o disminucion, de programas de formaciéon de mateméaticos en
distintos paises. Muy recientemente, apenas en 2010, en VU University Amster-
dam se intenté clausurar la seccién de Algebra y Topologia de su Facultad de
Ciencias. Otro atropello, no tan reciente, ocurrié a mediados de la década de
los 90 en la Universidad de Rochester”, Estados Unidos de América. El intento
de cierre de uno de sus programas estelares en Matematicas produjo un signifi-
cativo repudio por parte de la comunidad cientifica de ese pais. Ejemplo de ello
es un documento, firmado por 31 miembros del Departamento de Fisica de la
Universidad de Harvard, incluidos 3 premios Nobel, 13 miembros de la Acade-
mia de Ciencias de los Estados Unidos de América y el Decano de la Divisién
de Ciencias Aplicadas, donde se sentencia:

6 Acerca de Minerva. Coleccién: Ciencia para todos. Editorial Fondo de Cultura Econémica.
México, 2005. Puede leerse en linea en
http://bibliotecadigital.ilce.edu.mx/sites/ciencia/volumenl/~ciencia2/40/htm/minerva.htm

7A. Jaffe, S. Baouendi and J. Lipman. Demotion of Mathematics at Rochester Meets
Groundswell of Protest, Notice 43(8), 307-313 (1996)
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“La historia reciente confirma la interaccion entre los conceptos matemdti-
cos fundamentales y los avances de la ciencia y la tecnologia. Es imposible
tener una universidad lider en ciencia y tecnologia sin un fuerte departa-
mento de matemdticas”

Ciertamente no hay necesidad de recurrir a ejemplos fordneos. En nuestro
pais también han existido intentos de esa naturaleza, ya ocurrié en la Universi-
dad Nacional Abierta, y localmente, en un pasado no muy remoto, se escucharon
algunas voces que, aunque timidas y sin mucho eco, abogaron por el cierre de
nuestra Licenciatura en Ciencias Matematicas. En cualquiera de los casos, los ar-
gumentos son esencialmente los mismos: formar a un pequeno grupo de jévenes,
algunos de los cuales pasaran buena parte de sus vidas profesionales tratando
de resolver problemas raros sin una posible aplicabilidad, es demasiado costoso.

No es dificil deducir de estos comentarios que ciertamente los objetivos pro-
puestos en la Declaracion de Rio de Janeiro dejan de ser triviales. De alli que en
contra a esas posturas y argumentos que defienden la relacion costo-beneficio
como principal elemento para la subvencién de la actividad cientifica, se impone
la necesidad de implementar mecanismos que permitan a la sociedad percibir
con claridad el lugar que ocupa la Matematica en el desarrollo de las ciencias,
la tecnologia v la cultura. En opinién de Miguel de Guzman?®, la divulgacién de
la actividad cientifica matematica es el méas importante de estos mecanismos,
pues con su accionar se contribuird a:

113

= “.. romper el lastre de prejuicios que vamos arrastrando de una gene-
racion a otra en torno de la Matemdtica y que, en muchos casos, es
causa de los blogueos con respecto a ella colacados en la mente de los
ninos ...”

= “.. mejorar las condiciones culturales de muchas personas, abriéndo-

les los ojos a la realidad de la cultura actual, haciéndoles capaces de
proveerse de herramientas indispensables para muchas de las activida-
des de las profesiones del futuro ...”

= “.. que la sociedad sea capaz de valorar de modo adecuado el papel de
la Matemdtica hoy dia, de tal modo que se percate que incluso muchos
aspectos podrdn parecer ociosos del quehacer matemdtico, posiblemente
tendrdn su fruto prdctico ...”

Aprovecharemos este ensayo para ofrecer una pequena contribucién en la
direccién senalada por Guzmaén; no sin antes intentar entender, sin animos de

8Miguel de Guzmén (1936-2004) filssofo y matemético espaiiol, forjador de reconocidos
matematicos de habla hispana. Sus ideas sobre Educacién Matematica y Didéactica de la
Matemadtica han inspirado a varias generaciones de profesionales dedicados a la ensenanza de
esta ciencia en todos sus niveles. Escribié un considerable nimero de articulos y libros sobre
esos temas. En el sitio web http://www.mat.ucm.es/~guzman/ ain se mantiene abierta parte
de destacada obra.
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justificar, las razones que conducen a los sectores antes mencionados a imponer
limitaciones de cardcter econémico al fomento de la actividad matemadtica y
demas ciencias bésicas.

La primera de esas razones es de caracter intrinseco debido a las caracteristi-
cas que hacen a la Matematica una ciencia abstracta; veamos. Sus objetos de
estudio son en su mayoria ideales o virtuales, no existen como realidades fisicas;
aunque desde la antigiiedad muchas de las creaciones mateméaticas han estado
inspiradas por problemas précticos: la Aritmética nacié de las necesidades de
contar y sumar; mientras que las necesidades de medir lineas y superficies, acti-
vidades ligadas a las tareas agricolas, estimuld la creacion de los elementos que
originaron la Geometria. También es cierto que buena parte de los objetos de
estudio son definidos sobre los ya existentes. Esto sucede en una cadena que
aumenta el nivel de abstraccién a medida que nuevos eslabones son anexados.
Sobre estas construcciones se buscan relaciones entre los distintos objetos, se in-
vestiga sobre sus propiedades comtunes, se engloban en teorias que explican esas
relaciones y propiedades; finalmente, se investiga sobre qué supuestos se cum-
plen algunas de esas propiedades, en procura de emplear ellas para caracterizar
todos los objetos que las satisfacen. Todo este proceso de creacion intelectual
se realiza mediante un conjunto de razonamientos abstractos conocidos como
método axiomdtico deductivo. A partir de algunas verdades evidentes, axiomas
previamente establecidos, este método se emplea para obtener nuevas verdades,
propiedades y objetos. El enunciado que establece una conclusiéon obtenida me-
diante este método deductivo es denominado teorema. Al conjunto de pasos y
conclusiones previas, deducidas por el empleo de este método, fue bautizada por
los griegos como demostracion. La manera de cémo se crea nuevo conocimiento
matematico marca una notable diferencia con los procederes de otras ciencias,
en las que ocurre, por ejemplo, que algunas de sus verdades no tienen vigencia
invariable con el tiempo. No sucede lo mismo con las conclusiones matematicas,
que por causa de su naturaleza abstracta y a la forma como se certifican sus re-
sultados, las convierte en conocimientos universales e irrefutables, independien-
tes de todo credo politico, religioso o econémico. El conocimiento matematico
es acumulativo, nueva matematica es construida sobre la anterior sin que esta
dltima pierda su validez. La literatura matematica es extraordinariamente esta-
ble y segura; ademads, mantiene un rastro imborrable en muchas otras ciencias
y sus aplicaciones. Con respecto a ello se distinguen las palabras de uno de los
mas destacados fisicos del siglo XX, Eugene Wigner?, quien en su articulo La
irrazonable efectividad de la Matemdtica en las Ciencias Naturales'®, expuso:

9Fugene Wigner (1902-1995) fisico y mateméatico hungaro, en 1963 recibié el Premio Nobel
de Fisica por sus contribuciones a la teoria atémica.
10The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences, Communications
on Pure and Applied Mathematics 13(1) (1960), 1-14
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“Bl milagro de la adecuacion del lenguaje de las matemdtica para la formu-
lacion de las leyes fisicas es un don maravilloso que ni entendemos ni mere-
cemos. Deberiamos estar agradecidos por ello, con la esperanza que continie
siendo vdlido en el futuro y que se extienda a otras ramas del conocimiento”

El otro ingrediente también es de vieja data. Desde hace mucho tiempo ha
existido una marcada tendencia en querer establecer una separacién de la ac-
tividad matemadtica en pura y aplicada, lo cual ha generado controversias que
en ocasiones muestra a los radicales puros despreciando a quienes se dedican a
las aplicaciones précticas de las matematicas, incluso tildandoles de mercanti-
listas y utilitarios; mientras que los antipuristas ortodoxos consideran inttil al
conocimiento matematico que no tiene una aplicacién directa para resolver los
problemas que la sociedad plantea. Como muestra de esta rivalidad, cataloga-
da de filoséfica, presentaremos declaraciones que en cierta forma marcaron la
tendencia de ambas vertientes, justamente en una época caracterizada por la
critica a los fundamentos de la Matematica, lo que condujo a la consolidacién de
un lenguaje y nomenclatura precisas para el desarrollo tanto de la Matemaética
como de otras ciencias.!! Reproducimos palabras de dos grandes matematicos
y hombres de ciencias de finales del siglo XIX y comienzos del siglo XX: el
francés Henri Poincaré'? y el alem4n Felix Klein'3, ambos figuras centrales en
el primer congreso internacional de matematicos celebrado en Zurich en 1897.
A Poincaré le correspondid la conferencia inaugural, alli manifesto:

“Las combinaciones que se pueden formar con niumeros y simbolos son infi-
nitas. Entre tanta espesura, ;como escogeremos las merecedoras de nuestra
atencion? gnos dejaremos llevar por nuestros caprichos y manias? Esto nos
llevard sin dudas a unos mds lejos de los otros, y rdpidamente dejaremos
de entendernos entre nosotros. La Fisica no solo evitard que podamos per-
dernos, sino que incluso nos protegerd de un peligro aun mds espantoso,
que permanezcamos dando vueltas en circulos para siempre. La historia de-
muestra que la Fisica no solo nos fuerza a elegir, sino que nos ha impuesto
direcciones en las que no hibiesemos ni tan siquiera sonado de otra manera.
jQue podrd ser de mayor utilidad!”

1 Un interesante relato sobre esta época critica de la Matemética puede leerse en el valioso
articulo “David Hilbert y su Filosofia Empiricista de la Geometria” de Leo Corry, publicado
en el Boletin de la Asociacién Matematica Venezolana, volumen IX, No. 1, afio 2002.

2Henri Poincaré (1854-1912) matemdtico y notable filésofo. En 1887 el rey Oscar IT de
Suecia ofrecié un premio por una respuesta a una cuestién fundamental en astronomia: jes
estable el sistema solar? Aunque Poincaré recibié el premio, no respondié la pregunta; sin
embargo el desarrollo tedrico presentado en el manuscrito del mencionado premio, colocé las
bases y fundamentos de dos grandes areas de la matematica moderna: la topologia y la teoria
cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias, que a su vez sirvié de punto de partida
de la teoria de los sistemas dindmicos

13Felix Klein (1849-1925) importante geémetra y unificador de las teorias en geometria;
luego de demostrar que las geometrias métricas, euclidianas o no, son casos particulares de la
geometria proyectiva, en 1872 presenté el Programa Erlangen, con el cual se puso final a la
separacién entre las geometrias pura y analitica.
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Por su parte Klein, a quien le correspondié la conferencia de clausura de ese
congreso, expreso:

“No dejaré sin mencionar la cuestion general de la estrecha relacion que
eziste entre las matemdticas y sus aplicaciones, tema central de la brillante
exposicion de Monsieur Poincaré. Nadie estd mds convencido que yo de la
importancia de esta estrecha relacion; sin embargo, delante de la asamblea
de este congreso matemdtico, me parece apropiado mencionar otro aspecto,
y es que existe algo llamado Matemadatica Pura, que es, de hecho, el corazon
de nuestra ciencia, y su prosperidad es un prerrequisito para que todas las
otras actividades de matemdticas no decaigan a un nivel mds bajo”

Obviamente las anteriores palabras no solo evidencian la rivalidad entre
Poincaré y Klein, también muestra la pugna entre las vertientes pura y aplicada
de la Matematica. Polémica esta nada nueva; los estudiosos de la Filosofia hacen
notar que en el escrito “Philebus”, de Platon, se recoge el siguiente didlogo entre
Sécrates y Plutarco.

= Sécrates: Plutarco, jexiste acaso dos tipos de aritmética: la de la gente
y la de los filésofos? ;y qué me dices del arte de contar, o de las medidas
usadas en la construccion y el comercio, en comparacién con la geometria
filosofica y los calculos elaborados? ;debemos hablar de una de ellas o de
las dos?

= Plutarco: Yo dirfa que cada una de ellas son las dos.

3. Sobre la utilidad de la Matematica

Basados en los paragrafos precedentes, asumimos dos acciones que lucen fun-
damentales: en primer lugar, entender que los aspectos cualitativos de la Ma-
teméatica pueden introducir ruidos tanto en quienes disenan los programas de
subvenciones y apoyos econémicos para el desarrollo de las actividades cientifi-
cas, como en quienes realizan las evaluaciones que conducen a la entrega de esos
aportes; y por otra parte, aportar con estas lineas un conjunto de ejemplos, re-
ducido por cierto, para mostrar algunos de los avances que ha tenido la ciencia
y la tecnologia gracias a los aportes tedricos de la Matemadtica.

Comenzaremos con un ejemplo emblematico; se trata de la Teoria de Nime-
ros y unos de sus grandes representantes: el matematico inglés Godfrey Hardy,
quien en uno de sus libros, Autojustificacion de un matemdtico, Ariel, Barcelona
(1981)*, seniala

14 A Mathematician’s Apology, es el nombre original de este libro publicado por primera vez
en 1940
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“Una ciencia es considerada util si su desarrollo tiende a acentuar las de-
sigualdades existentes en la distribucion de la riqueza, o bien, de un modo
mas directo, fomenta la destruccion de la vida humana”

En esa misma obra, Hardy dedica duras palabras a su labor cientifica, se vana-
gloria de haber dedicado gran parte de su vida a la creacion de un arte abstracto
como la matematica pura, y en particular al desarrollo de la Teoria de Numeros,
de la cual decia que “.. por causa de su suprema inutilidad, es la reina de las
matemdticas ...” No obstante, cuando se examina esa reina, se percibe que por
causa de sus aportes tedricos, tales como las factorizaciones en nimeros primos
y los cdédigos que ellos generan, ella es pieza fundamental en la conduccién de
transmisiones electrénicas seguras sin las cuales las transacciones bancarias no
serian posibles.

Otro ejemplo interesante es la utilizacién de los niimeros complejos y las
teorias analiticas sobre ellos construidas. Entre los siglos XVII y XIX se es-
tablecieron los fundamentos del sistema numérico formado por estos ntimeros,
y de lo que se conoce con el nombre de Anélisis complejo. En nuestros dias
es impensable el disenio y construccion de motores eléctricos sin el empleo de
estos irreales niimeros, como tampoco serian posibles muchos de los resultados
fundamentales del electromagnetismo, la teoria de la relatividad y la mecéanica
cuantica; aplicaciones que jamds pensaron los creadores de estos fundamentos
matematicos.

En el ambito de la Computaciéon moderna, esta no existiria sin el cédigo
binario, descrito por Leibniz en el siglo XVII; por otro lado, con el apoyo de las
Algebras Booleanas, inventadas a mediados del siglo XIX, fue posible, gracias
a valiosos teoremas de Claude Shanon (1916-2001), la implementacién de los
circuitos digitales, tecnologia bésica fundamental para la construccion de los
computadores. No podemos dejar de decir que la Teoria de la Computacién
estd basada en la Matematica Discreta, y que de esa relacion nacié la llamada
Teoria de la Complejidad, la cual ofrece una medida matemaética para identificar
diferentes clases de computacién. Adicionalmente, la Computaciéon Cudntica
(atin no desarrollada fisicamente) estd siendo construida con grandes aportes de
la Fisica y la Matemaética; con su futura implementacién tecnolégica podran ser
resueltos problemas que no son posibles abordar con la teoria de computacién
existente.

La relacién entre la Biologia y la Matematica es también muy notoria y
fructifera, varios ejemplos pueden ser citados; de hecho existe un area del co-
nocimiento denominada Biomatematica, de la que Vito Volterra!® es uno de

15Vito Volterra (1860-1940) excepcional cientifico italiano, fue uno de los principales impul-
sores del desarrollo cientifico de Italia y Espana. Fomenté el empleo de la Matemética en la
resolucién de problemas ligados a la Fisica, Biologia y Economia, en tanto que distinguia la
actividad matematica para tales fines. Fue un notorio activista antifascista, lo que le cost6 su
puesto de trabajo cientifico en las universidades italianas. Una interesante biografia, aunque
corta, puede leerse en el articulo de Ana Millan Gasca, Vito Volterra. Revista Investigacién
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sus pioneros. Este fisico y matematico hizo grandes aportes al desarrollo de las
ecuaciones diferenciales tanto ordinarias como parciales; ademaés, se encuentra
entre los precursores del Anélisis funcional, cuyo germen fue proporcionado por
sus estudios acerca de las ecuaciones integro-diferenciales. Curiosamente Volte-
rra empled estas herramientas matematicas, usadas inicialmente en el estudio de
problemas fisicos, para estudiar problemas biolégicos, més especificamente, la
evolucién de las poblaciones de peces en el Mar Adriatico, de cuyo andlisis ma-
temdatico nacié la dindmica de poblaciones. Estos modelos integro-diferenciales,
conocidos como modelos de Volterra, han sido extendidos hacia la epidemiologia
con el estudio de la propagacién de enfermedades en poblaciones; por otro lado,
la Genética Molecular se ha favorecido con el empleo de estos modelos en la
interaccion depredador-presa, en la que los depredadores son virus y las pre-
sas son células humanas. Ello ha permitido el diseno de medicamentos y su
administracion, por lo que no resulta sorprendente que importantes avances
en la erradicacion de virus, como el HIV, tengan sus origenes en los modelos
matematicos introducidos por Volterra hace méas de 80 anos.

Otro ejemplo del impacto de la Matemética en la sociedad moderna, po-
pularizado por producciones literarias y cinematograficas, son los aportes que
hiciera a las teorias econémicas el matematico estadounidense, y Premio Nobel
de Economia 1994, John Nash'6. Su vida es retratada en la pelicula “A Beauti-
ful Mind”, basada en la biografia escrita por Sylvia Nasar. A la edad de 21 anos,
en el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton, Nash expuso en su tesis
doctoral, con menos de 30 paginas, una solucién a juegos estratégicos no coope-
rativos, hoy dia denominada equilibrio de Nash. Se dice que luego de méas de 40
anos, este equilibrio fue empleado en la negociacion de bandas electroméagne-
ticas en los Estados Unidos; ademas, sus teorias de juegos han sido ttiles en
importantes avances de la genética poblacional, permitiendo la prediccién de
distintos estados en la competencia entre distintas especies y dentro de ellas.

La relacién entre la Fisica y la Matemadtica, definida como simbidtica por
Poincaré, merece un capitulo aparte: son muchos los volimenes que podrian
escribirse para exponer esa relacién. Un dpice de ello lo encontramos en los si-
guientes hechos. La Fisica moderna se veria en serios aprietos sin los aportes
de la Matematica; por ejemplo, la Teoria de la Relatividad no tendria el desa-
rrollo y profundo impacto cientifico y tecnolégico sin las bases proporcionadas
por las geometrias no euclidianas. Por otro lado, en el estudio de uno de los
més importantes problemas para los fisicos tedricos: la busqueda de una teoria

y Ciencia, 339, 71-78 (2009), libre en la web.

16 John Nash (1928- ), destacado matemadtico con importantes aportes a la Topologia, Geo-
metria Algebraica, Teoria de Juegos y Légica. Durante su estadia como estudiante doctoral
en Princeton, evité asistir a clases y conferencias del instituto; decidié aprender solo, sin la
asistencia de profesores, e incluso de libros; las razones: poder desarrollar teorias y conceptos
originales. A pesar del reconocimiento de su tesis doctoral con el premio Nobel, el propio Nash
afirma que esos resultados no fueron los més relevantes en su carrera
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unificada de campos, la Geometria Algebraica tiene una presencia especial, de
la que no solamente es favorecida la Fisica, sino que mucha de la Matemaética
que se ha creado estd relacionada con esa presencia. Como dato resaltante, en
el Congreso Internacional de Matematicos de 1998, 3 de las 4 medallas Fields!”
correspondieron a matemaéticos que trabajaban en areas fuertemente influencia-
das por la Fisica; adicionalmente se concedié un premio especial por los trabajos
desarrollados en Computacién Cudntica, cuyas bases estdn en gran parte en la
Mecénica Cuéntica. Més recientemente, durante el Congreso Internacional de
Matematicos del ano 2010, celebrado en India, 2 de las 4 medallas Fields fueron
otorgadas a matemaéaticos por sus importantes aportes a la Fisica estadistica.

Existen obviamente muchas otras interacciones entre la Matematica y otras
ciencias, mediante ellas se abordan, o permitiran abordar, importantes fenéme-
nos que requieren ser entendidos para ofrecer soluciones a problemas que afectan
a la sociedad moderna, y por ende brindarle bienestar. Es notoria entonces la
imposibilidad de catalogar de initil, en el buen sentido de la palabra, a la Ma-
tematica y su accionar. Por muy abstractas y esétericas que pudiesen lucir, sus
resultados no deben ser tildados de impertinentes y de poco impacto para el
desarrollo de la humanidad; solo un ser supremo tiene tan elevada capacidad.

Concluimos con una profunda necesidad, digamos que poética, de citar una
pequena parte del libro “El papel de la Matemdtica en el desarrollo de la cien-
cia”, Alianza Editorial (1991) de Salomon Bochner. En esa obra Bochner relata
que en uno de los escritos del obispo Anatolio de Alejandria (siglo III de nuestra
era), se cuenta que un desconocido humorista empleaba las siguientes palabras
de Homero para describir la Matematica:

“Blla, que se alza, pequena al principio, pero que pronto llega a tocar los
cielos con su frente, mientras que sus pies caminan sin cesar sobre la Tie-
rra”

(Iliada, canto IV)

Neptali Romero

Departamento de Matematicas.

Decanato de Ciencias y Tecnologia

Universidad Centroccidental Lisandro Alvarado

e-mail: nromero@ucla.edu.ve

17La Medalla Fields es el méximo galardon que reciben los matemdticos. Dado que no
existe un Premio Nobel de Matemadtica, se piensa en ella como su equivalente, aunque sus
merecedores no deben alcanzar mas de cuarenta anos de edad. Esta medalla es entregada
cada 4 anos cuando se celebra el Congreso Internacional de Matematicos, evento organizado
por la IMU
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La ensenanza-aprendizaje de las Matematicas:
una vision personal.*

Rafael Sanchez Lamoneda

Resumen. Cada persona dedicada a las matemaéticas tiene su
opinién sobre como y por qué se debe ensenar. La palabra matema-
tica, proviene del vocablo griego parvfavewv, que significa aprender.
Lo que hay que aprender. Eso puede explicar en un principio por
qué en todas las épocas, los estudiantes han tenido que enfrentarse
con las matematicas y aprender de ellas lo mejor posible. Sin pre-
tender ser exhaustivo sobre un tema tan discutido y amplio, en esta
conferencia hablaré sobre matemaéticas, su contenido, método y sig-
nificado, para tratar de explicar mi punto de vista sobre su ensefianza
y su aprendizaje.

Abstract. Every person engaged in Mathematics has an opinion
about how and what should be taught. The word mathematics
comes from the Greek word pavfavewv, which means learn. What
you need to learn. That may explain at first that in all ages, stu-
dents have had to deal with mathematics and learn the best from
it. Without being exhaustive on an issue as discussed and broad
as this, in this paper I will talk about math, content, method and
meaning, to try to explain my view of its teaching and learning.

1 Introducciéon

Sobre la ensenanza de las matematicas se ha dicho y escrito mucho, y afortu-
nadamente aun queda mucho por decir. La didactica de las matematicas es
un campo vivo y se puede decir que, como en las matemdticas, hay muchos
problemas abiertos. Ante todo aclaro al auditorio que yo no soy un experto
en el tema, me dirijo a ustedes con solo el respaldo de mi experiencia como
matematico y como profesor de matematicas, especialmente en la universidad
y en las Olimpiadas Matematicas.

*Conferencia pronunciada por el autor en La Asuncién, Paraguay, 21 y 22 de septiembre,
de 2010.
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Quiero comenzar con dos preguntas:

e ;Cémo hacer para educar matematicamente bien al ciudadano de hoy y
del manana cercano?

e ;Qué significa educar matematicamente bien?

No tengo la pretension de dar respuesta total y definitiva a estas dos pre-
guntas y tampoco lo pretendo hacer desde la éptica particular de un profesor
de escuela secundaria, pues no lo soy. Quiero si, llamar la atencién sobre estos
dos aspectos, pues creo que son importantes como reflexién que debe hacer un
matematico, y por matematico, me refiero en un sentido amplio, no solo a quién
hace investigacién en matematicas.

En lineas generales pienso que un matematico tiene tres tareas por delante,
puede que haga las tres, o solo una de ellas:

e Conocer y aplicar las matematicas.
o Investigar.

e Ensenar.

Creo que estas tres tareas las menciono influenciado por tres preguntas que
a uno, como matematico, le hacen con frecuencia:

e ;Para qué sirven las matematicas?
e ;Por qué se ensena matematicas?

e ;Qué quiere decir investigar en matematicas? ;Acaso hay unas matematicas
nuevas?

2 Conocer y Aplicar las Matematicas

Desde la antigiiedad aparecen las matematicas en los pensa de estudios. La
palabra, matematica, proviene del vocablo griego pavfaveiv, que significa
aprender. Lo que hay que aprender. En las obras de Platéon tenemos refe-
rencias claras de esto, al dar espacio a las matematicas y a la geometria dentro
de lo que un ciudadano debia aprender.

Ahora bien, jqué significa conocer las matematicas? ;Debo conocerlas para
aplicarlas bien o me basta con saber una serie de férmulas y recetas que pueda
aplicar cuando me haga falta?

Por muchos siglos las matematicas han sido vistas como una ciencia exacta,
quizas la influencia de los griegos fue muy importante para este punto de vista.
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Las matematicas son una ciencia exacta, 2 + 2 = 4. Sus aplicaciones, original-
mente estaban en el mundo de la fisica y de la ingenieria. Sobre todo luego de
la creacién del calculo infinitesimal por Newton y Leibniz, lo cual permitié estu-
diar el movimiento, la trasmisién del calor, de electricidad, de luz. Es en el siglo
XX cuando se toma conciencia de la importancia de las aproximaciones. Con la
aparicién de las probabilidades y la estadistica, las matematicas se convierten
también en una ciencia no exacta y pasan a dotar de una poderosa herramienta
a las ciencias del hombre: economia, sociologia, biologia, medicina, predicciéon
del clima, distribucién del trafico, fluidez de las colas, trasmision segura de
datos, y muchas cosas sobre las cuales volveré més adelante.

Ahora bien, para lograr estas aplicaciones, se ha requerido un conocimiento
profundo de las matematicas necesarias, no basto con una serie de recetas o listas
de férmulas que el usuario debe memorizar para aplicar cuando las necesite.

Conocer las matematicas, y con eso me refiero a una pequena parte, pues es
imposible saber todo, significa tener una compresion de ella, de sus contenidos,
métodos y significado. Las ideas matemadticas, aunque muchas veces, quizéas
la mayoria de ellas, aparecen luego de profundas reflexiones sobre fenémenos
matematicos mismos y sin una motivacion préctica inicial, gozan de una gene-
ralidad y abstraccién, que es lo que permite que luego puedan ser aplicadas en
actividades muy distintas del quehacer humano. Volviendo al calculo infinitesi-
mal, el poder abstraer la nocién de derivada como una razén de cambio, es lo
que le da la fortaleza a este concepto, para poder aplicarlo en economia, fisica,
o biologia, por solo mencionar tres areas importantes de aplicacion.

El poder de la abstraccién y de la generalizacién, hace a las ideas matematicas,
herramientas poderosas para resolver problemas cuya apariencia inicial, puede
ser muy distinta.

3 Investigar

He perdido la cuenta de la cantidad de veces que amigos, conocidos, incluso
colegas universitarios no cientificos, se asombran cuando saben que hago in-
vestigacién en matematicas, muchos en tono de broma preguntan, jes que dos
més dos no es cuatro? Para la mayoria de las personas, las matemadticas son
algo ya establecido, por ello no cabe la idea de lo nuevo. Por eso quizas, causé
tanto revuelo, incluso en el mundo no académico, la demostracién del Teorema
de Fermat por Andrew Wiles a finales del siglo pasado, méas aun, cuando se le
decia a la gente que ese habia sido un problema sin solucién por méas de 300
anos.

Lo cierto es que las matematicas estdn viviendo una época dorada. Los
avances en los dltimos 20 anos han sido extraordinarios. En esto ha tenido una
participacion especial la ayuda maravillosa dada por las computadoras. El final
del siglo XX y el comienzo del XXI han sido testigos de la solucién de varios
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de los mayores rompecabezas de las matematicas, el ya mencionado Teorema
de Fermat, demostrado finalmente por Andrew Wiles y Richard Taylor, y la
conjetura de Poincaré, resuelta por Perelman recientemente.

Por mencionar alguna areas de grandes avances podria indicar las siguientes,
sin ser exhaustivo:

e Geometria algebraica y teoria de numeros. Los resultaods de Wiles y
Taylor sobre el Teorema de Fermat.

e Supersimetria. Nuevas técnicas de exploraciéon en esta area que parecen
ser caracteristicas de toda la materia, ayudando al estudio del compor-
tamiento de interaccién entre particulas subatémicas, estudios que pueden
arrojar luz sobre la comprension de los comienzos del universo.

e Caos. Estudio de fenémenos no lineales e impredecibles como el clima.
Tratando de describir sistemas cadticos o erraticos con ecuaciones mate-
maticas. El funcionamiento del corazén. Estudios de ecosistemas como
los bosques hiimedos y selvas tropicales. Simplificacién de problemas de
trafico, colas en supermercados, o en bancos.

e Complejidad. Esto tiene que ver con el estudio de la posibilidad de eje-
cutar algoritmos. Ayudando a los cientificos a juzgar la dificultad de los
problemas en tiempo de maquina. Cabe destacar que uno podria decir que
gracias a preguntas formuladas por David Hilbert a comienzos del siglo
XX, se dio origen a la biisqueda de respuestas que llevaron al desarrollo
de las computadoras.

e Teorfa de ondiculas. Cuyo objetivo es simplificar sistemas complejos
dando informacién sobre ellos por medio de ondas, como es el caso por
ejemplo, del almacenamiento de huellas digitales.

Todos estos ejemplos muestran la relacién de las matematicas y sus des-
cubrimientos con problemas ligados al desarrollo y la mejora de la calidad de
vida y que gracias a la existencia de una gran cantidad de matematicos dedica-
dos a la investigacién, y a la comprensién profunda de los resultados obtenidos,
se ha podido llegar a aplicaciones de gran importancia.

La naturaleza de las matematicas, el analisis objetivo de su utilidad a través
del tiempo, nos muestran que hay que apoyar y promocionar la investigacién en
matematicas, sin diferenciar si son puras o aplicadas, para recibir los beneficios
de este gran caudal de conocimientos en pro de una mejor calidad de vida y
capacidad para afrontar problemas de diversa indole.

4 Ensenanza

Los avances mencionados en la seccién precedente muestran que las matematicas
han crecido a una velocidad mucho mayor que en cualquier otra época y esto
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a mi manera de ver, estd creando serios problemas en la ensenanza de las
matematicas, pues las subespecialidades mencionadas y muchas otras de igual
importancia por su aplicabilidad actual, estin muy lejos, no solo de las mate-
maticas que se ensenan en nuestra educacién secundaria, sino también de las
carreras en las universidades.

Esto no es un problema nuevo, aunque si su magnitud. los avances en
matematicas, los nuevos descubrimientos, la mayoria de las veces aparecen con
demostraciones confusas, muy técnicas, cuya comprensién estd al alcance de
pequenos grupos de especialistas. Por eso una labor de gran valor es el estudio
de estos resultados, por parte de los matematicos y la busqueda de su mejor com-
prensién y su posible simplificacién, de manera que estas nuevas ideas puedan
ser accesibles a una mayor cantidad de personas, garantizando su perdurabilidad
y aplicabilidad.

Es responsabilidad de todos los que ensenamos matematicas, pensar sobre
c6mo hacer para que los ciudadanos que estamos formando, puedan tener acceso
a resultados matematicos, pero no solo como algoritmos o conceptos que hay
que aprender y memorizar, no, la tarea es mas compleja, se trata de hacer
comprender las ideas, de lograr que quien aprende matematicas comprenda la
razon de ser de los conceptos, la importancia que tienen dentro de la teoria en la
cual se encuentran. Solo con una comprensién asi se logra entender y disfrutar
la verdadera esencia de las matematicas.

No quiero que me interpreten mal, que piensen que pido que a los profesores
de secundaria se les de una formacion matemética profunda, abstracta, no, lo
que me motiva a expresar lo dicho es mi conviccién de que una compresién
cabal de las matematicas, producird mejores ciudadanos. La ensenanza de las
matematicas tiene un gran valor social, este es el aprender ante los problemas,
a buscar soluciones no triviales,y eficientes. Ensenar a los ciudadanos a mirar
a los laboratorios y grupos de investigacion, como lugares donde surgen ideas
que nos permitirdn como sociedad la resolucién de problemas practicos.

Para aclarar mejor lo que quiero decir con una solucién trivial, supongamos
que tenemos una balanza de dos platos, sin pesas y nueve monedas, una de ellas
defectuosa y la manera de reconocerlo es porque tiene un peso diferente a las
otras ocho. La solucién trivial es comparar sus pesos uno a uno y concluir. Sin
embargo un matematico se preguntara mas, ; Cudl serd la menor cantidad de
pesadas que debo hacer para hallar la soluciéon? ; La moneda defectuosa sera
mas o menos pesada que las ocho restantes? Un razonamiento matematico,
sencillo, pero no trivial nos lleva a ver que con tres pesadas y no menos, podemos
resolver el problema.

Otro ejemplo lo tenemos cuando estamos en la cola de un banco esperando
para ser atendidos y de inmediato alguien dice que seria necesario abrir més
taquillas, para atender méas rapido al publico. Esa es la solucién trivial, mas
costosa y a la larga muy ineficiente. La teoria de colas muestra por medio de
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modelos matematicos, que es mucho mejor diversificar el trabajo que se hace
en cada taquilla, distribuir mejor los horarios de atencion, por citar dos vias de
busqueda no trivial de la solucién del problema.

Estamos entonces ante un gran reto, un reto a nuestro ingenio pedagdgico,
a nuestra habilidad didactica.

Se requiere de un gran esfuerzo de matemadticos y maestros, que puedan
abordar con éxito estos problemas, que nos permitan motivar a nuestros estu-
diantes hacia un mejor aprendizaje de las matemdticas y a que los méas talentosos
quieran dedicarse al estudio de las matemaéticas, con miras a colaborar en el
desarrollo de esta ciencia.

Actividades como las olimpiadas matematicas, pueden ser de gran ayuda, nos
permiten popularizar las matematicas, llevarlas al gran publico de una manera
no convencional, que puede ser divertida, que puede permitir a un joven, a muy
temprana edad, descubrir sus habilidades para el estudio de esta ciencia, que
da a los profesores y maestros una gran cantidad de problemas novedosos, e
interesantes y a los planificadores un caudal de informacién muy 1util a la hora
de disenar politicas y planes de trabajo, para mejorar la calidad de la ensenanza.

Tenemos un gran reto por delante, las palabras de Galileo siguen teniendo
una gran fuerza:

El libro de la naturaleza estd escrito en el lenguaje de las matemdticas, sin
el cual no es posible entender una palabra y se andard siempre como en un
obscuro laberinto.

Escuela de Mateméticas.
Facultad de Ciencias. UCV.
Caracas. Venezuela.

e-mail: rafael.sanchezQciens.ucv.ve
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INFORMACION NACIONAL

Caracas, 10 de Febrero de 2011.

Dr. Guillermo Barreto

Director General de Investigacién en Ciencia y
Tecnologia del Ministerio del Poder Popular Para
Ciencia, Tecnologia e Industrias Intermedias.

Estimado Dr. Barreto.

La Asociacién Matemaética Venezolana frente a la convocatoria de Proyectos Es-
tratégicos en el marco de la LOCTI y la convocatoria del Programa de Estimulo
a la Investigacion, nos dirigimos a ustedes a fin plantearles lo siguiente:

En las recientes convocatorias de Proyectos Estratégicos en el marco de la
Ley Organica de Ciencia, Tecnologia e Innovacién (LOCTI) y del Programa
de Estimulo a la Investigacién (PEI) se restringe la consideracién de activida-
des de investigacion e innovacion a aquellas que estan en areas senaladas como
estratégicas. Pareciera que unicamente las actividades enmarcadas en dichas
areas reciben financiamiento.

Al no estar las Matematicas incluidas bajo ninguna modalidad entre las areas
indicadas por el Ministerio del Poder Popular para Ciencia, Tecnologia e In-
dustrias Intermedias, nos preocupa que no haya mecanismos de financiamiento
para proyectos en nuestra area.

Tenemos el temor que no sean fomentadas por el Ministerio actividades tan
importantes para la formacién de recursos humanos como la Escuela Venezola-
na de Matematicas, que lleva en su larga historia veintitrés ediciones anuales, y
los distintos proyectos de investigacién, desarrollo y divulgaciéon que realizan los
miembros de nuestra comunidad matematica y los estudiantes que atendemos en
programas de licenciatura y postgrado. En relacion con los estudiantes, nuestra
mayor inquietud es que puedan dejar de recibir apoyo financiero para la realiza-
cién de estudios de postgrado y pasantias en centros de investigacién. Asi mismo
nos preocupa que los matemdticos activos en investigacion sean excluidos del
PEIL

Adema&s deseamos senalar que, en el caso de investigadores e innovadores en
nuestra disciplina, algunos de los criterios establecidos en el PEI no se ajustan
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a las peculiaridades de nuestra actividad. Especificamente:

(1) Los autores en articulos de investigacién y reportes técnicos en Mateméti-
cas aparecen tradicional y universalmente en estricto orden alfabético por
lo que no se aplica la valoracién proporcional de la contribucién de cada
autor(a) en el desarrollo de los productos de investigacion.

(2) No es habitual, por las caracteristicas intrinsecas de nuestro campo, que
los matematicos realicen investigacién interdisciplinaria.

La historia demuestra a través de multiples ejemplos que la innovacién es un
proceso que, aunque complejo y a veces azaroso, sélo es posible en un marco
de estimulo al quehacer cientifico que favorezca el desarrollo y consolidacién de
conocimientos que van desde lo abstracto hasta las aplicaciones concretas. En
nuestra opinién, para enfrentar el reto de la innovacion, la ciencia basica, en
general, y la mateméatica como parte de ella, deben contar con apoyo continuo.
En tal sentido, las politicas publicas de fomento de las actividades cientificas en
areas estratégicas deberian estar acompanadas por estimulos a la actividad en
ciencias bésicas.

Por estas consideraciones, solicitamos informacién sobre la pertinencia de la
actividad matemaética en el pais, asi como el apoyo que nuestra comunidad
podré esperar del Ministerio del Poder Popular para Ciencia, Tecnologia e In-
dustrias Intermedias.

Atentamente,

Dr. Rafael Sdnchez Lamoneda
Presidente AMV.
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La esquina olimpica

Rafael Sanchez Lamoneda

El primer semestre del ano 2011 esta por terminar. Resenamos aqui las ac-
tividades de este periodo. Comenzamos por un breve informe sobre la Olimpiada
Juvenil de Matematicas, OJM. La misma acaba de finalizar con sus tres etapas
desarrolladas satisfactoriamente. La primera prueba, el Canguro Matemético
se realizo el jueves 17 de Marzo. En esta etapa participaron 58.894 alumnos de
bachillerato, representando a 21 estados del pais. Si incluimos la cifra de alum-
nos de primaria que también participaron en el Canguro, llegamos a 149.196 es-
tudiantes. Este ano el Canguro Matemaético fue organizado en al menos 49 paises
de cuatro continentes y aunque a la fecha de escribir esta resena no tenemos
las cifras oficiales, se debe haber superado los seis millones de participantes. La
segunda fase de la OJM fue la Prueba Regional, se organiz6 en los 21 estados
el dia 7 de Mayo y participaron 4835 estudiantes. Ellos recibieron medallas de
oro, plata y bronce y los ganadores de medalla de oro pasaron a la fase final, la
Prueba Final Nacional, que se realizé el 11 de Junio en la Universidad Simén
Bolivar. En esta fase contamos con un jurado examinador de lujo y quiero
aprovechar la oportunidad para agradecerles a todos ellos, Maria Moran, Carin
Ludena, Mairene Colina, Cristina Balderrama, Aurora olivieri, Mary Acosta,
Carmen Pérez, Toméas Guardia, Juan Guevara, José Mijares, Miguel Méndez,
Luis Rodriguez, Victor Caruci, Alfredo Rios, José Infante, Antonio Di Teodoro,
Javier Villamizar, Lisandro Alvarado, Dario Duran y el coordinador José Nieto.
El cierre de la actividad fue en el auditorium de la Fundacién Empresas Polar,
donde los jévenes ganadores recibieron sus medallas de oro, plata o bronce y
menciones honorificas, asi como dos premiso especiales ya tradicionales, el pre-
mio a la mejor prueba, otorgado por la Fundacién Empresas Polar, que lo gand
el joven de segundo ano de bachillerato Luis Ruiz del colegio La Colina de Bar-
quisimeto y el premio de la UNEXPO a la respuesta mas creativa, ganado por
la estudiante de tercer ano de bachillerato Rubmary Rojas, del colegio Divina
Pastora, también de Barquisimeto. Todos los problemas de la OJM 2011 se
pueden consultar en nuestra web, www.acm.org.ve.

La escena internacional apenas comienza. El pasado 21 de Mayo se organizé
en 6 ciudades del pais, Porlamar, Maracaibo, Valencia, Barquisimeto, Puerto
Ordaz y Caracas, la Olimpiada de Mayo, con la participaciéon de mas de 200
alumnos menores de 16 anos, los resultados los tendremos a finales de Julio,
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cuando desde Argentina, pais que organiza la competencia nos envien la in-
formacién. La XIIT Olimpiada Matemé&tica de Centroamérica y El Caribe se
celebra este ano del 16 al 26 de Junio en Colima, México y mientras escribo
esto, nuestro equipo estd presentando la segunda prueba de la competencia. La
primera fue el dia de ayer, pero atin no hay informacién al respecto. El equipo
estd conformado por los alumnos, Rubmary Rojas, mencionada antes, Evelin
Hernao, del colegio Altamira de Maracaibo y Sergio Villarroel, del colegio San
Lazaro de Cumana. Los profesores son José H Nieto e LUZ, jefe de la delegaciéon
y Carmela Acevedo, estudiante de la licenciatura de matemaéticas de la UCV.

La Olimpiada Internacional de Matematicas serd en Amsterdam del 12 al
24 de Julio y llevaremos un equipo de dos estudiantes, Diego Pena del colegio
Los Hipocampitos, estado Miranda y Carlos Lamas del colegio Independencia
de Barquisimeto. La tutora es la profesora Laura Vielma, de la Academia
Washington y alumna del doctorado en la USB y el jefe de la delegacién quién
escribe esta resena, Rafael Sanchez de la UCV.

De nuevo queremos senalar el apoyo recibido por nuestros patrocinadores, la
Fundacién Empresas Polar, el Banco Central de Venezuela, la Fundaciéon Ami-
gos de Ciencia, Facultad de Ciencias de la UCV, Acumuladores Duncan, Dis-
tribuidora Titan, Transporte Ayacucho, MRW, la Fundacién Cultural del Cole-
gio Emil Friedman, y la Academia Venezolana de Ciencias Fisicas, Mateméticas
y Naturales. También queremos agradecer a las Universidades e Instituciones
que nos apoyan para la organizacién de todas nuestras actividades, UCV, USB,
UNIMAR, LUZ, URU, UPEL, UCOLA, UNEXPO, UDO. Muchas gracias a
todos.

Finalizamos con la prueba presentada por los alumnos de quinto ano de
bachillerato en la Final Nacional de la OJM 2011.

OLIMPIADA JUVENIL DE MATEMATICA
Prueba Nacional — Caracas, 11 de junio de 2011

Quinto Ano

Problema 1
Halle todos los primos p > 2 tales que 11p — 8 es un cubo perfecto.
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Problema 2

En la figura de la derecha ABCDE es un
pentdgono regular y ABFGHIJKLM es un
decagono regular.

(a) Pruebe que D es el centro del decdgono,
(b) Calcule la medida del angulo ZDIG.

Problema 3.

Cada entero positivo (1,2,3...) se pinta de amarillo, azul o rojo, de modo
que haya al menos un nimero de cada color. jEs posible hacer esto de manera
que, para cada par de nimeros de diferente color, su suma sea del color diferente
al de ambos sumandos?

Problema 4.

Cada uno de los miembros de la familia de Luis tomé café con leche en el
desayuno. Todos tomaron igual cantidad, aunque la proporcion de café y leche
variaba en cada taza. Si Luis tomé un cuarto del total de la leche y un sexto
del total del café,

(a) {Cudntos miembros hay en la familia de Luis?
(b) (En promedio, cudl era el porcentaje de leche en el café con leche?

Es muy importante que justifique completamente
cada respuesta dada a los problemas de esta prueba.
Valor de cada problema: 7 puntos

Duracién de la prueba: 3 horas y media

Rafael Sdnchez Lamoneda
Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. UCV

e-mail: rafael.sanchez@ciens.ucv.ve
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XXIV EVM-EMALCA 2011

FACULTAD DE CIENCIAS DE LA UNIVERSIDAD DE LOS
ANDES

Mérida, 4 al 10 de septiembre de 2011
Cursos

I La tricotomia de Zilber: una breve introduccién geométrica.
Andrés Villaveces
(Universidad Nacional, Colombia)

II Introduccion al Método de Elementos finitos: un enfoque matematico.
Giovanni Calderén
(Universidad de Los Andes, Venezuela)

IIT Introduccién a la Teoria Espectral de Digrafos.
Juan Rada y Alfredo Rios
(Universidad Simén Bolivar, Venezuela)

IV La Entropia Topolégica como medida de desorden en Sistemas Dindmicos.
Rafael Labarca
(Universidad de Santiago de Chile, Chile)

Organizacion
CoMITE ORGANIZADOR

e Neptali Romero , Universidad Centro Occidental Lisandro Alvarado
nromero@uicm.ucla.edu.ve

e Oswaldo Araujo, Departamento de Matematicas, Facultad de Ciencias,
Universidad de Los Andes

araujoQula.ve

e Carlos A. Di Prisco, Departamento de Mateméticas, Instituto Venezolano
de Investigaciones Cientificas
cdiprisc@ivic.gob.ve

e Mariela Castillo, Universidad Central de Venezuela
mariela. castillo@ciens.ucv.ve
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CoMITE CIENTFICO

Stefania Marcantongini, IVIC, Departamento de Matematicas, Instituto
Venezolano de Investigaciones Cientificas
smarcant@ivic.gob.ve

Mariela Castillo, Universidad Central de Venezuela
mariela. castillo@ciens.ucv.ve

Neptali Romero, Universidad Centro Occidental Lisandro Alvarado
nromero@uicm.ucla.edu.ve

Carlos Uzcétegui, Universidad de Los Andes
uzcaQula.ve

Vladimir Strauss, Universidad Simén Bolivar
str@usb.ve

Ennis Rosas, Departamento de Matematicas, Universidad de Oriente
erosas@sucre.udo.edu.ve

CoMITE ORGANIZADOR LOCAL

Oswaldo Araujo (Coordinador), Departamento de Mateméticas, Facultad
de Ciencias, Universidad de Los Andes
araujoQula.ve

Blasdimir Ruiz
bladismir@ula.ve

Luis Gonzélez, Universidad de Los Andes.
lgonza@ula.ve
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