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ARTICULOS

Expansion de las soluciones para ecuaciones
integrales cuadréticas.

Eribel Marquina, Javier Quintero, Nelson Viloria.

Resumen. En este articulo encontramos la expansién de la solucién
de

o(t) + / 4K (¢ 5)g(s)Ba(s) = u(t), € [ab,

basada en la teoria de representaciéon de operadores multilineales
aplicada a operadores bilineales.

Abstract. In this article we find the expansion of the solution of

x(t) +/ dsK(t,s)g(s)Bx(s) = u(t), t € la,b],

based on the theory of representation of multilinear operators ap-
plied to bilinear operators.

Introduccién

Sean X,Y espacios de Banach y consideremos la ecuacion integral no lineal de
Volterra-Stieltjes del tipo

x(t) —l—/ dsK(t,s)f(s,z(s)) = u(t), t € [a,b], (K),

donde z es una funcién reglada incégnita, u es una funcién reglada conocida,
K es una funcién simplemente reglada como funcién de ¢ y uniformemente de
semivariacion de Fréchet como funcion de s, anuldndose en la diagonal; y la no
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linealidad de (K) estd dada por f : [a,b] x X — X, con f(t,z) = g¢(t)Buz,
donde g es una funcién reglada y Bx = Loz un operador polinomial de grado
dos sobre X.

Daremos la expansién de la solucién de (K), basdndonos en la Teoria de
representacién de operadores multilineales, aplicada a operadores bilineales.

1 Funciones regladas

Consideremos X,Y, W'y Z espacios de Banach, y [a,b] C R un intervalo cerrado.
Una funcién z : [a,b] — X es una funcién reglada si sélo tiene discon-
tinuidades de primera especie, es decir, si

i) para todo t € [a,b) existe x(tT) = 1}:?3 z(t+h)y
ii) para todo ¢ € (a,b] existe z(t™) = 1}518 z(t — h).
Al espacio de las funciones regladas de [a, b] en X lo denotamos por G([a, b]; X),

tal espacio es un espacio de Banach con la norma del supremo.

Teorema 1.1. (Honig[3], Theorem 1.3.1) Una funcién z : [a,b] — X es
reglada si, y sélo si, existe una sucesion de funciones escalonadas

(@n)p>1 ¢ la, 0] — X, tal que li_>m on(t) =z(t) YVt € [a,b].

Una funcién z : [a,b] — X es reglada por la izquierda si z(a) =0y
x(t) = x(t~) para todo t € (a,b]. A este subespacio cerrado de G([a,b]; X) lo
denotamos por G~ ([a, b]; X).

Una funcién z : [a,b] — L(W, X) es simplemente reglada si, para todo
w € W, la funcion

zw:[a,b] — X

t —  z(t)w, es reglada
y escribimos x € G?([a, b]; L(W, X)), que es un espacio de Banach con la norma
dada por

[zl = sup [[z(t)lLw,x) Ve G([a,b]; LW, X)).

tela,b

Ademis,

G([a,b]; LW, X)) € G?([a, b]; L(W, X)). (Arbex [1] )
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2 Funciones de variacion y semivariacion acotada

Una particién de un rectdngulo [a1,b1] X [az, b] es el conjunto P = P; x Py con
P, € Pla,,b,], donde a, =tg < ... <ty = by.

P ([a1,b1] X [ag, b2]) denota el conjunto de todas las particiones del rectangulo.
Ademds, n(P) = n(P1) x n(P2), |P| = |P1| x [Pa].

Sean z : [a1,b1] X [az,b2] — Z y P € P([a1,b1] X [az,bs]). Consideremos
i(1),4(2) € N, con 1 < i(r) < n(P,). Definimos

o Ajyz: [ag, bo] — Z por

Ajyz(s) = 2(tiy, 8) — 2(ti)-1, 5) Vs € [ag, bo)

o Ajoyz: [a1,b1] — Z por

AL(Q)Z(S) = Z(S,ti@)) — Z(Sati(Q)—l) Vs e [al, bl]
En particular, para [a,b] C R,z : [a,b] — Z estd dada por

Luego, Aj(1)A;(2)z denota el calculo A,y (Ai(g)z) ().

Dados (X1, || - |l1), (X2, |- ll2) ¥ (Y, ) espacios de Banach. Consideremos,
en X7 x X, la topologia producto inducida por las normas sobre X7, Xo, es
decir,

[l x: % x, = sup{llz1l1; [[z2(l2}-

Una aplicacién g : X1 X Xo —> Y es bilineal si es lineal en cada variable por
separado. Diremos que ¢ € L (X7 x X5,Y) si g es bilineal y continua (es decir,
M > 0 tal que [g(zr 22)]| < Ml | 22).

Sea a: [a,b] — L(X,Y). Se define la semivariacién de « en [a,b] por

SVie] = sup SV]a;P]
PEPa,b]
n(P)
= sup sup Z [a(t;) — alti—1)]z;
PePlab] 4 X i=1

sl < 1
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Si SV[a] < oo, entonces « es una funcién de semivariacién acotada y se
escribe « € SV ([a,b]; L(X,Y)).

Sea K : [a1,b1] X [ag,b2] — Z. Se define variacién de Vitali de K en
[al,bﬂ X [ag,bg] por

VK] = sup VIK;P],
PEP([a1,b1] X [az,b2])
donde
n(P)
VIE;Pl = ) [AigAipK]|
i(1),4(2)

Si V[K] < oo, entonces K es una funcién de variacién acotada de Vitali en
[a1,b1] X [az,b2] v se escribe K € BV ([a1,b1] X [a2,bs]; Z) .

Sea K : [a1,b1] X [ag,be] — L(X,Y), se define la semivariacién de Vitali
de K en [a1,b1] X [ag, ba] como

SVIK] = sup SVIK;P],
'PEP([al,bl]X[ag,bg])
donde
n(P)
SVIK;P]=  sup Z AjyAi) Kz || Tiyie) € X

Hzi(l)zﬂ(2)”S1 i(l),i(2)

Si SV[K] < o0, entonces K se dice de semivariacién acotada de Vitali y se
escribe

K e SV([al,bl} X [ag,bg];L(X, Y))

Teorema 2.1. (Viloria[8]; Teorema 2.1.1)
BV ([a1, b1] % [ag,bs], L(X,Y)) C SV ([a1,b1] X [ag, ba], L(X,Y)) y si
K € BV ([a1,b1] X [a2,ba], L(X,Y)), entonces SV[K] < V[K].

Sea K : [a1,b1] X [ag,b2] — L(X1,X2;Y). Se define la variacién de
Fréchet de K en [aq,b;1] X [az, bs] por
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SF[K] = sup SF[K;P]
PeP([a1,b1] X [az,bs]
donde
n(P)
VIK;P]= sup Y Al K (zi) mie)||  Tir) € Xx

H@'i(r)HSl i(1),i(2)

Si SF[K] < o0, entonces K se dice de semivariacién acotada de Fréchet y
se escribe K € SF ([a1,b1] X [az,b2]; L(X1, X2;Y)).

Teorema 2.2. (Viloria [8]; Teorema 2.1.2)
BV([al,bl] X [ag,bg],L(Xl,Xg;Y)) C SF([al,b1] X [CLQ,I)Q];L(Xl,XQ;Y))
Ademds, si K € BV (a1, b1] X [aa,bs], L (X1, X2;Y)), entonces

SFIK] < VIK].

3 Integral interior de Dushnik

La integral interior de Dushnik fue concebida por Pollard, en 1920, y redes-
cubierta por Dushnik, en 1931. Posteriormente fue utilizada por Kaltenborn,
en 1934, para representar los elementos del espacio L((Gla,b],R),R), resul-
tado generalizado por Honig, en 1975, al espacio L(G([a,b],X);Z) y exten-
dido por Viloria [7], en 1997, para representar los elementos de los espacios

(HG a,b), ) y L (HG [ar, by]; T),G‘([a,b];Y)) , y también

m

para los operadores causales en L H G ([ar,b,); X),G ([a,b;Y) | . En este
r=1
trabajo es empleada para representar, de manera particular, los elementos de

L(G ([a1,b1]; X) x G~ ([az,ba]; X); G~ ([a,b];Y)) .

Sean e, (ep)pcp en un espacio topolégico E, escribiremos 71)116% ep = e si, para

todo entorno V' de e, existe Py € P tal que

P>Py sepelV.

Definicién 3.1. (Integral doble de Dushnik)
Sean K : [al,bl] X [az,bg] — L(Xl,XQ;Y),xl : [ahbl] — X1 y xg :
[az, ba] — Xo. Si existe Iljir%a},, donde P = P([ay,b1] X [az,b2]) ¥
€



94 ERIBEL MARQUINA, JAVIER QUINTERO, NELSON VILORIA.

n(P1) n(Pz)

o, = Z Z AjyAi2) K (21(&i1)), 72(&ig2)) con &y € (Ligry—1,tir)), en-
i(1)  i(2)

tonces es llamado integral interior de Dushnik de la funcion x = (z1,22)

con respecto al niicleo K y se denota por

bl b2
/ day o K (51, 52) (1 (51), 72(52)).

Un resultado, que nos ofrece una condicién suficiente para la existencia de
la integral, es el siguiente

Teorema 3.1. (Viloria [8]; Lema 2.2.1)
Sean K € SF ([a1,b1] X [az,b2]; L (X1,X2;Y)) v x € G ([ar, b]; Xyp), 7 =

1,2.
Entonces

(i) Existe Ak : G~ ([a1, b1]; X1) x G~ ([az, ba]; X2) — Y, definida por

b1 bg
A (s as) = / dayo K (513 52) (@1 (51), w2(52)),

(ii) Ak es bilineal,
(iii) [[A || < SFIK]||21||||z2]],

(iv) Si z, € Qo([ar, br]; X,) para algin r = 1,2, entonces Az = 0.

4 Teoremas de representacién integral para operadores
bilineales

Definicién 4.1. Sea K : [al,bl] X [ag,bg] — L([al,bl] X [ag,bg};Z) tal
que

K(al,SQ) = K(Sl,ag) =0 VSl S [alabl] YVSQ S [ag,bg].
Entonces diremos que K € SF,2 ([a1,b1] X [az,ba], L (X1 x X2; X)).
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Teorema 4.1. (Viloria [8]; Teorema 2.3.1)
La aplicacion K — A, definida por

bg bl
Ag(z1,20) = / d52/ ds, K (s1,82)x1(51)22(82),
a al

es una isometria entre los espacios de Banach

SFaz ([ahbl] X [a27b2],L(X1,X2;Z))

L (G_([al,bl];Xl),G_([ag,bQ];Xg); Z) .

Ademas,

K(Sh 52)(3571’ T2) = AK (X(al,sl]xla X(a2752]1'2>
con ||[Ak| = SF[K].

Definicién 4.2. Sea K : [a,b] X [a1,b1] X [ag, bs] — L (X1, X2;Y) . Defin-
imos
K*: a1, b % [az,bs] — L(X1,X2;Y) y K2 2 [a,b] — L (X1, X»;Y) por
Kt(sl,SQ) = K(tl,sl,SQ) = Ksz(t).

Ademads, consideremos las siguientes propiedades:
(G) : K es simplemente reglada como funcién de t, es decir,

K € G7 ([a,b); L (X1, X2;Y)) .

(SF*) : K es uniformemente de semivariacién de Fréchet acotada como
funcién de (s1, $2), esto es,
SFYK] = sup [K'] < .

t€(a,b]

(SF%) : K satisface (SF*) y K' € SF,2 ([a1,b1] X [az,ba], L (X1, X2;Y))
para todo t € [a, b].
Si K verifica (G7) y (SF™), escribimos

KeG? - SF* ([a,b] X [al,bﬂ X [ag,bg],L(Xl,XQ;Y)).

Analogamente definimos K € G - SFY%.
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Teorema 4.2. (Viloria [8]; Teorema 2.3.2)
La aplicacion K — Ak dada por

b by
AK(CU1,$2)(75)=/ ds, ds, K(t,s1,52)x1(51)z2(52)

1

es una isometria entre los espacios de Banach

G - SF5 ([a,b] % [a1,b1] X [ag,bo); L (X1, X2;Y))

L (G~ ([a1,b1]; X1), G~ ([ag, ba]; X2); G([a,b];Y))
con K(t7 S1, 52)(1771; TQ) = AK(X(al,sl]Tla X(CLQ,SQ]E)(t) y ||AK|| = SFU[K]
Definicién 4.3. Sea K € G° - SF" ([a,b]*; Ly (X;Y)), donde [a,b]® =

[a,0] X [a,b] % [a,b] y La(X;Y) = L(X x X;Y).
Si, para todo x € X, la funcién Ka : [a,b] — Y definida por

Ka(t) = K(t, t,t)(z,z) VtE [a,]
es reglada, se dice que K es simplemente reglada en la diagonal y escribimos
K € GASF" ([a,b]?, Lo(X;Y)) .

Si, ademds, Ka(t) =0 Vt € [a,b], se dice que K se anula en la diagonal y
escribimos

K € G- SF" ([a,b]*, L2(X;Y)) .

Definicién 4.4. P € Ly(G([a,b], X);G([a,b],Y)) es un operador causal
si para todo x € G([a,b]; X) y para todo T € [a, b],

I|[a,T] =0= P(x,f[)ha’T] =0.

Definicién 4.5. Sea K € G° - SF“([a,b]?; Lo(X,Y)). Para x = (21, %2)
con x, € G~ ([a,b]; X),r = 1,2, definimos

(kx)(t):/ d52/ ds, K(t,s1,52)x1(s1)x2(s2) Vi€ [a,b]

A continuacién mostramos que los operadores bilineales causales también
pueden ser representados.
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Teorema 4.3. (Viloria [8]; Teorema 2.3.3)
La aplicacion K +— k es una isometria entre el espacio de Banach G§ -
SF“([a,b]?, La(X;Y)) y el subespacio de los operadores causales de Ly (G~ ([a, b], X); G([a,b],Y)),
donde k|| = SF*[K] y
K(tv S1, 82)(:”717 @) =k (X(a,t]xila X(a,t]@) (t)
Ahora presentaremos el concepto de polinomial de Volterra-Stieltjes de grado
dos.

Definicién 4.6. Si hy € G - SEY([a,b]?, La(X;Y)), el operador

Py : G ([a,b]; X) — G~ ([a,b]; X),
definido por

b b b
PQI(t) = ho(t) =+ / dslhl(t, 51)1'(51) =+ / dsz / dle(t, S1, Sg)xl(Sl)l’Q(Sg)
es llamado Polinomio de Volterra-Stieltjes de grado dos.

Daremos a continuacién la definicién de Expansién de Volterra-Stieltjes de
un operador en G~ ([a, b]; X).

Definicién 4.7. Un operador T : G~ ([a,b]; X) — G~ ([a,b]; X) posee
una expansion de Volterra-Stieltjes de grado dos, en una vecindad de xg €
G~ ([a,b]; X), si existen niicleos hy, hy tales que

T(wo-+a)—T(wo) = / dy. b (f150)2 (1) + / ds, / dy. ha(t, 51, 59)2(s1)2(52)+ Ra(20: ),

donde lim 17270 A0

A—0 A2 =0

Teorema 4.4. (Hille - Phillips [2]; Theorem 26.3.5)
Sean V' C X no vacio, abierto y T : V — X un operador 2 veces diferen-
ciable Gateaux. Entonces

a) OT,, es lineal simétrica, 0*Ty, es bilineal y simétrico con 0Ty, [z] y 0*Ty, [7]
polinomios homogéneos de grado 1 y 2, respectivamente.

b) T(wo + ) — T(wo) = 0Ty [2] + %a?:r% (@] + Ra (0, ), con

o |R2(z0:20)|

A—0 A2 =0
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Corolario 4.1. Sea V. C G~ ([a,b]; X) no vacio, abierto y T : V. —»
G~ ([a,b]; X) 2 veces diferenciable Gateaux en xg, con 9°Ty,, causal. Entonces
T tiene una expansion de Volterra-Stieltjes de grado dos.

Definicién 4.8. Una aplicacion T : V — Y es analitica en V, si puede
representarse como

T(z) =) anla]",
n=1

donde a,, es un operador polinomial homogéneo de grado n y la serie converge

absolutamente en V', y uniformemente sobre conjuntos cerrados y acotados de
V.

Teorema 4.5. (Pisanelli [6])
Sea V' C X no vacio, abierto, acotado y T : V' — X un operador localmente
acotado tal que

i) T es diferenciable Gateaux,

ii) 0Ty, es invertible en una vecindad de .

Entonces existen vecindades de xg y Ty, respectivamente donde T' posee
una tnica inversa dada por:

T 1y = i Qm[ul,
m=1

donde
Qilul = 0T [
Qultl = LY Y 0T Qe @)l

Como resultado del teorema anterior, obtenemos cémo podemos definir la
inversa local de un operador polinomial de grado dos, sobre espacios de Banach
de forma explicita.

Corolario 4.2. Sea V C X no vacio, abierto, acotado y T : V — X un
operador polinomial de grado dos, con 0Tx, invertible en una vecindad de x.
Entonces, existen vecindades de xzo y de Ty, , respectivamente, donde T tiene
una tnica inversa dada por:
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T~ 'u = Q1u] + Qa[ul,

con

Qifu] = [0Tx]| " [u]

Qalu] = 10T (07T ) Q1 QU] — 10T 07T, (@1, Q)]

Definicién 4.9. Consideremos el espacio vectorial
F= {a: :[a,b] — X : = es una funcién}

v [ :a,b] x X — X una funcién cualquiera. El operador no lineal F : F — F
dado por

Fz(t) = f(t,z(t)) Vt € [a,b], Yz €F,
es llamado el operador composicion asociado a la funcion f.

Definicién 4.10. El conjunto de las funciones f : [a,b] x X — X tales
que

e f es reglada por la izquierda en la primera variable,
e f es Lipschitz en la segunda variable,

forman un espacio de Banach, denotado G~ - Lips([a,b] x X; X) con la norma

1711 = s {5l 71}

donde fy : [a,b] — X definida por fo(t) = f(¢,0) y

U}mﬁMwmmw,mmmsmmmumwﬁX}

A continuacién expondremos el resultado de Viloria [7], que indica las condi-
ciones necesarias y suficientes en f, para que F actie en el espacio G~ ([a, b]; X).

Teorema 4.6. Sea f : [a,b] x X — X Lipschitz en la segunda variable.
Entonces, el operador F de composicién asociado a f, es tal que
F: G ([a,b]; X) — G ([a,b]; X) si, y sélo si, f € G~ - Lips([a,b] x X; X).
Ademads, F' es acotado.
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5 Condiciones de existencia y unicidad de soluciones

Consideremos la ecuacién

x(t) —|—/ dsK(t,s)f(s,z(s)) = u(t), t € [a, b (K)

Teorema 5.1. (Honig)

Sean K € G§ - SV* ([a,b] x [a,b]; L(X, X)) y f € G - Lips([a,b] x X, X)
con
C(K,P)[f] <1, para algin P € P([a,b]). Entonces, para cada u € G([a,b]; X),
existe una unica x € G([a,b]; X), solucién de (K), que depende continuamente
de u, K y f; donde

O(K.P) = sup {||K<tl-+,ti>||; sup svm,t][Kt]}.

0<i<n-—1 ti<t<tit1
El siguiente resultado expresa en el caso lineal, es decir cuando f(¢,z(t)) =
z(t), que el resolvente de la solucién puede ser expresado por una Serie de
Neumann.
Teorema 5.2. (Arbex [1], Corolario 3.22 parte b))
Sea K € G§ - SV* ([a,b] x [a,b]; L(X, X)) y C(K,P) < 1, para algin P €

P([a, b]). Entonces, para cada u € G([a, b]; X), existe una tnica z € G([a, b]; X),
solucién de (K), la cual esta dada por

z(t) = u(t) —/ dsR(t, s)u(s),

donde el operador resolvente se escribe

R(s,t) =1(t,s) + Z(—l)”_lKn(t, ),
con

Ki(t,s) = K(t,5s)

t
Knir(t,s) = / 4K (1, 0V Kn(ors) ¥n > 1

ntucleos iterados.
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6 Forma Explicita de la Solucién para ecuaciones
cuadraticas

Consideremos la ecuacién integral no lineal de Volterra-Stieltjes

x(t) —|—/ dsK(t,s)f(s,x(s)) = u(t), t € [a,b] (K)

donde = € G([a, b]; X) es incdgnita, u € G([a, b]; X) es conocida y
K € G- SF"([a,b] x [a,b] x [a,b]; L2(X, X)) .

Ahora supongamos V' C X no vacio, abierto, acotado y f : [a,b] X V — X
definida por

f(t,x) = g(t)Bz,

donde g € G~ ([a, b]; C) y B un operador polinomial homogéneo de grado 2 sobre
X, definido por Bx = La(x,x), con Lo bilineal simétrico.
Veamos que

f €G- Lips([a,b] x V, X).
En efecto,
e f es reglada por la izquierda en la primera variable,
e f es Lipschitz en la segunda variable.

e Seat € (a,b]

lim f(t —h,2) = limg(t—h)Bz

= g(t7)Bx  (yaque g€ G ([a,b], X)) >

= [, =)
luego,
fit7,2) = lim f(t—h,x) VezeX
h—0 ’
esto demuestra que f es reglada por la izquierda en la primera variable.
e Sean x1,x2 € V tales que [z1, 23] C V. Queremos ver que existe L € [0, 1)

tal que:

[t 21) = (8 xo)|| < Lljwy — ol V€ [a,b]
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Asi,

[t 21) = f(tao)l < sup  [|0nf(to)lll2r — 22l Vi€ [a,b],

xo€[x1,w2]

y como [a, b] es compacto y g € G~ ([a,b]; C), sabemos que g es acotada.

Ademas, V es acotado, por lo tanto existe M > 0 tal que

sup 0. f(t,zo)l| <M Vi€ a,bl

zoElx1,72)

De donde, se sigue que

£t 21) = f(t, @) < Mllay =z Vi€ [a,b].

En consecuencia, f es Lipschitz respecto a X.

]

Consideremos ahora, el operador F' : G~ ([a,b], X) — G~ ([a,b], X') de com-

posicién asociado a f,

Fa(t) = f(t,z(t))  Voe G ([a,b);X),

el cual es acotado (por el Teorema 4.4).
Y, definiendo el operador lineal k por:

t
(+F)a(t) = [ dK(t9)Fa(s),
a
la ecuacién (K') se puede expresar como

z(t) + kFz(t) = wu(t) Vt € [a,b]
(I+kF)z = u (z € G~ ([a,b]; X)),

donde I : G~ ([a,b]; X) — G~ ([a,b]; X) es el operador identidad.
Si consideramos el operador T': G~ ([a, b]; X) — G~ ([a, b]; X),

T=I+FEkF

que actia sobre funciones € G~ ([a,b]; X), entonces el operador T se puede
invertir localmente hallando [0T,,]7" y 9*T,, como lo muestra el siguiente

teorema.
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Teorema 6.1. Sean K € G§ - SV*([a,b] X [a,b] X [a,b]; L2(X, X)) y
f e G - Lips([a,b] x X; X). Si C(K;P)[f] <1, paraalgin P € P([a,b]), y
|OF| < inf{1,1/SF[K]}, entonces
(i) T es 2 veces diferenciable Gateaux y
(ii) la diferencial de T posee inversa.

Demostracion:

(i) De su misma definicién, tenemos que Fx es diferenciable Gateaux, lo
que nos induce la diferenciabilidad de T. Asi que, dado g € W C
G~ ([a,b]; X), abierto y acotado,

T(ag + M) (t) — T(awo) (1

OTsea(t) = lim :
_ iy L RE) (o + A2)() — (I + kF)(20)(1)
A—0 A

— L)+ k )1\5% F(zo+ )\x)/\— F(x0)(t)

= Txz(t) + kOF,, [z](¢).

Siendo,

F(xo + Az)(t) — F(20) ()

OF. [al(t) = lm :
A—0 A

donde, empleando las reglas del célculo diferencial en espacios de Banach,

Ofu(t,mo) = g(t)0By,[2]
= g(O)[L2(w0, ) + La(z,20)]
= 2g(t)La(x0, ).

Luego, 0T, = I + kOF,, con 01y, € L(G([a,b]; X); G~ ([a, b]; X)).

Ahora, calculemos
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PTylal(t) = 02Tuy(a1(t), 22(t))

P Ty (w1(t), 22(t) = limi{3Txo+Az2(t)($1)(t)+3Tmo($1)(t)}

A—0

= i {100 + RO o0~ Ho)(0) ~ RO o]0}

OTafal() = & Jiny 1 0P a1l + OF (1)}

= kaZFIo [m17x2](t) = ka2FT0 [l‘](t),

siendo

P Fyol2](t) = 0u(0uf(t, 20))
= 02(29(t)La(x0, %)) = 29(t)[L2 (20, ) + La(z, 20)]
= 4g(t)L(xo, x).
Esto es, 92T}, existe y, ademds,
Ty = k0?Fyy € L (G ([a,b]; X) x G ([a,b]; X); G~ ([a, b]; X)) .

Asi, T es un operador 2 veces diferenciable Gateaux.

Por otro lado, en virtud del Teorema 4.4,

T(wo + ) — Tlxo) = 0Ty, 2] + %82Tm0 2]

y resulta 7" un operador polinomial de grado dos.

Por otro lado, como por hipétesis

1
Py
|OF| < inf {1, SFE] }7

se tiene que

1
SFIK]

[KOF|| < [K[[[|0F]| < SF[K]
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de donde 07T}, es invertible en una vecindad de xg. Se sigue entonces, del
corolario anterior, que existen vecindades de xg y T(x¢), respectivamente,
donde T posee una unica inversa definida por

T ' = Q1u] + Qa2[u] (2)
donde
Qilu] = [0Ty,] '[u]
Qole] = 10Ty 0Ty (@1, Q)] — 5 0Te,] 0T, (@1, Qi)

Por consiguiente, para hallar (97, Io)_l, basta resolver la ecuacién lineal

Hx = u, (3)
donde H =0T,, =1+ kOF,,.

La cual, segin demostré Arbex, tiene resolvente determinada a partir de
una serie de Neumann.

Pasemos a calcular H~!.

La ecuacién (3) puede escribirse como

x(t) —|—/ ds K (t,s)0F,x(s) = u(t) (4)
donde, por ser

OF,, € L(G™ ([a,b]; X); G ([a, b]; X)),

posee una representacion integral, esto es existe
hil € GS SV ([a’7b] X [a’7b]aL(X7X))

tal que

OF,,2(t) = / CdTns)als) e ab)

con
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hi(t,s)x = OFy,(xX(q,4)(s)

= 2g(s)La(zo(s), %X(a,t] (s)

|0F,, || = SV[h] = sup SV[h'] < oo
te(a,b]

Entonces, la ecuacién (4) posee una unica solucién dada por

- / doR(t, $)u(s), (5)

donde la resolvente estd representada por el operador

tS—I-i-Z ' 1K t,s)

t
siendo K1 = hy y Kni1(t,s) = / dohi(t,0)K,(0,s).

Asf, hemos hallado [0T,]~'u, mediante la expresién (5).

Ahora, dado que

32F£0 €L (Gf([a,b];X), Gf([a,b];X);Gf([a,b};X))

existe un tnico hy € G7 - SEY% ([a,b] x [a,b] x [a,b]; L(X, X; X)) tal que

O*Fyy (21, 72)( / sz/ ds, ha(t, s1,82)x1(s1)w2(82),

donde
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ha(t,s1,82)(w1,22) = O%Fyy(21X(a4(51), TaX(a(52))

= 4g(t)Lo <Io(t)7 11 X(q,1(51) + IQX(a,t](Sz))
— 4g) [Lz (20(t). 21 X oy (51)) + Lo (), 22X g (a))}
o [an)Lz(xo(t), 11X 0 (51)) + 20(8) Lo (), 22X <s2>>}

= 2{h1(t751)$1 + hi(t, s2)xa .

O

Finalmente, podemos concluir que la tnica solucién para un sistema no
lineal dado por una ecuacion integral de Volterra-Stieltjes de la forma

t
o(t)+ [ 4Kt 9)9(5)Ba = ut)
se expresa mediante la igualdad

z(t) = Q1[ul(t) + Q2[u](?)
donde

Q1 ul(t) = ult) —/ doR(t,s)uls) con R=I+3 (1)K,

n=1

¢
para K1 = 0F,, y Kn11(t,s) z/ dgOF ;s (xX(5 (0)) Kn(0, ).

Y,
Qalul(t) = — 5 (1 + kOF,,) ™ (k07 Fiy) (@1, @) 1] (1)

con

t t o
O Fyy (Qr, Qu)ult) = / d,, / dy, T3 (1, 51, 52) (Quusr), Quu(ss)),



108

ERIBEL MARQUINA, JAVIER QUINTERO, NELSON VILORIA.

siendo

ha € GF - SF* (a,b] x [a,b] x [a,b]; L(X, X: X)),
tal que

ho(t,s1,82)(x1,22) = 02 Fpo(@1X(a4)(51), 22 X(q,4(52))

= 2[hi(t, s1)z1 + hi(t, s2)x2]

con

hi(t,s1)xy = 2g(s1)La(zo(s1), 21X, (51)) = OFx1(51)

hQ(t, 82)372 = 29(52)[12(.’]3‘0(82),$2X(a7t](82)> = 8Fw0x2(32).
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