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Soit B la famille des fonctions f holomorphes et bornées, |f| < 1, ayant f’ non
s’annulant dans le disque unité ouvert D = {|z| < 1} du plan complexe: C = {|z| <
+o00}. Soit f* = |f’|/(1 — |f|*) dans D pour f € B. Nous connaissons que f* = g*
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Abstract

Let Q be a domain in C = {|z| < 400} with the Poincaré density Pq and
hence the Poincaré distance o . For example, 1/Pp(z) = 1 — |z|? for D =
{|z| < 1}. Set f* = |f'|/(1 —|f|?) for a function f : D — D holomorphic with
nonvanishing f’ in D. The function u = log f* then satisfies the differential
equation of Liouville (EL): Au = 4e2% in D. If a real funtion u satisfies (EL) in
(2, then one has the expression: u = ®¢+log P in €2, where ®; is defined by f
holomorphic in D further satisfying some properties; in particular, |f| < 1 and
f' never vanishes in D. Note that log Pq also satisfies (EL) in Q. We prove,
among others, that u is continuous in the sense of Lipschitz with respect to
oq in € of finite type if and only if the same is true of log f* with respect to
op in D.

Introduction.

pour f, g € B si et seulement §’il y a une transformation:

T(z)=¢e(z—a)/(l —az), l|e|]=1>]al,
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telle que f = T o g; voir [Y2,(III); Y3] pour les propriétés détaillées. Nous com-
mencons par l'investigation de quelques propriétés de log f* dans le théoreme 1.
Pour f € B nous posons

D(z.f) =1 —|2)f*(2), z€D.

Alors, par le lemme de Schwarz et Pick on a toujours I'(z, f) < 1. Soit g une fonction
holomorphe ayant ¢’ non s’annulant dans D. Soit p(z, ¢) le maximum de r,0 < r < 1,
tel que ¢ soit univalente dans le disque d’Apollonius: {w;|w — z|/|1 —Zw| < r}. On
connait [Y4] que

02, 9) = p(w, g)| < w = 2| /|1 = Zuw]

pour z,w € D. Nous posons

p(g) = inf p(z, g).

zeD

La distance de Poincaré entre z et 2, de D est définie par

op(z1, %) = tanh ™' (|2 — »|/|1 — Z ),

ot tanh ™ z = (1/2)log{(14+2)/(1—2)}, 0 < x < 1. La dérivée partielle et complexe
d’une fonction F' a valeurs complexes est

(0/02)F = F, = (1)2)(F, —iFy), z=uz+1y.

De plus, F,, = (F,), et pour F a valeurs réelles nous avons AF = F,,+ Fy, = 4(F,)
Ici nous proposons le

2"

Théoreme 1. Pour f € B les trois propositions suivantes sont mutuellement
équivalentes:

(I)  La fonction log f* est continue au sens de Lipschitz par rapport a op dans D:

|log f*(z1) — log f*(2)| < Ciop(z, %), pourtout 21,2 € D,

ot C1 > 0 est une constante.
(IT)  La fonction (1 — |2]*)|(0/0z)logT(z, f)| est bornée dans D.

(IIT)  On a p(f) > 0.
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Dans ce mémoire €2 est toujours un domaine hyperbolique dans C en ce sens
que le complément C\{2 de € contienne au moins deux points. Nous désignons
par RC?*(2) la famille des fonctions a valeurs réelles et deux fois contintiment
différentiables dans Q. Soit u € RC?(2) une solution de 1’équation différentielle
de Liouville:

(EL)  Au=4e*

dans . Comme une application du théoreme 1 a la og-Lipschitz continuité de u
dans €2, nous donnons le théoreme 2 dans la prochaine section; le mémoire present
se compose des quatre sections.

L’identité (EL) signifie que la courbure de Gauss en chaque point de §2 s’équipant
de la métrique riemannienne ¢(*)|dz| est une constante -4.

2 L’équation de Liouville.

La densité de Poincaré Py > 0 est une fonction définie dans €2 par I'identité:

1/Po(z) = (1 — [w)|IT'(w)], =z =T(w),

ou II est une projection holomorphe du revétement universel D sur €2, en notation:
IT € Proj(f2); le choix de I et w est arbitraire pour autant que z = II(w) soit
satisfaite. Nous connaissons que ¢q = log Pq est alors une solution de (EL) dans 2
et en outre est maximalle, c¢’est-a-dire, u < ¢q dans € pour toutes les solutions u
de (EL) dans Q; encore, ou u = ¢q ou bien u < ¢q dans ; voir, par exemple, [J,
pp. 115-116]. La distance de Poincaré des points z; et z dans 2 est

alz, ) = inf. / Po(2)|d2]

pour toutes les courbes c¢ rectifiables, reliant z; et z, dans €. I’y a au moins une
c = cal(a, »), géodésique entre z et 2z , telle que

ala, 2) = /cpﬂ(z)ydzy.

Une géodésique n’est pas nécessairement unique, mais unique pour 2 = D. Il est
facile de démontrer qu'une fonction u réelle et une fois continiment différentiable
dans €2 est og-Lipschitz continue dans €:

lu(z1) — u(z)| < Aoa(z, ) (21,2 € Q),
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A > 0 étant une constante, si et seulement si |Vu|/Pq = 2|u,|/Pq est bornée par A
dans €).

Si f: € — D est holomorphe et si f' ne s’annule jamais dans 2, alors u = log f*
est une solution de (EL) dans Q, ou encore, f* = |f'|/(1 — |f|?). Au contraire, si
u € RC*(Q) satisfait (EL) dans un domaine simplement connexe € # C, alors nous
avons une f : Q — D holomorphe avec f’ non s’annulant dans € telle que v = log f*
dans €. C’est le théoreme célébré de Liouville [L]; voir [B, p. 27, Proposition 1.6].
La formulation dans [B] est un peu différente; notons que si Av = Ae”” dans
hyperbolique, ou A et B sont constantes réelles avec AB > 0, alors

u=(B/2)v+ (1/2)log(AB/8)

satisfait (EL) dans €2, et réciproquement.

Notre probleme prochain est alors la og-Lipschitz continuité d’une solution v de
(EL) dans 9.

Soit M(£2) la famille des fonctions f € B telles qu’on ait f* = (f o T')* pout tout
T du groupe fuchsien G(Q2) de 2 des automorphismes du D (ou du groupe G(f2)
des transformations du revétement universel D de ). Alors, pour f € M(Q) la
fonction non positive:

Qr(2) =logl'(w,f) (2 =1(w), II € Proj(Q))

est bien définie dans €.

Proposition A. Pour qu’une fonction u € RC*(Q) satisfasse I'équation (EL) dans
un domaine hyperbolique 2 C C il faut et il suffit que u admette la représentation:

(2.1) u = + ¢q

dans 2, ou f € M(Q).

Preuve. La suffisance est immédiate, tandis que la nécessité est une conséquence
du théoreme de Liouville appliquée a la fonction:

v(w) = u(l(w)) + log |II'(w)| (IT € Proj(R))

qui satisfait (EL) dans D. Nous avons donc f € B telle que v = log f* dans D. En
conséquence:

u(z) = log f*(w) — log [I'(w)| = log I'(w, f) + ¢a(z), z=1I(w).

Puisque I'(w, f) = I'(T(w), f) pour chaque T' € G(€2) dans D nous observons que
feM(©). — C.QFD.
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Les solutions v € RC?*(Q) de (EL) dans Q ainsi correspondent d’une facon
biunivoque aux fonctions f* pour f € M(Q).

L’inégalité Pq(2)da(z) < 1 est toujours vraie dans €2, ou do(2) = infy,eoq |2 — w|
est la distance euclidienne de z € Q et la frontiere 0f2 de 2 dans C. On définit qu'un
domaine hyperbolique €2 est du type fini si inf,cq Po(2)dqa(z) > 0. Si 09 consiste
en continus non ponctuels dont le nombre total est fini, alors ) est du type fini. En
particulier, un domaine simplement connexe ) # C est du type fini. Maintenant,
la fonction p(II) de IT € Proj(2) est une constante qui est designée par p(2). En
effet, p(w, 1) = pa(z) est la rayon d’univalence de 2 en z = II(w) € Q et

p(©2) = inf po(2).

z€Q

II’est connu que €2 est du type fini si et seulement si
(2.2) p(£2) > 0.
En outre, €2 est du type fini si et seulement si

(2.3) sup [(Pa):(2)|/Pa(z)* < +o0.

Pour toutes les propriétés écrites dans ce paragraphe, voir [Y4, Y5, Y6].

Théoreme 2. Soit u = ®; + pq la représentation d’une solution u € RC*(Q) de
(EL) dans un domaine hyperbolique €2 du type fini, représentation qui est décrite dans
la Proposition A. Alors, u est og-Lipschitz continue dans € si et seulement si log f*
est op-Lipschitz continue dans D, et encore, si et seulement st @y est oq-Lipschitz
continue dans Q.

3 Preuves des théorémes 1 et 2.

Preuve du théoreme 1. Tout d’abord, nous nous rappelons que (III) est vraie pour
f € B si et seulement si

(3.1) sup(l — 2" (2)/f'(2)] < +o0;

c’est exactement [Y1, Theorem 2, (1.2) < (1.3)] pour notre f. Posons u = log f*
pour f € B. En supposant (I) nous observons que la fonction 2|u,(2)| = |Vu(z)| est
bornée par C;Pp(z) = C1/(1 — |z|*) dans D. Donc,
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(3.2) (1= |2 (2)] = 1(1/2)(1 = |2)f"(2) /f'(2) + Q(2)]
est bornée par C;/2 dans D, ou la fonction:

Qz) = (1= [z f(2)f (2)/(1 = | (2)]*)

est bornée:

(3.3) Q)| = f(2)[T(2,f) <|f(2)| <1, z€D.

D’autre part, on a

(3.4) (1= [2[*)1(0/02)log (2, f)]

=1(1/2)A = [2)f"(2)/f'(2) + Q(2) = 2|, =z€D.

S. Yamashita

Alors, le coté droit de (3.4) est bornée par C1/2 + 1. Par conséquent, on a (II).
Supposons que la fonction de (3.4) est bornée par Cy > 0, ou (II) est vraie. Alors,
il résulte de (3.4) et (3.3) que le supremum de (3.1) est bornée par 2C; + 4, et
donc nous avons (III). Finalement supposons (III) en équivalence de (3.1). Plus

précisément on a en effet,

sup (1 - =) (2) /()] < 2/p(F) + 2.

Alors, il résulte de (3.2) et (3.3) que (1 —|2]?)|u.(2)] = |u.(2)|/Pp(2) est bornée par

1/p(f) + 2 dans D. Donc (I). — C.Q.F.D.

Remarque. En effet on a

(3.5) (1= [2[))(9/02)log I'(z, )] < 2p(z,f) (1 = p(2, )L (2, f))

pour toute f € B et en tout z € D; le coté droit de (3.5) est strictement moins que
2p(z, f)~!. Pour I'observer nous posons p = p(z,f) et M = pf'(2)(1 — |2]?)/(1 —
1f(2)]?), dott |M| = pI'(z, f). La fonction g de w € D définie par la formule:

ou
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AMw) = (pw + 2) /(1 + Zpw)

est donc univalente et bornée: |g| < |M|™' dans D telle que g(0) = ¢’(0) — 1 = 0.
Par le théoreme de Pick (voir [G, p. 38, Theorem 4]) on a |¢”(0)/2| < 2(1 — |M]),
d’ou, apres quelques calculs, on a (3.5). Dans le cas 0 < p(f) < 1 on a par (3.5)
I'inégalité:

| log - | <{4/p(f)}op(a, 2).

Preuve du théoreme 2. Posons ¢ = ¢q. En partiellement différentiant les deux
coOtés de

u(z) = ¢(2) =logT(w, f) (2 =Tl(w), TI€ Proj(2))

par rapport a w € D, en tenant les modules, et finalement, en multipliant les deux
cotés de 1'égalité obtenue par 1 — |w|?, nous avons I'identité:

(3.6) |u=(2) = ¢:(2)l/ Pa(2) = (1 — w]*)|(9/0w) log I'(w, f)].

Puisque € est du type fini, |¢,|/Pq = |(Pq).|/ P& est bornée dans 2 par (2.3). Donc
|u.|/Pq est bornée dans 2 si et seulement si le coté droit de (3.6) est borné dans
D, ou, si et seulement si log f* est op-Lipschitz continue dans D grace au théoreme
1. Au moyen de (2.3) on observe que €2 est du type fini si et seulement si ¢q est
oo-Lipschitz continue dans 2. Donc u est og-Lipschitz continue dans €2 du type fini
si et seulement si @ est og-Lipschitz continue dans 2. — C.Q.F.D.

Deuz remarques.

(A) Soit 2 du type fini et soit g : 2 — D holomorphe dont ¢’ ne s’annule pas
dans €. Alors, la condition nécessaire et suffisante pour que log g* soit og-Lipschitz
continue dans ) est qu’il y ait une constante ¢, 0 < ¢ < 400, telle que g soit
univalente dans chaque domaine U(z,c) = {¢ € Q;00((,2) < ¢}, z € Q, qui est
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simplement conneze, possiblement Q) = U(z,+00). Car, soit f = goll, Il € Proj(2),
telle que log ¢* = ®; + ¢q. Par le théoreme 2 et I'équivalence de (I) et (III) du
théoreme 1, on connait que, pour log ¢* soit og-Lipschitz continue dans €2 il faut et
il suffit qu’il y ait une constante b, 0 < b < 1, telle que f soit univalente dans chaque
disque d’Apollonius: {¢ € D;|(—w|/|1—w(| < b}, w € D. Silog g* est og-Lipschitz
continue dans €2, alors nous posons ¢ = tanh™*[min{p(Q), b}]; réciproquement, si
g est univalente dans chaque U(z, ¢), alors nous posons b = min{p({2), tanh c}, ou
tanh(+o00) = 1 et tanh™' 1 = +-o0.
(B) Revenant a 2 général on observe, pour u de (2.1), 'indentité:

(3.7) {=:(2) — 2 (2)"HI'(w)* = (1/2){ S (w) — Sn(w)},

ou z = Il(w), IT € Proj(2), et

Se=1(4"19") — (1/2)(¢" /')

est la dérivée schwarzienne de g. Une conséquence immédiate de (3.7) est alors:

Po(2)*|uz:(2) — u:(2)*] = (1/2)(1 — [w]*)?| Sp(w) — Su(w)].

D’autre part, il est connu [Y4] que 2 est du type fini si et seulement si

su%(l — ]w[Q)QISH(w)] < +00
we

pour une (donc pour tout) IT € Proj(€2). En conséquence si € est du type fini, alors
P32 |u,, — u?] est bornée dans  si et seulement si

(3.8) sup (1 — [w[*)?] Sy (w)] < +oc.
weD

Mais, (3.8) est vraie si et seulement si (III) est vraie; voir [Y1, Theorem 2, (1.2) <
(1.5)]. En résumé: une solution u € RC*(Q) de (EL) est oq-Lipschitz continue dans
Q du type fini si et seulement si |u,, — u?|/P3 est bornée dans Q). En particulier, si
u est oqg-Lipschitz continue dans Q du type fini, alors |u,,|/P3 est bornées dans Q.
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4 Un exemple.

Supposons que 2 C D. Alors, Proj(2) C M(2). Pour I € Proj(2) il résulte du
théoreme 1 que la fonction log IT* est op-Lipschitz continue dans D si et seulement
si Q est du type fini. Pour Q C D du type fini y-a-t-il f € M(Q)\Proj(Q) telle que
log f* soit op-Lipschitz continue dans D 7

Nous démontrons que pour 'anneau Qx = {e ™% < |z] <1} € D, K > 1 étant
entiere, anneau qui est du type fini, nous avons en effet une f € M(Qg)\Proj(Qx)
telle que log f* est op-Lipschitz continue dans D. Considérons f € Proj(¥) pour
Y. ={e ™ < |z] < 1} définie par

14+ w m
- — eD.
—w 2h v

f(w) = exp{ilog

Alors f & Proj(Qxk) et log f* est op-Lipschitz continue dans D. Pour démontrer que
f € M(k), nous nous rappelons que G(X) se compose des tansformations linéaires:
To(w) = (w+ A,) /(1 + Ayw), o A, = (2™ — 1)/(e*™ + 1), n = 0,41, 42, -+,
tandis que G(Qk ) se compose des Tk, n = 0,£1, 42, ---. Puisque f est automorphe
par rapport a G(X), f est automorphe par rapport a G(Qx) C G(X). Donc, f €
M(Q2k) en particulier.
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