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ABSTRACT. Let @p be an algebraic closure of Q, and C' its p-adic
completion. Let K be a finite extension of Q, contained in @p and
set Gx = Gal(Q,/K). A Qp-representation (resp. a C-representa-
tion) of Gk is a finite dimensional Q,-vector space (resp. C-vector
space) equipped with a linear (resp. semi-linear) continuous action
of Gx. A banach representation of Gk is a topological Q,-vector
space, whose topology may be defined by a norm with respect to
which it is complete, equipped with a linear and continuous action
of Gg. An almost C-representation of G is a banach representa-
tion X which is almost isomorphic to a C-representation, i.e. such
that there exists a C-representation W, finite dimensional sub-Q,-
vector spaces V of X and V' of W stable under Gx and an isomor-
phism X/V — W/V’. The almost C-representations of Gk form
an abelian category C(Gk). There is a unique additive function
dh : ObC(Gk) — N x Z such that dh(W) = (dime W,0) if W is
a C-representation and dh(V) = (0,dimg, V) if V is a Q,-repre-
sentation. If X and Y are objects of C(Gk), the Q,-vector spaces
Exté(GK)(X, Y') are finite dimensional and are zero for ¢ ¢ {0,1,2}.

One gets Y7 (—1)'dimg, Extyg, ) (X,Y) = —[K : Qlh(X)h(Y).

Moreover, there is a natural duality between Exte g, (X,Y) and
2—i

ExtC(GK)(Y,X(l)).
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1 — INTRODUCTION

1.1 — PROLOGUE

Cet article est le premier d’une série en préparation consacrée a ’étude de
certains phénomenes que 1’on rencontre lorsque 1'on étudie les représentations
p-adiques associées aux motifs des variétés algébriques sur les corps p-adiques.
Considérons d’abord la situation suivante : On se donne un complété K d’un
corps de nombres, on choisit une cloture algébrique K de K, on pose Gx =
Gal(K/K) et on note C' le complété de K.

Soient A une variété abélienne sur K de dimension g et t4 son espace tangent.
C’est un K-espace vectoriel de dimension g. Il est commode de le voir comme
un groupe vectoriel, i.e. de poser t4(R) = R ®k t4 pour toute K-algébre R.

Supposons d’abord K archimédien. On a donc K = R ou C, K = C = C,
Gk = {1,7}, avec 7 la conjugaison complexe ou Gx = {1}. L’exponentielle
est définie partout et on a une suite exacte

0— Hy1(A(C),Z) — t4(C) — A(C) =0

Si maintenant K est une extension finie de @, c’est au contraire le logarithme
qui est partout défini et on a un diagramme commutatif

0 — An(K) — AK) — ta(K) — 0
| n N
0 - An(C) — AC) — ta(C) — 0

Le groupe A(K) est muni d’une topologie naturelle : notons Ok (resp. Oz)
I'anneau des entiers de K (resp. K) ; si A est un modele propre (pas néces-
sairement lisse) de A sur Ok, on a A(K) = A(O%) ; on prend la topologie la
moins fine rendant continues toutes les applications A(Ow%) — A(O%/p"), pour
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n € N (avec la topologie discrete sur A(Oz/p™)). On vérifie que cette topologie
est indépendante du choix du modele, fait de A(K) un groupe topologique
induisant la topologie discréte sur Ay, (K) et la topologie naturelle sur ¢4 (K)
et que A(C) s’identifie au séparé complété de A(K) pour cette topologie.

On a Awr(K) = Aptor(K) © Ay —tor(K) ot A tor(K) (vesp. Ap—tor(K))
désigne le sous-groupe de p-torsion (resp. de p’-torsion) de A(K). L’exponen-
tielle est définie localement, ce qui veut dire qu’il existe un réseau A de t4
(i.e. un sous-Og-module libre de rang g de t4) et un homomorphisme continu
G g-équivariant exp : O¢ ®p,, A — A(C) vérifiant log(exp(x)) = x, pour tout
z € Oc ®o, A ; on a exp(Ox @o, A) C A(K). Ceci permet en particulier
de définir une section s de l'inclusion de A, _ior(K) dans A(C) : si z € A(C),
p"log(z) € Oc®o, A, pour n assez grand et s(z) = p~"m(zP" / exp(p" log(x))),
ot 7 1 Agor(K) — Ay —tor(K) est la projection canonique (on a noté multiplica-
tivement A(C) et additivement A, ¢, (K)). Si A®)(C) désigne le noyau de
s,ona A(C) = Ay _1or(K) © AP(C) et A(K) = Ay _1or(K) @ AP(K), en
posant AP)(K) = A(K) N A®)(C). Cette décomposition est compatible avec
la topologie et A®P)(C) est le complété de A®P)(K) pour la topologie induite.

Le premier fait remarquable est que I'on peut retrouver A®) (K) (et donc aussi
AP(C)) en tant que groupe topologique muni d’une action de Gy d partir de
la seule connaissance de Ap_ior(K) (et donc également A(K) et A(C) & partir
de Aior(K)):

Notons Ug = 14 mo. le groupe des unités de 'anneau des entiers O¢ de C
qui sont congrues & 1 modulo I'idéal maximal. Le logarithme p-adique définit
une suite exacte

0 (@/Z,)(1) = Uf —C = 0

Le module de Tate T,,(A), limite projective des Apn(K), pour n € N est un
Z,-module libre de rang 2g et en tensorisant la suite exacte ci-dessus avec
T,(A)(—1), on obtient une autre suite exacte

0= Apior(K) = Ug (1) ®z, Tp(A) — C(-1) @z, T,(A) — 0

ProprosiTiON 1.1 (cf. §8.4). — Soit A une variété abélienne sur K. I existe
une et une seule application additive continue G -équivariante

& AV () - UZ(~1) &2, Ty(A)
induisant l'identité sur Ap_tor(F), Cette application est injective et identifie
AP)(K) au plus grand sous-groupe de Uf;(—1) @z, T,(A) sur lequel Uaction de
G est discrete. L’application €:ta(K) — C(=1) ® Tp(A), déduite de & par
passage au quotient, est K-linéaire.

On remarque en outre que ¢ induit une application injective &; de t sur
(C(—1) ® (T,(A))%x. L’application analogue pour la variété abélienne duale
A’ fournit par dualité une application surjective & : (C' ®z, Tp(A))C% — ¢4,
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(ol t¥%, est le K-espace vectoriel dual de l'espace tangent de A’). Gréce & un
théoréme de Tate ([Se67a], prop.4), pour toute représentation p-adique V, on
a dimg (C(—1) ®g, V)9 + dimk (C ®g, V)“% < dimg, V. Pour des raisons
de dimension, &, et & sont donc des isomorphismes. On retrouve ainsi la
décomposition de Hodge-Tate pour les variétés abéliennes.

En fait, on a plus que cela : A® a une structure naturelle de groupe rigide
analytique. On peut retrouver cette structure a partir de A,_io;(K) : Ud
a une structure naturelle de groupe rigide analytique sur C' : c’est le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de I'anneau sous-jacent au disque unité
fermé. D’ott une structure analytique sur UZ (—1) ® T,(A) ~ (U£)% . Et
AP)(C) s’identifie & un sous-groupe fermé.

Au groupe A,_tor(K) muni de l'action de Gk, on peut donc associer deux
objets intéressants

(A) le groupe topologique AP)(C) muni de son action de G,

(B) le groupe analytique rigide AP [Attention, on ne peut pas obtenir trop :
ce n’est pas la variété analytique rigide A8 associée & A ; dans le cas de
bonne réduction par exemple, c’est seulement la fibre générique du schéma en
groupes formel (pas nécessairement connexe) A associé au groupe de Barsotti-
Tate (Apn)nen oU A est le modele de Néron de AJ.

Lorsque A a bonne réduction, on peut encore associer un troisitme objet, qui
est

(C) un faisceau de groupes abéliens pour la topologie plate (pour les généra-
lisations, ce sera mieux de considérer la topologie syntomique lisse sur SpfW),
a savoir le faisceau représenté par A.

Ces trois constructions se généralisent aux motifs. Pour fixer les idées, soient
X une variété algébrique propre et lisse sur K, m € N et ¢ € Z. Au "motif”
M = H™(X)(i), on peut associer M,_or(K) = HZ (X7, (Qp/Zy)(i)). A partir
de ce module galoisien, on peut construire des objets du type (A), (B) et, dans
le cas de bonne réduction, (C) qui vivent dans de jolies catégories. Pour (C),
on ne sait le faire qu’a isogénie pres, sauf si 0 < m < p — 2. En fait pour
fabriquer un objet du type (A) ou (B) il suffit de partir d’'un groupe abélien
de p-torsion A avec action linéaire et continue de Gx qui est de cotype fini. Si
on travaille seulement & isogénie pres, il suffit de partir d’une représentation
p-adique V' de G qui peut étre quelconque. Pour pouvoir faire (C), il faut la
supposer cristalline.

Le but du présent article est d’introduire et étudier la catégorie des jolis objets
du type (A) & isogénie pres. L’étude des objets des types (B) et (C) sera faite
ailleurs. Signalons deés & présent que celle des objets de type (B) repose sur le
travail fondamental de Colmez sur les Espaces de Banach de dimension finie
[Co02], travail qui joue déja un rdle crucial ici (§4).
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1.2 — CONVENTIONS, NOTATIONS

Dans toute la suite de I’article, K est une extension finie de Q,, K une cloture
algébrique fixée de K et Gx = Gal(K/K).

Un banach est un espace de Banach p-adique a équivalence de normes pres.
Autrement dit, c’est un Q,-espace vectoriel topologique V' qui contient un
sous-Z,-module V qui est séparé et complet pour la topologie p-adique et est

tel que V' = lim . p~ ™V (avec la topologie correspondante. Un tel V s’appelle

un réseau de V. Pour qu'un autre sous-Z,-module V' de V soit aussi un réseau,
il faut et il suffit qu’il existe 7, s € N tels que p"V C V' C p*)V.

Une représentation banachique de Gg (ou seulement une représentation ba-
nachique 8’1l n’y a pas de risque de confusion sur G ) est un banach muni d’une
action linéaire et continue de Gg. Avec comme morphismes les applications
Q,-linéaires continues G g-équivariantes, les représentations banachiques for-
ment une catégorie additive Q,-linéaire B(G).

Tout comme la catégorie des banach , la catégorie B(Gk) a une structure de
catégorie exacte au sens de [Qu73] (§2, cf. aussi [La83], §1.0) : Un morphisme
f: X — Y de B(Gk) est un épimorphisme strict (ou admissible) (resp. un
monomorphisme strict) (ou admissible) si et seulement si 'application sous-
jacente est surjective (resp. si elle induit un homéomorphisme de X sur un
fermé de Y'). Un morphisme strict est un morphisme qui peut s’écrire fy o f;
avec f; un épimorphisme strict et fo un monomorphisme strict.

Si f: X — Y est un morphisme strict, le noyau et le conoyau de I'appli-
cation sous-jacente sont de fagon naturelle des représentations banachiques,
les morphismes Ker f — X et Y — Coker f sont stricts et l'application
Coim f — Im f est un isomorphisme.

Une suite exacte courte de B(G k) est une suite

05t 95" 9

ol g est un épimorphisme strict et f un noyau de G.

Disons qu’une sous-catégorie strictement pleine D de B(Gk) est stricte si elle
contient 0, est stable par somme directe et si tout morphisme de D est strict
(en tant que morphisme de B(Gk)) et a son noyau et son conoyau dans B(G ).
Une telle catégorie est abélienne.

Appelons représentation p-adique (de Gk ) toute représentation banachique qui
est de dimension finie sur Q. Ces représentations forment une sous-catégorie
stricte Repg, (G ) de B(Gk).

1.3 — C-REPRESENTATIONS ET B;R—REPRESENTATIONS

Par continuité le groupe Gx opere sur le corps C complété de K pour la
topologie p-adique. Une C-représentation (de Gk ) est un C-espace vectoriel de
dimension finie muni d’une action semi-linéaire continue de Gi. Avec comme
morphismes les applications C-linéaires G i-équivariantes, ces représentations
forment une catégorie abélienne K-linéaire que nous notons Rep(G k).
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Tout C-espace vectoriel de dimension finie muni de sa topologie naturelle est
un banach. Toute C-représentation est donc de maniére naturelle une repré-
sentation banachique.

TuEorEME A (cf. §3.3). — Le foncteur d’oubli
RepC(GK) — B(GK)

est pleinement fidéle.

Autrement dit, si Wi et Wy sont deux C-représentations de G, toute appli-
cation Qp-linéaire continue, G'x-équivariante, de W; dans W5 est C-linéaire.
Ceci nous permet d’identifier Rep~(G k) & une sous-catégorie pleine de B(G)
qui, bien sur, est exacte. Il en est de méme de la sous-catégorie pleine
Rep2 (G ) de Rep(Gx) dont les objets sont les C-représentations triviales,
i.e. les représentations W telles qu’il existe un entier d et un isomorphisme de
C? sur W. On remarque qu'une C-représentation W est triviale si et seulement
si W est engendré en tant que C-espace vectoriel par WEx .

Nous allons avoir besoin de plonger Rep. (G ) dans une catégorie un peu plus
grande.

Choisissons un générateur ¢ de Z,(1) (noté additivement). Rappelons (cf., par
exemple [Fo00], §3.1 et 3.2) que le corps Byr des périodes p-adiques est une K-
algebre, contenant Z,(1), munie d’une topologie et d’une action semi-linéaire
continue de Gg.

Ce corps a aussi une structure naturelle de corps complet pour une valuation
discrete (la topologie définie par cette valuation est plus fine que la topologie
canonique). Son corps résiduel est C' et t est une uniformisante. On note
B:{R lanneau de la valuation (qui est aussi ouvert et fermé dans Byg pour la
topologie canonique). Pour tout m € N, on pose B, = B;R/th;R (on a donc
B0:06t31:C).

Pour tout m € N, B,,,, muni de la topologie induite par la topologie canonique
de Bg, est un banach (et sur By = C, cette topologie coincide avec la topologie
p-adique sur C). Inversement, la topologie canonique sur B:{R = (li_mmeN B,
est la topologie de la limite projective avec la topologie de banach sur chaque
B,

Un BJR—module de longueur finie n’est autre qu’un BjR—module de type fini
annulé par une puissance de t, i.e. c’est un B,,-module de type fini pour m
assez grand. Pour tout B(J{R—module W de longueur finie, on note dy (W) sa
longueur. On a donc d;(B,,) = m.

On appelle B;R-représentatz'on (de Gk ) tout B;R—module de longueur finie
muni d’une action semi-linéaire et continue de Gi. Ces représentations for-
ment de maniere évidente une catégorie abélienne K-linéaire que nous notons
RepB;R(GK). La catégorie Rep(G ) s’identifie & la sous-catégorie pleine de
Rep BIR(G k) dont les objets sont ceux qui sont annulés par t. Le théoreme A

s'étend & Repyt (GK).
dR
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THEOREME A’ (cf. §3.3). — Le foncteur d’oubli
Repp+ (Gk) — B(Gk)

est pleinement fidéle.

1.4 — PRESQUE-C-REPRESENTATIONS

Soient X7 et X5 deux représentations banachiques. On dit que X; et X5 sont
presqu’isomorphes s’il existe des sous-QQ,-espaces vectoriels de dimension finie
V1 de X et V, de X5 stables par Gk et un isomorphisme X; /V; — X5/V; dans
B(Gk). On a ainsi défini une relation d’équivalence sur les objets de B(G).
Une presque C-représentation (de Gk ) est une représentation banachique qui
est presqu’isomorphe a une C-représentation triviale. On note C(Gk) la sous-
catégorie pleine de B(Gf) dont les objets sont les presque C-représentations.

TuEOREME B (cf. §5.1). — La catégorie C(Gk) est une sous-catégorie stricte
de B(Gk). En outre, il existe des fonctions additives

d:0b C(Gk)—Neth:0bC(Gk)—Z
caractérisées par d(C) =1, h(C) =0 et

d(V) =0, h(V)=dimg, V pour toute représentation p-adique V de G

En fait C(Gk) contient toutes les C-représentations et méme les B;{R—représen-
tations :

TutorEME C (cf. §5.5). — Soit W une B:{R—représentation et soit d la longueur
du B;R-module sous-jacent. Alors W est presqu’isomorphe a C4. On a d(W) =
d et h(W)=0.

1.5 — EXTENSIONS
Disons qu’une suite exacte courte de B(Gg)
0—-858—-85—-8" -0

est presque scindée s’il existe un sous-Q,-espace vectoriel de dimension finie V'
de S’ stable par Gk tel que la suite

0—-8/)V—-SV-5"—-0
est scindée.

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME KATO (2003) 285-385



292 JEAN-MARC FONTAINE

THEOREME D (cf. §5.2, 5.4 et 5.5). — Soit
0—-8 —-85—8" -0

une suite exacte courte de B(Gg).

i) Si S’ et S” sont des presque C-représentations, pour que S soit une presque-
C-représentation, il faut et il suffit que la suite soit presque scindée.

i) Si S' et S sont des Bjn-représentations, pour que S soit une Bl,-repré-
sentation, il faut et il suffit que la suite soit presque scindée.

1.6 — LE PLAN

Faisons une derniere convention : Si C est une catégorie abélienne, si X et Y
sont deux objets de C et si n € N, on note Ext;(X,Y) le groupe des classes de
n-extensions de Yoneda. Si C = Repp(G) est une catégorie de représentations
(semi)-linéaires d’un groupe G a coefficients dans un anneau commutatif £, on
éerit aussi Extgq (X, Y).

Expliquons maintenant, pour terminer cette introduction, comment cet article
est organisé.

— L’objet du §2, est une étude détailléee des B;R—représentations de Gg. Celle-
ci repose de facon essentielle sur 'article de Tate sur les groupes p-divisibles
[Ta67] et sur la classification de Sen des C-représentations [Sen80]. Ces travaux
ont été repris et poursuivis dans [Fo00] que l’on utilise abondamment. On intro-
duit les petites représentations pour lesquelles on peut tout écrire explicitement
et auxquelles on peut se ramener dans la plupart des cas parce que toute Bc'l"R—
représentation devient petite apres changement de base fini. On détermine les
groupes d’extensions dans la catégorie Rep B, (Gk).

Ces calculs, qui seront utiles dans la suite, ne sont pas difficiles. Ils reposent
essentiellement sur la description explicite des groupes proalgébriques associés
aux catégories tannakiennes sous-jacentes. Ils sont plutot fastidieux et nous
recommandons au lecteur de passer rapidement sur le §2 en premiere lecture.

— Dans le §3, on établit les théorémes de pleine fidélité (th. A et A’ ci-dessus).
Puis, on montre comment construire toutes les extensions d’une C-représenta-
tion — ou plus généralement d’une BjR—représentation — W par une représen-
tation p-adique V.

Rappelons [Fo88a] que B.,;s est une sous-Qp-algebre de Byr stable par G et
munie d’un Frobenius ¢ qui est un endomorphisme de Q,-algebres commutant
a l'action de Gi. Si B, désigne la sous-Q,-algebre de B,;s formée des b tels
que p(b) = b, on dispose (cf. par exemple, [FPR94|, prop. 3.1.1) d’une suite
exacte

OHQPHBGHBCIR/B;RHO

ou la fleche B, — BdR/BjR est le composé de 'inclusion de B, C Bgr;s dans
Bgr avec la projection sur BdR/B;R.
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En tensorisant avec V', on obtient une suite exacte
0—V — B.®q, V — (Bar/Bjp) ®g, V — 0
d’ott une application(*)
Sw,v : Hom(W, (Bar/Bj) ®q, V) — Exti g, (W, V)

Le point essentiel est que oy, est un isomorphisme. Pour le prouver, on
commence par utiliser beaucoup de cohomologie galoisienne et en particulier,
la théorie du corps de classes local pour montrer que Ethg(GK)(VV, V) est de
dimension finie et calculer sa dimension. On constate alors que la source et
le but de dw,y ont la méme dimension et il est facile de vérifier que dw, est
injective.

Dans le cas ou W est une C-représentation, on peut remplacer B, par B, N
t_lB;R qui est une extension de C(—1) par Q, que l'on peut décrire tres
simplement : avec les notations du §1.1, on a B.Nt "B}, = U(—1) ot U est le
Qj-espace vectoriel des suites (u(™), ey d’éléments de U, vérifiant (u("+1)P =
u(™ pour tout n.

Remarquons au passage que cela nous fournit un procédé pour construire — au
moins théoriquement et modulo la construction des représentations de dimen-
sion finie sur Q,, — tous les objets de C(Gk ). Si S est 'un d’entre eux, on peut
en effet trouver une C-représentation W (que ’'on peut méme choisir triviale)
et une représentation p-adique V telles que S soit isomorphe au quotient d’une
extension de W par V par une autre représentation p-adique V.

— Dans le §4, on commence par énoncer, dans un langage un peu différent,
l'un des résultats essentiels de l'article de Colmez [Co02] sur les Espaces de
Banach de dimension finie. On introduit ce que nous appelons les espaces de
Banach-Colmez effectifs qui sont des espaces de Banach munis d’une structure
de limite inductive de limite projective d’objets en groupes commutatifs dans
la catégorie des espaces rigides analytiques sur C' vérifiant certaines propriétés.
Un tel groupe a une dimension et une hauteur qui sont des entiers naturels. On
aC = h—mmeN p~"O¢ ce qui permet de munir C' d’une structure d’espace de

Banach-Colmez (la structure analytique sur O¢ est la structure habituelle du
disque unité fermé) de dimension 1 et de hauteur 0. Tout Q,-espace vectoriel
de dimension finie i a une structure naturelle d’espace de Banach-Colmez de
dimension 0 et hauteur h. Le résultat de Colmez peut alors s’exprimer en
disant essentiellement que, si S est un espace de Banach-Colmez effectif de
dimension 1 et de hauteur h et si f : S — C est un morphisme (d’espaces de
Banach-Colmez effectifs) dont 'image n’est pas de dimension finie, alors f est
surjectif et son noyau est de dimension 0 et de hauteur h.

M) Tei Hom(W, (BdR/BjR) ®q, V) désigne le groupe des applications Q-
linéaires continues G g-équivariantes — ou, cela revient au méme, des appli-
cations Bjjp-linéaires G g-équivariantes — de W dans (Bar/Bjr) ®q, V.
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On utilise ensuite les résultats du §3 pour montrer

i) que, si F est une représentation banachique de G extension de C par une
représentation p-adique de dimension h, alors E est munie d’une structure
d’espace de Banach-Colmez effectif de dimension 1 et hauteur h,

ii) que si : E — C est une application Q,-linéaire continue G k-équivariante,
alors elle est induite par un morphisme dans la catégorie des espaces de Banach-
Colmez effectifs.

Le résultat de Colmez implique alors que si I'image de n n’est pas de dimension
finie, n est surjective et son noyau est un Qp-espace vectoriel de dimension h.

— Le théoreme de structure pour la catégorie C(Gg) (th.B ci-dessus) est une
conséquence essentiellement formelle de ce résultat, comme on le montre au
début du §5. La suite de ce paragraphe consiste surtout a prouver que toute
extension de B;R-représentations est presque scindée, que toute B;‘R—repré-
sentation est presqu’isomorphe a une C-représentation triviale et que, dans la
catégorie des représentations banachiques, toute extension presque scindée de
BJR—représentations est encore une B;R—représentation. On y fait un grand
usage de I'étude des B;R-représentations faite au §1. On utilise aussi cer-
taines représentations p-adiques spécifiques pour construire explicitement cer-
tains presque-scindages et certains presqu’isomorphismes.

— Dans le §6, on calcule les groupes d’extensions dans la catégorie des presque-
C-représentations. Les résultats du §5 permettent de ramener ces calculs soient
a ceux des groupes d’extensions dans la catégorie des B;R—représentations,
calculs déja faits au §1, soient & ceux des groupes d’extensions dans la catégorie
des représentations p-adiques, lesquels se rameénent aux calculs de cohomologie
galoisienne continue de Tate.

Soient X et Y des presque-C-représentations. On montre (th.6.1) que les Q-
espaces vectoriels Extg(GK)(X ,Y') sont de dimension finie, nulle si n > 3 et

que
2

S (—1)" dimg, Extf(g,)(X.Y) = ~[K : Q,Jh(X)A(Y)

n=0

On construit (prop.6.8) une application naturelle Ext?;(GK)(X, X(1)) — Qp et
on montre (prop.6.9) que, pour 0 < n < 2, 'application

2— 2
EXtTCL(GK)(X7 Y) X EXtc(élK)(K X(]_)) — EXtC(GK)(X,X(]_)) — Qp
définit une dualité parfaite.
— Dans le §7, on étudie la catégorie des presque-C'-représentations de Gx a
presqu’isomorphismes prés, i.e. la catégorie déduite de C(Gk) en rendant in-
versible les presqu’isomorphismes. C’est une catégorie abélienne semi-simple

qui a une seule classe d’isomorphisme d’objets simples, celle de C'. Le corps
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gauche Dk des endomorphismes de C' dans cette catégorie est assez gros. Il
contient K et on dispose d’une suite exacte courte de K-espaces vectoriels

0— K — Dk — ((C®g, Cf) (1) - K —0

ou Cy désigne la réunion des sous-Q,-espaces vectoriels de dimension finie,
stables par Gi, de C'. Mais la structure multiplicative de Dg reste assez
mystérieuse.

— Dans le §8, on fait le lien entre cet article et le prologue de cette introduction.
On décrit quelques objets universels que 'on peut associer a la cohomologie
étale des variétés algébriques sur K, en particulier dans le cas des variétés
abéliennes.
On définit aussi 'espace tangent ¢y, d’une représentation p-adique quelconque
et I'exponentielle de Bloch-Kato

eXPpK ly — Hclont(K3 V)
qui généralisent de facon évidente ces notions, maintenant classiques, pour des
représentations de de Rham. On montre que I'image H} (K, V) de expp est le
sous-groupe de H: (K,V) = Ext(bp[g «1(Qp, V) formé des classes d’extensions
qui proviennent, via l'inclusion de @, dans B;R7 d’une extension de B;R par
V.

Une partie de ce travail a été fait pendant un séjour a 1’ University of Sydney
en Australie, une autre pendant un séjour au Korea Institute for Advanced
Study de Séoul en République de Corée. J’ai plaisir a remercier ces institutions
- et tout particulierement Mark Kisin et Minhyong Kim - pour leur accueil
chaleureux.

Je voudrais enfin remercier le rapporteur pour sa lecture minutieuse et ses
remarques pertinentes.

2 — — ETUDE DES B;R—REPRESENTATIONS DE G

Soit Ko la Zy-extension cyclotomique de K contenue dans K, i.e. l'unique
Z,-extension de K contenue dans le sous-corps de K engendré sur K par les
racines de 1'unité d’ordre une puissance de p. Soient Hx = Gal(K/K) et
Dans le §2.1, nous introduisons un anneau de séries formelles K [[t]] qui est un
sous-anneau de (Bj,)7% stable par I'x et construisons une équivalence entre
la catégorie des B ,-représentations de G et celle des K [[t]]-représentations
de FK.

Dans le §2.2, on montre que cette derniere catégorie a une structure de catégorie
tannakienne K-linéaire et est équippée d’un foncteur fibre a valeurs dans les
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K o-espaces vectoriels. On décrit le groupe pro-algébrique associé a ce foncteur-
fibre. On en déduit quelques résultats sur les groupes d’extensions dans cette
catégorie.

SiY est une Ko [[t]]-représentation de I'k, la théorie de Sen permet de définir
un endomorphisme V( du K-espace vectoriel sous-jacent. Si les valeurs pro-
pres de Vg sont dans K et suffisamment petites, on peut utiliser I’exponentielle
pour donner une description terre a terre de Y et de la B;R-représentation qui
lui est associée (on dit qu’une telle B;R-représentation est petite). L'étude des
petites représentations est 'objet du §2.3.

Si W est une B:{R—représentation de Gk, il existe une extension finie L de K
contenue dans K telle que W est petite en tant que représentation de G =
Gal(K/L). Une notion de changement de base permet alors de ramener le
calcul des groupes d’extensions dans la catégorie des B;R—représentations au
cas des petites représentations. C’est ce qu’on fait dans le §2.4.

Dans le §2.5 enfin, on calcule ces groupes d’extensions. On montre que si
W1 et Wy sont des BJR—représentations, les Exti(Wl, Ws) sont des K-espaces
vectoriels de dimension finie, nuls si ¢ > 3 et Z?:o dimKExti(Wl,Wg) =0
(th.2.14). On dispose en outre (prop.2.16) d’une dualité parfaite

Ext' (W, Wa) x Ext? ™ (Wy, Wi (1)) = K

En outre (prop. 2.15), si W est un objet simple de la catégorie des B;R-
représentations, les Exti(C7 W) sont tous nuls sauf dans les cas suivants :

(i) W =C et i =0 ou 1, et chacun de ces deux K-espaces vectoriels est de
dimension 1,

(ii) W = C(1) et i = 1 ou 2, chacun de ces deux K-espaces vectoriels étant
encore de dimension 1.

2.1 — Bjp-REPRESENTATIONS ET K,o[[t]]-REPRESENTATIONS ; STRUCTURES
TANNAKIENNES

Le générateur choisi ¢ de Z,(1) correspond & une suite (™), ey ot 6™ € K est
une racine primitive p”-ieme de 'unité et ou (5(”“))1’ = (™ pour tout n. Si
p # 2, on note m; 'unique uniformisante du corps Q,[¢™V] telle que (7;)P~*+p =
0etv,(e™ —1—m) > p—zl ;i p=2, on pose m; = 2. Alors t = t/m; est
un élément de (Bjj,)% qui est encore une uniformisante de B,. L’anneau
Ko[[t]] des séries formelles en I'indéterminée ¢ s’identifie & un sous-anneau de
(B;FR)HK stable par 'k et, pour tout m € N, 'image de cet anneau dans
(Bm)"x = (Bip/t"Bip)' = (Bip/t"Bp)™ = (Bip)"* /t™(Bg)""
s'identifie & K [[t]]/t™ et est dense dans (B,,)"* (cf [Fo00], §3).

Soit W une BJ,-représentation. Alors WHx est un (Bj,)”%-module muni
d’une action semi-linéaire de I'c. Notons W7 la réunion des sous-K-espaces
vectoriels de dimension finie de WHx stables par I'. Cest un sous-K . [[t]]-
module stable par I'x de WHx .
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PROPOSITION 2.1 (cf. [Fo00], th.3.5 et 3.6 ®)). — Pour toute Bj,-représen-
tation W de Gx, WHK est un (BIR)HK -module de longueur finie, W1 un
Ko[[t]]-module de longueur finie et les applications naturelles

B @t yme W = W et Bip @y W — W

sont des isomorphismes.

Autrement dit, la correspondance W — W7 est de facon évidente un foncteur
de RepB(-;R (Gk) dans la catégorie Repg_ 1y (I'r) des Koo|[[t]]-représentations
de Tk (i.e. des Koo[[t]]-modules de longueur finie munis d’une action linéaire
et continue de T'x (3))). Ce foncteur est une équivalence de catégorie et le
foncteur Y — Yyp = BjR QK[ Y est un quasi-inverse.

Si Y7 et Y3 sont deux Ko [[t]]-représentations de G, le produit tensoriel Y7 ®
Y2 := Y] ®k._ Yo (attention : on ne prend pas le produit tensoriel au dessus
de Ko[[t]] !) est muni d’une action naturelle de T'. On en fait une K[[t]]-
représentation de I'x en posant, t(y; ®ys2) = ty1 @y +y1 @ tys quels que soient
y1 € Y] et yo € Y.

De la méme facon, le K-espace vectoriel Hom(Y1,Y2) := L (Y1,Y32) des
applications K.-linéaires de Y7 dans Y5 est muni d’une action naturelle de 'k .
On en fait une K [[t]]-représentation de T'x en posant (tn)(y) = tn(y) — n(ty)
pour tout n € Hom(Y7,Y3) et y € Y7.

On voit que l'on a ainsi muni Repg (') d'une structure de catégorie
tannakienne sur K, dont I'objet unité est K, muni de ’action tautologique de
'k = Gal(K/K).

Par transport de structure, Rep B, (Gk) devient une catégorie tannakienne
dont 'objet-unité est B;R QK. (1) Ko = C. Si Wi et Wy sont deux objets
de Repyy (Gx), Wi @ We = By @) (W] @ W) et Hi(W1, Wa) =

Bip @ H om(W{,W). On prendra garde & ne pas confondre Wy @ Wy
avec W1® g+ Wa et Hom(Wy, Wa) avec L5+ (W1, Wa) ; ces derniéres structures
dR dR
ne font d’ailleurs pas de Repg+ (G ) une catégorie tannakienne. Toutefois, si
dR

W1 et Wy sont des C-représentations, W1 @Ws = W1 QcWa et Hom (W, Ws) =
Lo (Wi, Wa).

Ezxercice : Si m,n € N, avec m > n, alors B,, ® B,, >~ @?:_Ole+n_1_2i(i).

(2) On prendra garde que dans [Fo00] les B;R—représentations de Gk et les
K [[t]]-représentations de T'x considérées ne sont pas supposées de longueur
finie, comme on le fait ici.

() Attention que K.o[[t] n’est pas complet pour la topologie induite par celle
de By ; et que K et les Koo[[t]]/(t") ne sont pas des banach.
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2.2 — CONNEXIONS ET GROUPES PRO-ALGEBRIQUES

Soient E un corps de caractéristique 0 et E[[t]] 'anneau des séries formelles en
une indéterminée t & coefficients dans E. Notons Qgg /g le module des E-

différentielles continues logarithmiques de E[[t]], autrement dit le E[[t]]-module
libre de rang 1 de base dt/t (base qui ne change pas si 'on remplace ¢ par At,
avec A € £%).

Si Y est un E[[t]]-module de longueur finie, une connexion V sur Y est une

application E-linéaire de Y dans Y @ g QIEO‘F[ 1]/ vérifiant la regle de Leibniz.

Se donner une application E-linéaire V de Y dans Y ® gy Qg[g[ H)/E revient a se
donner une application E-linéaire Vo : Y — Y (on pose V(y) = Vo(y) ® dt/t)
et V est alors une connexion si et seulement si Vq vérifie Vo (ty) = t(y+ Vo(y))
pour tout y € Y.

ProprosITION 2.2 (cf [Fo00], prop.3.7 et 3.8). — i) Pour toute K [[t]]-représen-
tation Y de I, il existe une et une seule connexton V surY qui a la propriété
que, pour tout y € Y, il existe un sous-groupe ouwvert ', de I'ic tel que, pour
tout v € I'c y,

v(y) = exp(log x(7)-Vo)(y)

it) Deuzr Ko[[t]]-représentations Y1 et Ya de T'ic sont isomorphes si et seule-
ment s’il existe une application K |[t]]-linéaire ¢ : Y1 — Y3 qui commute a
laction de V.

Remarquons que, si E est un corps de caractéristique 0, se donner un E[[t]]-
module de longueur finie muni d’une connexion V revient & se donner un E-
espace vectoriel de dimension finie muni de deux endomorphismes ¢ et V, avec
t nilpotent, vérifiant la relation Vot —tVy = t. C’est la raison pour nous pour
introduire la catégorie qui suit : on fixe une cloture algébrique E de E et on se
donne un sous-ensemble S du groupe additif de E stable par Gal(E/E) et par
la translation o — o + 1. On note Cg g la catégorie suivante :

— un objet est un F-espace vectoriel muni de deux endomorphismes Vg et t
vérifiant :

i) les valeurs-propres de V( dans E sont dans S,

ii) Pendomorphisme ¢ est nilpotent,

ili) on a Vot —tVo =1t ;

— un morphisme est une application E-linéaire qui commute a Vg et ¢.

On obtient ainsi une catégorie abélienne E-linéaire. La sous-catégorie pleine
Céﬁ p de Cs g dont les objets sont ceux qui sont de dimension finie sur E
s’identifie & la sous-catégorie pleine de la catégorie des E[[t]]-modules de
longueur finie munis d’une connection V dont les objets sont ceux pour lesquels
les valeurs propres de ’endomorphisme V du E-espace vectoriel sous-jacent
sont dans S.

Lorsque S est un sous-groupe de E, cette catégorie a une structure de catégorie
tannakienne neutre sur F :
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—le E-espace vectoriel sous-jacent au produit tensoriel X; ® X5 de X7 et X5 est
le produit tensoriel des E-espaces vectoriels sous-jacents, avec Vo(z1 ® x2) =
Vo1 ® 2 + 11 @ Voxg et t(z) @ 22) = tr) @ 22 + 21 @ Lo,

—le E-espace vectoriel sous-jacent au Hom interne Hom(X1, X5) de X; et X5
est L(X1, X3), avec Vo(n)(z) = Vo(n(z)) — n(Voz) et t(n)(x) = t(n(x)) —
n(tz),

—l’objet unité est ' avec Vg =1t = 0.

On prendra garde que si X7 et Xa sont deux objets de Ck’;E, le E[[t]]-module
sous-jacent & Xy ® Xo (resp. Hom(X1, X2)) n’est pas isomorphe en général a
X ®E[[ﬂ] X5 (resp. LE[[E]](XlaXQ))

Toujours lorsque S est un sous-groupe de E, la catégorie Cé) g est neutre et
s’identifie donc a la catégorie des représentations E-linéaires de dimension finie
du groupe pro-algébrique sur E qui est le groupe Cg g des ®-automorphismes
du foncteur fibre tautologique qui, a tout objet de Cé g, associe le E-espace

vectoriel sous-jacent. La sous-catégorie pleine de Cf; p dont les objets sont ceux
sur lesquels ¢ = 0 s’identifie a la catégorie des représentations FE-linéaires de
dimension finie d'un quotient Ts g de Cg g. En écrivant Vo = Vi + V§®, avec
ViV = V§VE, Vi nilpotent et V§° semi-simple, on peut identifier (cf. par
exemple [Fo00], §2.4) Ts g au produit du groupe additif sur E par le groupe de
type multiplicatif T¢'p dont le groupe des caracteres Hom( §E X E, Gm,ﬁ)
est S (avec laction de Gal(E/E) induite par l'action sur E).

La projection de Cg g sur Ts r admet une section canonique : elle s’obtient en
associant a tout objet X de Cg g, la représentation de Tg g dont le E-espace
vectoriel sous-jacent est X muni de la méme action de Vj, mais ou l'on fait
agir ¢ par 0.

Se donner une action du groupe additif G, g sur un E-espace vectoriel revient
a se donner un endomorphisme nilpotent de cet espace. L’action de ¢ induit
ainsi une action de G, g sur tout objet X de Cs g, ce qui définit un morphisme
de G4, dans Cs,g. On voit que ce morphisme identifie G, g au noyau de
la projection de Cg g sur Tg g, donc que Cg g est le produit semi-direct du
groupe pro-algébrique commutatif Tg g par le sous-groupe invariant G, g.
Pour voir I'action de Tg g sur G, g, on commence par vérifier que la relation
Vot —tVo =t équivaut en fait a V{jt = tV§ et Vit —tV§® =t. Ceci implique
que le sous-groupe de Tg g isomorphe a G, g opere trivialement sur G g.

b
L’inclusion de Z dans S fournit un morphisme Tsg — T p — T7'p = Gm,p
et on vérifie que Cg g s’identifie au produit fibré H xg,, , Ts &.

Soit Hg le sous-groupe de GLy g formé des matrices de la forme (2 1).

Pour tout objet X de Cg g, notons X{—1} l'objet de Cg g qui a le méme E-
espace vectoriel sous-jacent, avec la méme action de ¢, la nouvelle action de Vg
étant x — (Vo — 1)(z).
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PROPOSITION 2.3. — Soient E un corps de caractéristique 0 et E une cloture
algébrique de E. Soient S et S’ deux sous-ensembles de E stables par Gal(E/E)
et par la translation o — o+ 1.

i) Si X est un objet de Cs g, les Ext™(E, X) s’identifient, canoniquement et
fonctoriellement, aux groupes de cohomologie du compleze

(Cx) XL xiex S X{(-1)-0-0-0...
ou le premier terme est placé en degré 0, d°(z) = (tz,Vox) et d'(y,z) =
tz — Voy.

ii) Si S C S et si Xy et Xo sont deux objets de Cs, g, l'application naturelle
Exte, , (X1, Xo) — Exte (X1, Xp) est bijective pour tout n € N.

i) St SNS" =10, si X est un objet de Cs g et X' un objet de Cs/ g, on a
Exte, ., (X, X') =0 pour tout n.

i) Si S est un sous-groupe de E et si X1 et Xy sont deur objets de Cf;E
et si n € N, alors Extg,  (X1,X2) est un E-espace vectoriel de dimen-
sion finie, nul si n > 3 qui s’identifie (canoniquement et fonctoriellement)

a Exth)E(E,Hom(Xl,XQ)).
En outre, 2 _ (—1)" dimp Exte, (X1, X2) = 0.

n=0
Preuve : Remarquons que les ExtTCLS7 (£, X) sont les foncteurs dérivés du fonc-
teur I' : Cs,p — Vecty qui envoie X sur Home, ,(E, X). L’assertion (i) peut
alors se voir :

- soit en notant Cg;—o, £ la sous-catégorie pleine de Cg g formée des objets sur
lesquels £ = 0, en remarquant que I' = I'y o I'y o I'y : Cs g — Cs—0,5 est le
foncteur qui envoie X sur X;—o tandis que I'; est la restriction & Cg—o,z de
I', et que le complexe (Cx) est le complexe simple associé au complexe double

0 - X 5 X{-1} - 0 - ... - 0 —
Vo Vo
O—>Xi>X{—1}—>0—>...—>0—>

— soit en remarquant que la correspondance X — Cx est un foncteur exact de
la catégorie Cg g dans la catégorie des complexes bornés a gauche de E-espaces
vectoriels, qui définit donc un J-foncteur (ou foncteur cohomologique) dont le
HO est ce que I'on veut et dont on vérifie facilement qu’il est effacable.

Le fait que Ext¢, (X1, X>2) s'identifie a Extg,  (E, Hom(X1, X2)) est un
résultat standard valable dans n’importe quelle catégorie tannakienne. Les
autres assertions résultent immédiatement de (i). O

Le groupe Gal(E/E) x Z agit sur le sous-ensemble S de E stable par Gal(E/E)
et par la translation & — a+1 (qui définit Iaction du générateur 1 de Z sur S).
La proposition ci-dessous montre que, si O(S) désigne l'ensemble des orbites
de E sous l'action de Gal(E/E) x Z, on a une décomposition canonique de tout
objet X de Cs g

X = ®acos)X ()
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ol X4 est le plus grand sous-objet de X pour lequel toutes les valeurs propres
de Vg sont dans A.

Pour tout objet X de Cs g et tout i € Z, notons X(; le sous-espace car-
actéristique correspondant a la valeur-propre i de V. Il est muni d’une filtra-
tion croissante par des sous F-espaces vectoriels

0 == X(i,fl) C X(i,()) C.. .X(i’nfl) C X('L,n) cC...C X(z)

définie inductivement en posant X(; ,,) = {z € X | Vo(x)—iz € X(; ,_1)}, pour
tout n € N. Si X est dans Cf;E, on an a X(;) = X(;,) pour n suffisamment
grand. L’assertion suivante est immédiate :

PROPOSITION 2.4. — Soit S un sous-ensemble de E contenant 0, stable par
Gal(E/E) et par la translation o — o + 1. Soit X un objet de CQE et soit
Xy = icn Xy Alors Xz est stable par Vg et t. C’est le plus grand sous-
objet de X qui est dans Cg g et c’est un facteur direct de X. Pour tout n € N,
Dapplication naturelle ExtgsyE (B, X(z)) — Extc, ,(E,X) est un isomorphisme

]
Remarquons également que le complexe (C X(Z)) se décompose en une somme
directe de complexes

(Cx.i) Xy — Xy @ Xy = Xy 2 0—-0—-0...

avec d°(z) = (tx,Vo(x)) et d*(y,2) =tz — (Vo — 1)(y).

PRrROPOSITION 2.5. — Soit X un objet de Cs k.
i) Les Extg,  (E,X) s’identifient canoniquement et fonctoriellement auz
groupes de cohomologie du complexe

(CX,O) X(o) —>X(1)EBX(0) —>X(1) —0—0—0...

(avec d°(z) = (tx,Vo(z)) et d*(y,2) =tz — (Vo — 1)(y)).

ii) Soit E' l'objet de Cs g dont le E-espace vectoriel sous-jacent est E lui-
méme, avect =0 et Vo =idg. Alors EXt(Q:SYE (E, E') est un E-espace vectoriel
de dimension 1 et, pour 0 < n < 2, le cup-produit induit une dualité parfaite

Ext¢, , (B, X) x Extg_" (X, E') — Ext¢,  (E, E')

Preuve : L’assertion (i) résulte de ce que, pour i # 0, le complexe Cx ; est
acyclique puisque Vj est bijectif sur X(;) et Vo — 1 est bijectif sur X;1).
Compte-tenu de (i), le fait que Ext2 . (B, E') est de dimension 1 est immédiat.
Le reste de Passertion (ii) résulte de ce que, si X’ = Hom(X, E’), le complexe
Cx o s’identifie au dual, convenablement décalé, du complexe Cx . O
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Soit e € HY(Cx,0). 1l est facile de décrire explicitement une extension Y de
E par X dont la classe est ¢ : si (b,c) € Z1(Cx ) représente €, alors, en tant
que E-espace vectoriel Y = X @ E. Si (z,A) € Y, on a t(z,\) = (tx + A\b,0)
et Vo(z,\) = (Vo(z) + Ac,0). En particulier, on voit que cette extension est
scindée, en tant que suite exacte de E[[t]]-modules, si et seulement si I’on peut
choisir le représentant (b, ¢) pour que b = 0.

Si X; et X5 sont des objets de CAJ;E, on note ExtéSEyo(Xl,Xg) le sous-

F-espace vectoriel de Extg . o (X1,X2) qui classifie les extensions de X; par
X2 qui sont scindées en tant qu’extensions de FE[[t]]-modules. Rappelons
que le E[[t]]-module sous-jacent & H[(X1, X2) ne s’identifie pas en général
a Lg (X1, X2). Cependant, on vérifie sans peine que lorsque I'on iden-
tifie ExtéS,E(Xl,Xg) a ExtéS‘E(E,HZII(Xth)), le sous-E-espace vectoriel
Exte, , (X1, X2) s'identifie & Exte, , o(E, Hai(X1, X2)). Le calcul de ce Ext'

se ramene donc au calcul de ExtéS_E’O(E7X) pour X objet de Cé,E' Mais ce
qu’on vient de faire nous montre que, si X(gy,;—o désigne le noyau de I'appli-
cation X (g) — X(1) induite par la multiplication par ¢, ce groupe s’identifie au
H' du sous-complexe de Cx o

\%
X(0),t=0 — X(0).4=0

On a donc :

ProrosiTiON 2.6. — Soit X un objet de CAJ;’E. On a une suite exacte
v
0 — Homeg , (B, X) = X(0) 40 ~— X(0).0=0 — Ext¢, , o(E, X) =0

et dimpg EXtés,E,o(E>X) = dimg Home, , (E, X).
g

Le corps E((t)) des séries formelles en ¢ a coefficients dans E a une structure
naturelle d’objet de Cz g, avec Vo(Y a;t’) = > ia;t'. Tout idéal fractionnaire
de E[[t]], en particulier E[[t]] lui-méme, est stable par t et V.

ProrosiTION 2.7. — Soit X un objet de Csi,E' On a une suite exacte
v
0 — Home, , (E[[t]], X) — X (o) ~ X (o) — Ext¢,  (E[[t], X) — 0
En particulier les E-espaces vectoriels Home, , (E[[t]], X) et ExtéS,E (E[[t], X)

ont la méme dimension finie et Homeg ., (E[[t]], X) = X(0,0)-

Preuve : Se donner une application E[[t]]-linéaire de E[[t]] dans X revient
a se donner l'image x de 1 dans X qui peut étre n’importe quel élément.
L’application ainsi définie commute a Vg si et seulement si Vo(z) = 0. D’ou
HOHICS’E(EHI]LX) = Ker (X(O) E>XV(0)) = X(O,O)~
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Soit Y une extension de E[[t]] par X. L’élément 1 € E|[[t]] est dans le sous-
espace propre associé a la valeur-propre 0 de V et on peut choisir un relevement
e de 1 dans le sous-espace caractéristique de Y associé a la valeur propre 0. On
doit avoir a = Vo(e) € X(g). Si 'on change le relevement de 1 en choisissant
¢ =e+wx avec x € X, on a Vo(e') = a + Vo(x) et I'image de a dans
Coker (X (q) %X (0y) ne dépend pas du choix du relevement. On a ainsi défini
une application de Ext} o5 (P[], X) dans ce conoyau. On vérifie sans peine
que c’est un isomorphisme. O

ProposiTiON 2.8. — Soit X un objet de Cg’E, Notons X (_yy le plus
grand quotient de X(_yy sur lequel l'action de Vo est semi-simple. Alors
Homeg , (X, E((2))/E[[t]]) s’identifie au E-espace vectoriel des applications E-
linéaires de X (_yy dans le sous-E-espace vectoriel de E((t))/E[[t] engendré
par limage de t='. C’est un E-espace vectoriel de dimension finie égale a celle
de X(,l,o).

Preuve : La deuxiéme assertion résulte de la premiere puisqu’alors la dimension
de Homeg (X, E((2))/E[[t]]) est égale a celle du plus grand quotient de X(_y
sur lequel 'action de V( est semi-simple et que cette dimension est aussi celle
du sous-espace propre associé a la valeur propre —1.

Montrons la premiere assertion. Comme les valeurs propres de V( agissant sur
E((t))/E|[t]] sont dans Z, on a

Home; (X, E((2))/E[[t]]) = Home ,,(Xz, E((¢))/E[[L])

et on peut supposer que X = X(z). Comme l'action de V¢ sur E((t))/E[[t]]
est semi-simple, tout morphisme de X dans E((t))/E[[t]] se factorise a travers
le plus grand quotient de X sur lequel ’action de V( est semi-simple ; on peut
donc supposer que l'action de Vg sur X est semi-simple et écrire X = ®;ez X (),
olt les X(;) sont des E-espaces vectoriels de dimension finie presque tous nuls,
Vo étant la multiplication par ¢ dans X(;y et ¢ étant une application E-linéaire
qui envoie X(;) dans X4 1).

Pour tout m € Z, F™X = ®;>, X(;) est un sous-objet de X. Les (F"X)nez
définissent une filtration décroissante, exhaustive et séparée de X par des sous-
objets de Cs g. Pour tout m, le quotient F™X/F™T1 X s’identifie & X(m), avec
Vo = la multiplication par m et ¢t = 0.

Par dévissage, il suffit d’établir le lemme suivant :

LEMME 2.9. — Soit m € Z et soit X un E-espace vectoriel de dimension finie,
muni d’une structure d’objet de Cs g définie par Vo(x) = mz et tx = 0, pour
tout x € X.

i) Si m = —1, alors Homeg (X, E((t))/E[[t]]) s’identifie au E-espace vecto-
riel des applzcatzons E-linéaires de X dans le E-espace vectoriel engendré par
limage t_y de t=* dans E((t))/E[[t]]),

i) sim # —1, on a Home, (X, E((t))/E[[t]]

(t =
1) sim # 0, on a ExtCS’E(X,E((t))/E[[ = 0
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Preuve : On voit que le noyau de ¢ dans E((t))/E|[[t]] est aussi le sous-espace
propre associé a la valeur-propre —1 et que c’est le F-espace vectoriel de di-
mension 1 de base t_1. Les assertions (i) et (ii) sont alors évidentes.

Soit maintenant ¥ un objet de Cg g, extension de E((t))/E][t]] par X. Pour
tout entier r > 1, soit Z, le sous E[[t]]-module de E((t))/E[[t]] engendré par
Iimage t_,. det™" et soit Y, 'image inverse de Z,. dans Y. Alors Y est la réunion
croissante des Y, et il suffit de vérifier que, pour tout entier r > sup{0, —m},
la suite

0—-X—=Y.—-2.—0

admet un unique scindage. Comme Vo (t_,) = —rt_, et, comme —r n’est pas
valeur-propre de Vj agissant sur X, il existe un unique relevement e_,. de ¢_,
dans Y, tel que Vy(e_,.) = —re_, et il suffit de vérifier que ¢"e,, = 0. A priori,
on at'e_,. =x € X, mais on doit avoir Vy(t"e_,) = rt"e_,. + t"Vo(e—,) = 0,
ce qui implique x=0 puisque Vo(z) = ma est différent de 0 si z # 0. D’ou
(iii). O

2.3 — PETITES REPRESENTATIONS

Soit C une catégorie abélienne. Une sous-catégorie épaisse de C est une sous-
catégorie pleine stable par sous-objet, quotient, somme directe (c’est donc en-
core une catégorie abélienne) et extension.

Pour tout sous-groupe S de K stable sous I’action de G g, introduisons la sous-
catégorie pleine RepB;WS(GK) de RepBIR (Gk) dont les objets sont les W tels
que les valeurs-propres de Vj - vu comme un endomorphisme du K -espace
vectoriel sous-jacent & W7 - sont dans S. C’est une sous-catégorie tannakienne
épaisse de RepB;R(GK).

Soit O I’anneau des entiers de K. On dit qu'un élément a € K est K -petit s’il
est dans K et si alogx(g) € 2pOk pour tout g € Gi. Les éléments K-petits
forment un idéal fractionnaire ax de 'anneau des entiers O de K contenant
Og. On dit qu’une B;R—représentation W de Gk est petite si c’est un objet

de Repg+ .. (Gk). Pour tout a € K, il existe une extension finie L de K
dR’

contenue dans K telle que o est L-petit ; pour toute extension finie L’ de L
contenue dans K, « est alors a fortiori L'-petit.

Soit X un objet de la catégorie C£K7K. L’endomorphisme ¢ permet de mu-
nir le K-espace vectoriel sous-jacent & X d’une structure de K|[[t]]-module de
longueur finie. On fait agir G sur X via son quotient I'x en posant, pour
tout v € I'k et tout = € X,

v(x) = exp(log x(7)-Vo)(z)

Cette action est semi-linéaire relativement & ’action naturelle de 'y sur K[[t]],
ce qui nous permet, par extension des scalaires, de munir le B;R—module de
type fini Ryr(X) = BIR @Kkl X d'une action de Gk qui en fait une BIR—
représentation de Gg. On peut considérer la correspondance Ryr comme un
foncteur de C£K7K dans RepB;R(GK).
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ProposiTION 2.10. — Le foncteur Ryg : Cg:K x — Repg+ (Gk) est pleinement
’ dR
fidéle et son image essentielle est la catégorie Repg+ (Gk) des petites Bc'l"R—
dR>
représentations de G .
Preuve : Pour tout objet X de CE{K’K, il est clair que X C (R4r(X))/ et on en
déduit que (Rqr(X))’ s'identifie & Koo[[t] ® (i) X = Koo ®x X, Papplication
Vo sur (Rgr(X))! étant 'extension par Ko.-linéarité de I’application Vg sur
X. En particulier, Rgr(X) est un objet de Repg+ , (Gk).
dR
Lemve 211, — Soit W un objet de Repg+ (Gk), Vo le Ky-endo-
dR’
morphisme de WY qui lui est associé (cf. prop.2.2) et soit

sOK

Wi ={z € W/ | y(2) = exp(log x(7).Vo)(x), pour tout € T} .

L’application Koo-linéaire Koo Q¢ wi = K [[t]] @k W;i — W/, déduite

par extension des scalaires de l'inclusion de W}; dans W1, est un isomorphisme

Le lemme implique la proposition puisqu’on voit que le foncteur W — W}; est
un quasi-inverse du foncteur Rypg.

Prouvons le lemme : Soient d’abord W une B;R—représentation arbitraire
et 6 € Tg. Siy € W et si v € T'x est suffisamment petit, on a
Y(y) = 670 (y) = d(exp(logx(7)-Vo)(6~'(y))) = exp(log x(7)-6Vod ") (y).
L’unicité de Vg implique donc que Vyd = 6Vy.

Supposons maintenant que W est un objet de Repg+ aK(GK)' Soient
dR’

Y1,Y2, - - -, Y, des éléments de W/ qui 'engendrent en tant que K [[t]]-module.
Pour chaque y;, choisissons un I',, comme dans la proposition 2.2, soit I

l'intersection des 'k, et K/ = KCI:OK.
Soient p™ = (T'k : Ik ) et o un générateur topologique de 'k, de sorte que

a) le corps K’ est 'unique extension de degré p™ de K contenue dans K,

b) tout élément de I'k s’écrit d’une manitre et d’une seule sous la forme g o)

avec 7() € Zy,

c) siy € 'k, alors v € T si et seulement si p™ divise 7(7).

Pour 1 <i < h et tout v € I, on a v(y;) = exp(log x(7).Vo)(y:). Soit X' le
sous-K”[[t]]-module de W/ engendré par les 7§'y;, pour 0 < m < p" et 1 < i <
h. C’est un sous-K’-espace vectoriel de dimension finie de W/ stable par I'g.
Comme 6V = V6, pour tout § € Tk, on a y(x) = exp(log x(7)-Vo)(x) pour
tout v € I' et tout x € X'.

Par construction, X’ contient une base {ej,es,...,eq} de W/ sur Koo. Si
z € W', on peut écrire z = 2?21 a;e;, avec les a; € K. Pour tout v € T,
on a y(x) = > v(a;)y(e;) ; si x € X', on a aussi y(z) = > a;y(e;), d’ott on
déduit que a; € K’ pour tout ¢ ; donc {eq,es,...,eq} est aussi une base de X’
sur K’ et 'application naturelle

Koo[[t] @5 X' = Koo @10 X' — W/
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est un isomorphisme.

Considérons 'automorphisme 7 = exp(log x(79).Vo) du K’-espace vectoriel X’.
Pour tout vy €', onanoy=~von

Pour tout v € T'k, notons p(y) € GLy(K') la matrice dont la j-itme colonne
est formée des composantes de y(e;) sur la base {e1, eq,...,eq}. Cette matrice
commute avec la matrice A de 'endomorphisme 7 dans la méme base. Si, pour
tout v € 'k, on pose po(y) = p(7)A~"), on voit que po(v) ne dépend que de
I'image de v dans Gal(K'/K) et que ’application de Gal(K’/K) dans GL4(K")
ainsi définie est un l-cocycle. La trivialité de H'(Gal(K’'/K),GL4(K')) im-
plique que, quitte a changer la base, on peut supposer que py = 1. Mais alors
les e; sont dans W]f( et le méme argument que celui que 'on a utilisé pour
prouver qu’ils forment une base de X’ sur K’ montre qu’ils forment aussi une
base de W}; sur K. Le lemme en résulte. O

Soit Ok lanneau des entiers de K. Pour tout o € K qui est K-petit,
on note x(® : Gg — O% T’homomorphisme continu défini par x()(g) =
exp(alog(x(g)). On note Og{a} le Og-module libre de rang 1 qui est Ok
lui-méme sur lequel on fait agir Gx via le caractere x(®). Enfin pour tout
Og-module M muni d’une action Og-linéaire de Gk, on pose M{a} =
M ®0, Og{a}. Pour tout i € Z, x' = xD(w)’, ot w : Gx — Z} est le
caractere d’ordre fini qui donne 'action de G sur les racines 2p-iemes de 1 ;
il en résulte que C{i} est isomorphe, non canoniquement, a C'(4).

Si a est K-petit, comme C{a} est de dimension 1 sur C, C{a} est un objet
simple de la catégorie des B;R—représentations ; comme 'opérateur Vo (W) est
la multiplication par a, C{a} est une petite BJR—représentation.

ProposiTION 2.12. — L’application qui ¢ o € ax assocte la classe d’isomor-
phisme de C{a} définit une bijection de ’ensemble des éléments K -petits sur
celui des classes d’isomorphismes d’objets simples de la catégorie des petites
B;R—représentations de Gk .

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente. O

Remarque : Notons ax l'ensemble des orbites de ax sous laction de Z (ou 1
agit par la translation @« — a+1). La décomposition canonique de tout objet de
Cs.z en somme directe indexée par les orbites de S sous I'action de Gal(E/E)
induit, via le foncteur Ryg, lorsque l'on prend S = ag, une décomposition
canonique de toute petite représentation

W =®aca, Wa

ou (avec les notations du lemme 2.11) W4 = RdR((W}f{)(A)) est la plus grande
Sous—B;R—représentation de W telle que les valeurs propres de Vo sur Wy)f
sont dans A. En particulier Wz correspond a la plus grande représentation
pour laquelle les valeurs-propres de V sont dans Z.
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2.4 — CHANGEMENT DE BASE

Soit L une extension finie de K (la discussion qui suit reste valable en rem-
placant K par n’importe quel corps). Soit C une catégorie tannakienne sur K.
Rappelons (cf. par exemple [DM82], p.155) que l'on peut définir la catégorie
tannakienne Cy, sur L déduite de C par I'extension des scalaires K — L : Un
objet de C, peut étre vu comme un couple (X, p) formé d’un objet X de C et
d’un homomorphisme de K-algebres p : L — End¢(X) ; les morphismes sont
les morphismes des objets de C sous-jacents qui sont L-linéaires. La structure
tannakienne se définit facilement ; on peut fabriquer 'objet-unité (1¢, , po) de
Cr en prenant 1¢, = (1¢)?oud = [L : K] et pour pg : L — M4(K), anneau des
matrices carrées & d lignes et d colonnes & coefficients dans K, un plongement
arbitraire. Le foncteur de restriction des scalaires

Res:Cp — C

est le foncteur qui envoie (X, p) sur X. C’est un foncteur additif exact et fideéle
qui a un adjoint a gauche, le foncteur d’extension des scalaires

Ext:C — Cp

qui envoie W sur Wi, = (1¢, ® X, po ® id).

Si X et Y sont deux objets de C, pour tout i € N, I'application naturelle
L ® Exte(X,Y) — Extg, (Xr,Yr) est un isomorphisme. Lorsque I’extension
L/K est galoisienne, le groupe Gal(L/K) agit sur ExtéL (X1,Y1) et Exth(X,Y)
s'identifie & Ext, (Xp,Yy,)GI(L/50,

Notons Bj,[Gk] le Bj,-module libre de base les g € Gg. On le munit d'une
structure d’anneau non commutatif contenant B;R en décrétant que la multi-
plication de deux éléments de Gi est celle qui est donnée par la loi de groupe
et que g.b = g(b).g, si b € BIR et ¢ € Gk (ce n’est donc pas lalgebre de
groupe usuelle, I’anneau BjR n’est pas contenu dans le centre de BIR[GK]).
La catégorie des B;R-représentations de Gk s’identifie, de maniere évidente a
une sous-catégorie pleine de la catégorie des BJR[G K J-modules & gauche.

Soit L une extension finie de K contenue dans K. L’anneau B, [G ] s'identifie
a un sous-anneau de Bj[Gk]. La restriction des scalaires de BJn[GL] &
BJR[G K| et Vextension des scalaires dans l'autre sens induisent des foncteurs
adjoints a gauche 'un de I'autre

L . K .
Ry - RepB;rR(GK) — RepB;R(GL) et Iy : RepBIR(GL) — RepB;R(GK)
On remarque que, si ¢g1,92,...,9q désigne un systéeme de représentants des

classes a gauche de G suivant G, et si X est un B:{R[G r]-module & gauche,
tout élément de IXX = BI,[Gk] ® 5+ (G X s'écrit d’une maniére et d’une
dR

d
seule sous la forme 22:1 g; ® x; avec les x; € X.
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Soit Repg+ (G )r la catégorie déduite de Repg+ (Gi) par I'extension des
dR dR
scalaires K — L. On dispose de foncteurs

P/ : Reppy (Gr)r—Reppt (Gr) et Wik i Repgy (Gr)—Repgr (Gr)r

Si (W, p) est un objet de Repg+ (Gr)r, ®r/x(W,p) est le plus grand sous-
dR

B(J{R—module de W sur lequel les deux structures données de L-espace vectoriel

coincident :

@/ k(W,p) ={we W | p(A)(w) = Aw pour tout A € L}

qui est bien sir stable par Gp. Si X est un objet de RepB;R(GL), alors

Uk (X) = Ik X, p), avec p(A) (30 g @ i) = 3 i ® Az;.

ProposITION 2.13. — Le foncteur ®p, : Repg+ (Gx)r — Repg+ (GL)
dR dR

induit une ®-équivalence entre ces deux catégories tannakiennes et Vp
RepB;rR(GL) — Rezde+R (Gk)L est un quasi-inverse.

Preuve : C’est immédiat. O

Remarque : Dans cette correspondance, ’extension des scalaires correspond a la
restriction de ’action du groupe de Galois tandis que la restriction des scalaires
correspond a l'induction : on a des identifications évidentes de foncteurs

bk 0 Ext = Rf( et Reso W k :If

COROLLAIRE. — Soit L une extension finie galoisienne de Gr. Soient W' et
W' deux Bl,-représentations de Gg. Pour tout i € N, Ext’, (W W

dR ] BdR[GK]
s’identifie a (Ext’,+ (W W) GallL/K) - on q

BdR[GL] .
: 7 1 N : (2 " !

dimg ExtB;R[GK](W , W' =dimg, EXtBjR[GL](W W,
Preuve : Par définition, EthBjR[GL](W/Iawl) — EXtiBIR[GL](R%WHvR%W/)
D’ou, avec des notations évidentes,

ExtiB;R[GL](W”, W’ = ExthIR[GL](@L/K(Ext(W”)), Ok (Ext(W))) =
EXtZB:R[GK]L (Ext(W”)’ Ext(W/)) =L QK EXtZBIR[GK] (W”7 W/)

et la proposition s’en déduit. O

2.5 — CALCUL DES Ext" DANS LA CATEGORIE DES Bj,-REPRESENTATIONS

Soit W une Bggr-représentation. Pour tout ¢ € Z, posons W(; 1) = 0, et
définissons inductivement, pour tout n € N le K-espace vectoriel W(; ,,) par

Wiimy ={w e W |g(z) — @ (9)(x) € Wi; 1y pour tout g € G}
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Posons aussi W(;) = UnenW(; ). On voit tout de suite que I'application na-
turelle de Ko @k W(;) dans W est injective et identifie Ko ®x Wi (resp.
Ko @K Wi 0)) au sous-espace caractéristique (resp. propre) de W/ associé a
la valeur-propre i. En particulier Wz) = ®;czW(;) a une structure naturelle
d’objet de la catégorie C£K et, avec les notations du §2.2, on a (Wz);y = Wy
et Wz)un) = Wan ;5 la BjR—représentation Rair(Wzy) = B;{R Rk Wz
s’identifie a la plus grande sous-représentation de W qui est dans I'image essen-
tielle de la restriction & ng x du foncteur Rqpg ; c’est un facteur direct de W.

Remarque : On peut trouver plus naturel de considérer les sous-K-espaces vec-
toriels W;,, pour ¢ € Z et n > —1 définis inductivement par W; _; = 0 et
Win ={w e W | g(x) — x(9)(z) € W, 1 pour tout g € Gg}. Si m, est
comme au §2.1, de sorte que t = mt, on voit que W;,, = W%.W(im) et W, =
T W(s) 5 en particulier, dimgx Wi, = dimg W; ) et dimg Wy = dimg Wy, Si
Wy = ®iezW;, Wz est un sous-K [[t]]-module de B;R stable par G et 'ap-
plication naturelle B;‘R Qk(e) Wz — W est injective et a méme image que
BjR k() Wez)- On observe que W; n’est fixe par Hx = Gal(K/K) que si
et seulement si W; = W(;, ce qui équivaut a e K.

Si Wi et Wy sont des B;R—représentations, on note Ext}3+ (Cx] O(Wl,Wg) le
dR ?

Ly (W7, W) qui classifie les extensions qui sont scindées

B .[Gk]

en tant qu’extensions de B;R—modules.

sous-groupe de Ext

THEOREME 2.14. — A) Soient Wy et Wy deux B;R—représentations. Les K-

espaces vectoriels Ext33+ [GK](Wl’ W) sont de dimension finie, nuls pour i > 3
dR
et "
2 .
‘_E O(—l)Z dlmK EXtZB:R[GK](Wl’ Wg) =0.

B) Soit 9 un générateur topologique de Tk = Gal(Ky/K) et soit W une
B;R-représentation.

i) Les EXt%;R[GK](O, W) s’identifient, canoniquement et fonctoriellement, auz
groupes de cohomologie du complexe

W(O) HW(I)@W(O) *)W(l) —0—0...

avec d°(z) = (tz, (o — 1)(2)) et d'(y,2) =tz — (X" (v0)70 — V() ;
i1) on a une suite exacte

Yo—1 1
0— HomBIR[GK](C’ W) — Wo),t=0 Yo, Wo),t=0 — EXtB;’R[GKLO(C’ W)—0
- 1
En particulier, HomBj{R[GK}(C’ W) et EXtBIR[GK],O(C’ W) sont des K-espaces

vectoriels de méme dimension finie égale a celle du noyau de la multiplication
par t sur W0y ;
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i11) on a une suite exacte

-1
0 — Hompg 1,1 (Bis W) — Wio) 2= Wio) = Extpy o (B, W) = 0

ar|GK]

- + _ 1 +
En particulier HomBIR[GK](BdR,W) = W0 et ExtB;R[ B, W) est un

K -espace vectoriel de dimension finie égale a celle de W oy ;
iv) le K-espace vectoriel H01rnBIR[GK](VV7 Bir/Bj) s’identifie au dual du plus
grand quotient de W(_1y sur lequel l'action de Vo est semi-simple ; il est de
dimenson finie égale a celle de W(_; ).

Preuve : On peut (cor. a la prop.2.13) remplacer K par une extension finie
galoisienne, ce qui nous permet de supposer que les BJR—représentations qui
interviennent sont petites. Comme la catégorie des petites représentations
est une sous-catégorie épaisse de celle de toutes les B;R-représentations, on
peut calculer les Ext® dans la catégorie des petites représentations et utiliser
I’équivalence entre cette catégorie et C;CK) 5 (prop.2.10). .
Montrons (Bi). Si W = R4r(X), d’apreés la proposition 2.5, les Exte_  (C, W)
sont les groupes de cohomologie du complexe

(Cx,0) Xy = X1) ® Xy = Xq) 2 0—-0—-0...

les différentielles étant « — (tx, Vo(z)) et (y,2) — tz — (Vo — 1)(y)) que l'on
peut réécrire x — (tx, Nx) et (y,z) — tz — Ny, si 'on pose N = Vg sur W
et N =V —1sur W_y). On remarque que N est nilpotent sur chacun de ces
deux K-espaces vectoriels. On remarque aussi que W) = X gy et W(1) = X(y).
Choisissons un relevement gy € Gg de vy et posons ¢ = logx(go). Clest
un élément non nul de l'idéal de Z, engendré par 2p qui ne dépend pas du
choix du relevement. Sur W) comme sur Wy, on a exp(cN) = Nu, ou
u=c+ ;—2!N + %—S!NQ +...+ S N1 4 .. est un automorphisme qui commute
a N. On a aussi (tN)(z) = (Nt)(z) pour tout x € W.

Sur Wy, on a (vo — 1)(z) = exp(cN)(z) — 2 = Nu(z) ; sur W), on a
(XY (70)70 — 1)(y) = (exp(—c) exp(e(id + N)(y) — y = Nu(y). On a alors un
diagramme commutatif de complexes

Xo = Xp®Xe — Xy — 0 — 0
l ! ! l !
Wo — WoyeWe — Wug — 0 — 0

ou les fleches verticales sont successivement a — a, (b,¢) — (b,u(c)) et d —
u(d). Comme ce sont des isomorphismes, ces deux complexes sont isomorphes.
D’ou (B ).

De la méme maniere, les assertions (B ii), (B iii) et (B iv) sont la traduction
dans le langage des B;R—représentations des propositions 2.6, 2.7 et 2.8.
Comme C' est 'objet-unité de la catégorie tannakienne RepB;R(GK), le K-es-

(W1, W3) s’identifie & Ext’ (C, Hom(Wy, Wy))

. i
pace vectoriel Ext’ [ B, [Gx]

;er Gk]
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(attention c’est le hom interne pour la structure tannakienne déduite par trans-
port de structure de celle de CfK,K) et assertion (A) résulte de (B i). O

Rappelons que B,, = B;R/thjR = BJR/L"LB;R. Ona By =0, Bl =C et
pour tout m une suite exacte

0— Bn(l) = Bpy1 —C —0

En particulier By est une extension de C par C(1). On remarque que
la B;R—représentation B, est indécomposable (c’est déja un B:{R—module
indécomposable), que (B,,)f = K.[[t]]/t™ et que les valeurs propres de V
sont les entiers ¢ vérifiant 0 <47 <m—1, (Bm)(,0) = (Bm) iy étant le K-espace
vectoriel de dimension 1 engendré par 'image de t*.

Notons Z,[logt] I'anneau des polynémes a coefficients dans Z, en une indé-
terminée logt. On munit cet anneau d’une action de G compatible avec sa
structure de Zy-algébre en posant g(logt) = log(x(g)) + logt. Cette action
se factorise & travers I'y = Gal(K/K). Remarquons que cet anneau peut
étre défini intrinséquement : si t’ = at, avec a une unité p-adique, on identifie
Zpllogt] & Zy[logt'] en posant logt’ = loga + logt. Remarquons aussi que si
I’on prolonge le logarithme a K" en convenant que logp = 0, on peut identifier
logt & logt (on a t = mt et log(m) = 0). Pour tout m € N, on note T,
le sous-Z,-module de Z,[logt] formé des polynémes de degré < m. On pose
Cm = C ®z, T,. Cest donc une C-représentation de dimension m.

On voit que (C,,)f s’identifie & K ®z, Tim, que la seule valeur-propre de V
est 0 (en particulier C,, est une petite représentation) et (Cp,)(0) = K ®z, T,
lopérateur V étant la dérivation par rapport a logt. En particuler C,, est
indécomposable.

Pour tout m € N, on a une suite exacte

0—-Cpn—Chny1 —>C—0

la projection de Cy,41 sur C étant 'application Y.;"  ¢;(logt)" — cyp,.

ProrosiTiON 2.15. — Soit W un objet simple de la catégorie des B;‘R—repré—

sentations.

A-0Ona Exté[GK](C’, W) = Ext}w e (C,W) = 0 sauf si l'on est dans 'un
arlGx]

des deuz cas suivants (qui s’excluent mutuellement) :

i) W ~C ; alors Extlc[GK}(C, C)= EXt}B,Jr Gl (C,C) est un K-espace vectoriel
dR

de dimension 1, avec pour base la classe de Co = C @ C'logt.

it) W ~ C(1) ; alors Exté[GK](C,C(l)) =0 et Ext]l3+ © ](C’,C’(l)) est un
ARV K

K -espace vectoriel de dimension 1, avec pour base la classe de Bs.

2 _ - . 2
B-0Ona EXtBjR[GK](C7 W) =0 sauf si W ~ C(1) ; alors EXtB;’R[GK](C’ C(1))
est un K-espace vectoriel de dimension 1 admettant comme base la classe cgong
de la 2-extension

0—>C(1>—>Bgi>02—>0—>0
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(ot d est le composé de la projection canonique de Bs sur C avec linclusion
de C dans C3). La classe de

0= C1) = Co(1) LBy »C =0

(o d' est le composé de la projection canonique de Co(1) sur C(1) avec
Vinclusion de C(1) dans Ba) est —cCtond-

Preuve : On a Wy = 0 sauf si W ~ C et W(y) = 0 sauf si W ~ C(1).

L’assertion (B) du théoréme précédent implique donc que Ext', (Gx (C, W) =
dR

0 pour tout n € N si W n’est ni isomorphe a C, ni isomorphe & C(1). Comme

Exté[GK](C’, W) C EXtIIB:{R[GK](C’ W), on a aussi Exté[GK](C’, W) =0.

SiW =C, les Ext™ (C,C), sont les groupes de cohomologie du complexe
BirlGx]
K%K - 0—-0—...
Par conséquent, Ext? (C,C) = 0 et Ext? (C,C) est un K-espace

Bl.[GKk] Bl.[GK]
vectoriel de dimension 1. Comme ’extension

0—-C—-Cy—-C—0

est non scindée, la classe de Cs engendre ce K-espace vectoriel. Comme

Cy est une C-représentation, cette classe appartient a Exté[c K](C', C) et
1 _ 1

Si W = (C(1), lassertion (B) du théoreme 2.14 implique la nullité de

Ext};[GK](C,C'(l)), tandis que les Ext” ](C,C(l)), sont les groupes de

Bl [Gk
cohomologie du complexe

O—)K.ziK.ﬁﬁO—ﬂ)—)...

. 1 2
Les K-espaces vectoriels ExtB;R (Gx (C,C(1)) et ExtB;R[GK] (C,C(1)) sont donc

tous deux de dimension 1. Comme ’extension
0—-C(1)» By, —C—0

est non scindée, sa classe engendre Ext}3+ [GK](C, C(1)).
dR

Mais cette suite exacte induit la suite exacte

1 1 2
EXtBIR[GK] (07 BQ) — EXtB;.R[GK] (C, C) — EXtB;R[GK] (C, C(l))
Or EXt}BjR[GK](C’ Bsy), premier groupe de cohomologie du complexe

K—-Kt®oK—-Kt—0—-0—...
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avec d°(z) = (2t,0) et d*(y, z) = zt, est nul. L’application

EX‘E}BIR[GK] (C,C) — Ext%IR[GK] (C,0(1))

est donc injective. La classe de Cy dans Ext}BJr [GK](C, (') étant non nulle, elle
dR

s’envoie sur un élément non nul de ExtzBJr [GK](C’,C(l)). C’est précisément
Cfond - o

Notons 6 : By — C la projection canonique. Posons B 2 = Bs ®z, T2, de sorte
que tout élément de B3 » s’écrit de maniere unique sous la forme by+b; log t avec
by, b1 € Bs et que Cs(1) s’identifie & la sous—BjR-représentation de B; 5 formée
des éléments qui peuvent s’écrire sous la forme cot + c1tlogt, avec cg,cq € C.
On définit des applications

a: By ®Cy(1) — By par a(b, cot + ctlogt) = b+ cit
o : By @ C2(1) — C2(1)  par o/ (b, cot + crtlogt) = cot + catlogt
B: By — Cy par B(bo + by logt) = 0(bg) + 0(by) log t
B : Byp — Bo par B’ (bg 4 b1 logt) = by
d=1:C(1) = By ®Cy(1) par d=Y(ct) = (ct, —ct)
dO : B2 D 02(1) e 3272 par do(b, Cot + cltlog t) =b + Cot +c1 logt
dl : 3272 —C par dl(bo + b1 logt) = 9([)1)

On vérifie que le diagramme

0 - Cc1) -— By - O —= C —= 0
|| [« & ||
d—l dO dl
0 - C(1) — Ba®C3(l) — By — C — 0
—id J/o/ l,ﬂ’ I
0o - C1) - Cy(1) — By — C — 0

dont les lignes sont exactes, est commutatif. La derniere assertion de la propo-
sition en résulte. O

Pour toute B;R—représentation W, on a

Ext? (W, W (1)) = Ext? (C, Hom(W, W (1))

BiplCGx Bi,lGk

(ot Hom(W, W (1)) est le hom interne dans la catégorie tannakienne des B -
représentations). La fleche naturelle Hom(W, W (1)) — C(1) nous donne donc

une application de Ext%;R[GK](W, W (1)) dans Ext%;R[GK}(C, C(1)) = K.Ctond-
2

B;R[GK](VI/’ W (1)), on note cx,w(€).Ciona son image. On a

ainsi défini une application K-linéaire cg yw : Ext% (W, W(1)) — K.
’ B rlGK]

Pour tout € € Ext
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ProrosiTion 2.13. — Soient Wy et Wy des B;R—représentations. Pour n =
0,1,2 lUapplication bilinéaire

Ext’, (W1, Wg)xExtz "

[ ] (W27W1(1)) — EXt

(W, Wi (1)) — K

rlGK] JrlG

est une dualité parfaite de K -espaces vectoriels.

Preuve : Quitte & remplacer Wy par Hom(Wy,Ws) (au sens tannakien), on
peut supposer Wi = C. On est donc ramené a prouver que pour n = 0,1,2 et

pour toute C-représentation W, I’accouplement
Ext’, C,W) x Ext2."

W,C(1)) — Ext?, c,C(1))

TrlGx ]( TrlGx ]( TrlGK ](
est non dégénéré. Par dévissage, on se ramene au cas ou W est simple.

— Si W n’est isomorphe ni a C ni & C(1), les ExtB+ (G ](C, W) sont nuls ainsi
B (G ](W,C’(l)) EXtB+ (Cx ](C’ w* ( )) et il n’y a rien & prouver.
- Supposons W = C. Pour n = 0, on a HomB+ Gk ](C' C) = K,
ExtB+ (G ](C C(1)) = K.ctona et c’est évident. Pour n =1, ExtB+ (G ](C )
est le K espace vectoriel de dimension 1 engendré par la classe ¢, de Cs, tandis
que Ext! B (G ](C’ C(1)) est le K-espace vectoriel de dimension 1 engendré par

que les Ext”

la classe bg de Bs et cela résulte de ce que, d’apres la partie (B) de la proposi-
tion précédente, le générateur cgonq de EXt2B+ [GK](C’, C(1)) est le cup-produit
dR

de ¢g avec by. Pour n =2, on a ExtQB;R[GK](C’, C)= HomBjR[GK](Cv C(1))=0
et c’est évident.

— Supposons alors W = C(1). Pour n = 0, on a HomB;R[GK](C,C(l)) =
Ext2 G ](C’(l),C’( )) = Ext? (C, C) = 0 et c’est évident. Pour n =1,
EXtBJr G ]

la classe by de B, tandis que Ext!

Bl.IGk
(C,C(1)) est le K-espace vectoriel de dimension 1 engendré par
B+ RlGK ](C(1>7C( )) - EXtBJr RlGK ](070)
est le K-espace vectoriel de dlmensmn 1 engendré par la classe ch de
C5(1) et cela résulte de ce que, d’aprés la partie (B) de la proposition
précédente, le générateur —cgonq de Ext2 (C C(1)) est le cup-produit de
Bt (Gre ](C' C(1)) = K.cfona, tandis que
HomB;R[GK](C(l), C(1)) = K.idcq) et cest évident. O

by avec c¢,. Pour n = 2 enfin, Ext?

La proposition 2.15 implique aussi le résultat suivant, également tres facile a
vérifier directement :

ProprosiTION 2.17. — A) Soient W1 et Wy deux C-représentations. Pour tout
i € N, le K-espace vectoriel EthC[GK](Wl,Wg) s’identifie, canoniquement et

fonctoriellement, a ExtiC[GK](C’, Wi ®@c Wa).
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B) Pour toute C-représentation W, on a ExtiC[GK}(C, W)=0sii>2, tan-
dis que Homeyg,(C, W) et Ext};[GK}(C, W) sont des K-espaces vectoriels de
méme dimension finie. On dispose d’une suite exacte

0 — Homgg,(C, W) — Wy — W) — Exté[GK](C, W)—0

3 — QUELQUES CALCULS D’HOMOMORPHISMES ET D’EXTENSIONS

Comme au paragraphe précédent, Koo est la Zj-extension cyclotomique de K,
Hyi = Gal(K/Ky) et Tk = Gal(K«/K).

3.1 — COHOMOLOGIE CONTINUE

Si G est un groupe topologique et si M est un groupe topologique abélien muni
d’une action linéaire et continue de GG, on sait définir les groupes de cohomologie
continue H (G, M) (cf. [Ta76]). Lorsque G = Gal(E®/E) ou E* est la
cloture séparable d’un corps E, on écrit aussi H . (E, M) = HZ (G, M).

Si S est un banach muni d’une action linéaire et continue de G et si S est un
réseau de S stable par G, on a H} (G, S) = Q, ®z, H} (G, S).

Si V est une représentation p-adique, les H2 (K, V) sont des K-espaces vec-
toriels de dimension finie, nuls pour n ¢ {0, 1,2} et

2
> (=1 dimg HY (K, V) = —[K : Q). dimg, V

n=0

En outre, on a un isomorphisme canonique de H2 (K, Q,(1)) sur Q, et le
cup-produit induit, pour n = 0, 1,2, une dualité parfaite

H{o (K, V) x Ho (K, V(1) — Qp
(ces résultats bien connus se voient par passage a la limite & partir des résultats
analogues pour la cohomologie des Gi-modules finis de p-torsion, cf [Se94],
chap.II, th.2 et 5).
Par ailleurs, Hy,, (K, V) s'identifie & Extg ¢, 1(Qp, V) (ce sont des d-foncteurs
effagables qui coincident en degré 0). Si V; et V, sont deux représentations p-
adiques, Extg c,1(V1, V2) s'identifie donc & Hi, (K, Vi" ® Va).
Rappelons (§2.5) que, pour toute BjR—représentation W, on a pos¢ W) =
WGk,
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PRrOPOSITION 3.1. — Soit W une Bj,-représentation. Alors HO(K,W) et
HL (K,W) sont des K-espaces vectoriels de méme dimension finie. On
a HO(K,W) :1 W0 = HomBIR[GK](B;{R,W) tandis que H} . (K, W)
s’identifie a EXtB;rR[GK](BjR’ w).

Si W est une C-représentation, H*(K, W) s’identifie aussi a Homeig,(C, W)

et H (K, W) a Extlc[GK] (C,W).

Preuve : L’application qui an € HomB;rR[GK](B[;FR7 W) associe n(1) identifie ce
K-espace vectoriel 4 WEx = HO(K, W) = Wo,0)-

Soit maintenant E un B;{R—module de type fini, muni d’une action linéaire et
continue de Gk, extension de B;R par W. L’extension est scindée en tant
qu’extension de BIR—modules et si 1 est un relevement de 1 dans E, Iappli-
cation € : Gxg — W qui & g associe g(1) — 1 est un I-cocycle continu de G
a valeurs dans W. Si ’on change le relevement, on change ¢ par un cobord et
la classe de € dans H}, (K, W) ainsi définie ne dépend que de la classe de £

cont
1 + ;. 5 . . 1 +
dans EXth*R[GK] (B g, W). On vérifie que I'application de ExtB:R[GK] (Bjr, W)
dans H. (K,V) ainsi définie est bien un isomorphisme.

Le cas ou W est une C-représentation se traite de la méme maniere. O

Rappelons le résultat fondamental de Tate :

ProprosiTioN 3.2 ([Ta67], prop.9, cf.aussi [Fo00], th.1.8). — Soient M wune
extension finie de Ko, Opn Uanneau de ses entiers et tryyr., M — Koo la
trace. Alors l'idéal mazimal mg_ de Uanneau des entiers de Ko est contenu
dans try k. (On). O

Appelons presque BjR-représentation toute représentation banachique qui est
presqu’isomorphe a une B;R—représentation.

ProposITION 3.3. — Soit S un Z,-module séparé et complet pour la topologie
p-adique muni d’une action linéaire et continue de G .

i) Sin est un entier >3, on a HY . (K,5) =0 ;

i) Sin € {0,1,2} et si S est un réseau stable par Gk d’une presque
B, -représentation S, il existe s € N tel que p* annule HZ, (K,S)ior et
H! (K,8)/H2 . .(K,S)or est un Zy-module libre de rang fini ;

i11) Pour n = 2, ce rang est nul si S est une BJR—représentation.

Preuve : Comme la p-dimension cohomologique de G est 2 ([Se94], chap.II,
§5),sin <3,ona H, .(K,S/pS)=H"(K,S/pS) = 0. Ceci nous permet, si
f: G% — S est un n-cocycle continu de G a valeurs dans S, de construire,
de proche en proche, une suite (u,)ren de (n — 1)-cochaines continues telle que
f=d(> . enp ur), dou (i).

Soient S’ et §” deux réseaux de S. Le fait qu’ils sont commensurables implique
que (ii) est vraie pour &’ si et seulement si elle est vraie pour §”. Par ailleurs,
soit

0—5 —5 —53—0
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une suite exacte courte de presque—BJR—représentations et soit Sy un réseau
stable par Gx de S3. L’image S3 de Sp dans S3 et §; = S1 N Sy sont des
réseaux stables par G respectivement de S3 et de S ; la suite exacte courte

0481—>82—>83—>0

induit une suite exacte longue de cohomologie, d’ou I’'on déduit que, si la pro-
priété (ii) est vraie pour deux des trois réseaux Sy, Sz, Ss, elle est vraie pour le
troisieme. Comme S est une presque B;R—représentation, on peut trouver un
isomorphisme S/V ~ W/V' avec W une B;R—représentation et Vet V' des Q-
représentations. On peut donc, pour prouver (ii), supposer que S = Q, ®z, S
est soit une Q)-représentation, soit une B;‘R—représentation.

Dans le premier cas, comme S est un Z,-module de type fini, les H} (K, S)
sont de type fini : cela résulte formellement (cf. par exemple, [NSWO00],
cor.2.3.9) du fait que, si M est un Z,-module fini avec action linéaire discrete de
G, les groupes H™(K, M) sont finis (cf. par exemple [Se94], chap. II,prop.14).
Ils vérifient donc (ii).

Dans le second cas, par dévissage, on se ramene au cas ou S est une C-repré-
sentation, ce que nous supposons désormais. On peut, pour prouver ’assertion,
remplacer K par une extension finie galoisienne convenable, ce qui nous permet
de supposer que S est K-petite (cf. §2.3). Toujours par dévissage, on peut en
outre supposer qu’elle est simple.

La fin de la preuve repose sur les techniques ” presque-étales” classiques de Tate
[Ta67] et Sen [Se80] :

LEMME 3.4. — Soient m € mg_ un élément non nul et f : Hx — O¢ un
1-cocycle continu. Il existe b € O¢ tel que le 1-cocycle continu mf — db est a
valeurs dans m20¢.

Preuve : Comme f est continu, il existe un sous-groupe ouvert invariant Hj, de
Hp tel que f'(Hg) C 720¢. La condition de cocycle implique que, si g € Hg
et h € Hj, alors f(gh) = f(g) (mod 720O¢).

—H
Soit M = K ¥ ; c’est une extension finie galoisienne de K, de groupe de Ga-
lois J = Hg /H},. D’apres la proposition 3.2, on peut trouver ¢ dans 'anneau

des entiers de M tel que 7k _(c) = 7. Soit T un systeme de représentants
de J dans Hg. Posons

b= Fa)o(e) € Oc .
geT
Pour tout h € Hg, on a
h(b) = = > h(f(9)hg(c) = = f(hg).hg(c) + fF(R)(D_ 9(c) -
geT geT geT

Pour tout g € Hg, notons t(g) le représentant, dans T, de son image dans
J. Comme f(g) mod 720¢ ne dépend que de I'image de g dans J, on a

> ger f(hg)hg(c) = > cr f(t(hg)).t(hg) = b (mod 720¢). Par conséquent,
pour tout h € Hg, on a h(b) — b = nf(h) (mod 720¢). O
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LeMME 3.5. — Pour tout 1 € mg__, on a m.H}, ,(K,Oc) =0 .

oo’

Preuve : On peut supposer m non nul. Le lemme précédent permet de construire
une suite d’éléments (b, )nen dans O¢ et une suite de 1-cocycles continus de
Hy & valeurs dans O¢ tels que fy = f et w2f, = nf,_1 — db,_; pour tout
n>1. Sib=3"2 7", onadb =Y 1% 7", =nf. O

Terminons alors la preuve de la proposition 3.3 : D’apres la proposition 2.1, le
C-espace vectoriel S admet une base formée d’éléments fixés par Hg, i.e. est
isomorphe, en tant que C-représentation de Hyg & C?. 1l existe donc un réseau
Sy de S, stable par Hi qui est isomorphe a (9%. D’apres le lemme précédent
H} .. (K, So) est tué par p et comme S est commensurable a Sy, il existe un
entier s; tel que p*t annule H} (Ko, S).

Mais le fait que ' et Hi sont de p-dimension cohomologique 1 implique que
I’on a une suite exacte

0— H!

cont

(Tg,S"x) — HL

cont

(K7 8) - Hclont(KOO’S)GK - 0
et que H2 ((K,S) = H: ,(Tx, HL (Ks,S)). 11 suffit donc pour achever la
démonstration d’établir le résultat suivant :

LemME 3.6. — Soit S une C-représentation et soit T un réseau stable par 'k
de T = SHx ]I existe un entier sy tel que p* annule HL (T, T )ior et les

Zy-modules T9% et HY  (Txe, T)/HS (—1c, T )tor S0t de type fini.

Preuve : Si v est un générateur topologique de I', on a une suite exacte

0—77 k- TBT — H(?gnt(_leT) —/

Comme on a supposé S simple et K-petite, il existe (prop.2.12) un élément
K-petit @ € K tel que S = C{a}. Si L est le complété de K, et si u =
exp(alog x(v)), T s’identifie alors & L, v agissant sur L par ¢ — u.7(c).

Si « = 0, T = L avec son action naturelle. Soit tr : K, — K 'application
qui envoie x € Ky sur }%NtTKN/K(HC) (o Ky désigne l'unique extension de K
de degré pV contenue dans K..). Alors ([Ta67],prop.6) cette application est
continue et se prolonge par continuité en une application encore notée tr de L
dans K. Si Lo = Ker tr, on a L = K ® Ly. Quitte a changer de réseau, on
peut supposer que 7 = Ok @7, ou 7, est un réseau de Lg. Sur O, opérateur
v —1 est nul et on a donc ORF = H!  (Tk,Ok) = O et c’est un Z,-module
libre de rang fini. Sur Lg, Popérateur v — 1 est bijectif avec un inverse continu
(loc.cit., prop.7,b). On en déduit que 7,7~ =/ tandis qu'’il existe un entier sy
tel que p* annule H. (T, 7).

Sinon, I'opérateur v — u~! est bijectif sur L, avec un inverse continu (loc.cit.,
prop7,c) ; il en est de méme de u.y — 1 et on en déduit que 7 < =/ tandis

qu’il existe un entier sg tel que p*® annule HY (Tx,7). O
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cont (K7 S) sont
des Qp-espaces vectoriels de dimension finie, nuls sin > 3. §i S est une BjR-

représentation, on a aussi H2, (K, S) = 0.

COROLLAIRE. — Pour toute presque—BjR—représentation S, les H?

3.2 — CALCUL DE Extyg,)(S,V) VIA LE CORPS DE CLASSES

Pour tout anneau commutatif A et tout A-module M, on note M*4 le A-module
des applications A-linéaires de M dans A.

ProposiTION 3.7. — Soient V' une représentation p-adique et S une presque
B;R—représentation. Il existe une dualité parfaite de Qp,-espaces vectoriels

EXt%g(GK)(S, V) X Ht}ont(K7 S ®QP V*op (1)) — Qp

canonique et fonctorielle en S et V.

En fait, on va utiliser la théorie du corps de classes local (plus précisément la
dualité de Tate) pour construire une telle dualité.

LeEMME 3.8. — Il existe une suite croissante
SicSc...cS, S C..

de sous-Zyp-modules de type fini de S, stables par G, telle que la réunion S
des Sy, est séparée pour la topologie p-adique et que l'inclusion de So dans S
induise un homéomorphisme de Soo = (li_mSoo/pmSOO sur un réseau S de S.

Preuve : Par dévissage on se ramene au cas ou S est soit une représentation
p-adique (auquel cas, c’est trivial, il suffit de choisir un réseau S stable par G g
et de prendre S,, = S pour tout n), soit une C-représentation. Dans ce dernier
cas, il existe une extension finie galoisienne L de K contenue dans K telle que
S est petite en tant que B;R—représentation de GGr,. Avec les notations du
§2.3, S£ est un sous-L-espace vectoriel stable par G, de S tel que 'application
naturelle C ®y, S’f — S (cf. lemme 2.11) est un isomorphisme.

Pour toute extension finie £ de K, notons Og 'anneau de ses entiers. On peut
trouver un sous-Op-module & { de S { qui est un réseau de S { et est stable par
Gg. 1l suffit alors de choisir une suite L = Ly C Ly C ... L, C Ly41 C ...
d’extensions finies galoisiennes de K contenues dans K telles que K = Un>1Lnp
et de prendre pour S, le sous-Oy, -module de S engendré par S{. O

LEMME 3.9. — Choisissons unréseau V de V stable par Gy et des S, et S
comme dans le lemme précédent. La fleche naturelle

EXt%p[GK] ,cont (8007 V) - (h_m EXt%p[GK],cont (Sn7 V)
neN

est un isomorphisme.
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Preuve : Soit (€n)nen € (li_mExt%p[GKLcont(Sn,V). Pour chaque n, choisissons
une extension &, de S,, par V représentant €,. Comme l'image de €,; dans
Extép [Gx],cont (Sn, V) est ey, on peut trouver une application Z,-linéaire con-
tinue Gi-équivariante f, : £, — &,41 qui induit 'identité sur V et I'inclusion
naturelle S,, C Sp4+1 sur les quotients. Alors la limite inductive des &, avec
les f, comme applications de transition, est une extension de S, par V dont
la classe dans EXt%,,[GK] (SxV) a pour image (£,)nen, ce qui prouve la
surjectivité.

Soit maintenant £ une extension de S, par V dont la classe est dans le noyau
de la fleche qui nous intéresse. Cela veut dire, que si &, , désigne I'image inverse
de S, dans &, 'ensemble X, des sections continues G g-équivariantes de la pro-
jection de &, sur S,, est non vide. Mais, si x € X,,, les autres éléments sont de
la forme x + 7, avec 7 un élément du Z,-module de type fini Homgz g ,)(Sn, V).
Autrement dit X,, est un espace homogene principal sous ce groupe compact et
devient ainsi un espace topologique compact non vide. L’application naturelle
Xn+1 — X, est continue et la limite projective des X, est donc non vide.
Mais un élément de cette limite définit une section Z,-linéaire continue de la
projection de £ sur S, on a donc € = 0 et 'application est bien injective. O

,cont

Preuve de la proposition 3.7 : Choisissons V, § et des S, comme ci-
dessus. Avec des notations évidentes, Extllg(GK)(S, V) s’identifie & Q, ®z,
Extép (Gx],cont (S> V). Comme S s’identifie au séparé complété pour la topologie
p-adique de S, la fleche naturelle
1 1

EXtZP [GKk],cont (87 V) - EXtZP[GK],cont (8007 V)
est un isomorphisme. D’apres le lemme précédent, Ext%p[ (S,V) s’iden-
tifie donc a (h_mExt%p[GKLcont (Sn, V). Pour tout Z,-module M, notons M~ le
Zy-module des applications Zj-linéaires de M dans Q,/Z,.
Pour tout n € N fixé, S, et V sont des Z,-modules libres de rang fini et

Gk ,cont

EXt%p[GK},cont (87“ V) = EXt%p[GK],cont (Zpﬂ (S’ﬂ)*Zp ®Zp V)
= Hclont(K7 (Sn)*Zp ®Zp V)

Par la dualité de Tate (cf. par exemple, [Se94], chap. II, th.2), ce dernier
groupe s'identifie & H' (K, ((S,)" ®z, V)" (1))".

Comme ((S8,)* ®z, V) =8, ®z, V", si I'on pose M,, = H (K, S, @ V'(1)),
on a EXt%p[GK],Cont(STH V) = an.

On a alors Ext%p[GKLCOm(SOO,V) = @neN M, = (h—H1>N€N M,)".  Mais
. _ 1 . ~ . 1 ~

lim M, = HY(K Jim S, @ V(1)) = H' (K, S © V(1)).

Posons 7 = S ®z, V*»(1). C'est un Z,-module séparé et complet pour la
topologie p-adique, avec action semi-linéaire continue de Gx et on a une suite
exacte

0 — T — T ®z, Qp — T®z, ( Q/Zy) — 0

[ I I
0 — S®z, V(1) — S®q, V%¥(l) — Seu®z,V(1) — 0
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Comme la topologie sur S, ® V(1) est la topologie discréte, toute section
ensembliste de la projection de SRV % (1) sur Soc®V7(1) est automatiquement
continue et [Ta76] la suite exacte courte ci-dessus induit une suite exacte longue

0 = (Hoons (K, S @ V% (1)) Jtor — Hooy (K, S @ V% (1)) —
(K,S®@V*% (1)) = HY(K,Ss @ V(1)) — H2 . (K,S @ V* (1))tor — 0

cont

Hclont
Mais H = H} (K, S ® V*% (1)) est un Q,-espace vectoriel de dimension finie
(cor. ala prop.3.3). L'image de H (K,S ®V**» (1)) dans H est un réseau H

cont
de H. Sil'on pose N = H2 (K,S ® V**»(1))t0r, on a donc des suites exactes

0— H/H— H (K,Se V(1)) = N =0 et
0 — N™ = Exty, (¢, cont(So0s V) — (H/H)™ — Ext' (N, Qp/Zy)

puisque H'(K,So @ V(1)) = Ext%p[GK]Cont(Soo,V). Il existe (prop. 3.3) un
entier s tel que p® annule N ; le noyau et le conoyau de Ext%p[G x]cont (Socy V) —
(H/H)™ sont donc tués par p°. Alors

EXt%S(GK)(Sﬂ V) = Qp ® EXt%p [GKk]cont (87 V)

s’identifie au Qp-espace vectoriel de dimension finie H*%.
Enfin, il est clair que ’accouplement ainsi défini est indépendant des choix faits
et est fonctoriel en S et en V. O

COROLLAIRE. — Soient V' une représentation p-adique et W une BIR—représen-
tation de G . Alors Extig(GK)(VV, V) est un K-espace vectoriel de dimension
finie égale a la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre —1
de lopérateur Vo(W ®q, V).

1l existe une dualité parfaite de K-espaces vectoriels

Extpg o (W, V) X Hlp (K, W ®g, V(1)) —» K

canonique et fonctorielle en W et V.

Preuve : Soit H un K-espace vectoriel de dimension finie. L’application, qui
an € H*® associe trg g, on € H*, induit un isomorphisme du Q,-espace
vectoriel sous-jacent & H*K sur H*? . La deuxieéme partie de I’assertion résulte
donc de la proposition précédente ; comme HY, (K, W ®q, V*% (1)) s'identifie
a EXt!lBjR[GK] (Big, W®g, V*e (1)) (prop.3.1), la premiére résulte de 'assertion
(iii) du théoreme 2.14. O

3.3 — THEOREMES DE PLEINE FIDELITE

Rappelons (§1.6) que B. = {b € B.s | ¢(b) = b} contient Q, et que la suite

O—>(@p—>Be—>BdR/BjR—>0
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est exacte.

Pour tout i € Z, on note Fil’ Byx 1'idéal fractionnaire de B(J[R, puissance i-ieme
de I'idéal maximal ; c’est donc le sous—B;R-module libre de rang 1 de Bygr
engendré par t'. On pose aussi FiliBe =B.N FilinR de sorte que FiliBe =0
si ¢ > 0 et que, pour m > 0, on dispose d’une suite exacte

0—Q, = Fil"™B, — Bj,(—m) — 0

en particulier, Fil°’B. = Q,). Pour tout m € N, si l'on pose U,, =
P

Fil™™B,,)(m), U,, s’identifie au sous-Q,-espace vectoriel de Beyris BT, formé

( p=€SP dR

des b tels que b = p™b et la suite

0— Qy(m)— U, — B, —0

est exacte.

ProposiTION 3.10. — Soit V' une représentation p-adique extension non triv-
iale de Qp(1) par Q.

i) Le C-espace vectoriel Vo = C ®q, V' s’identifie a C @® C(1). Il existe une et
une seule application Qp-linéaire Gk -équivariante de V' dans C qui prolonge
Uinclusion de Q, dans C' mais cette application ne se reléve pas en une appli-
cation Qp-linéaire Gk -équivariante de V' dans By ;

i) on a dimg (Ba(—1) ®g, V)95 =1,

i11) la représentation V' n’est pas de de Rham.

Preuve : La suite exacte
0—Qy(2) - Us — By — 0

induit un carré commutatif

§
Homp(g,)(V,B2) <5 Extpig, (V. Qp(2))

La . ls

Homp(g,)(Qp, B2)  —>  Extpg,(Qy Qp(2))

On a Ethl’j‘(GK)(@pva(Q ) = EXt(%»p[GK](QpﬂQP(Q)) = Hion (K, Qp(2)). Par
ailleurs HY, (K, Q,(2)) = H2,.(K,Q,(2)) = 0 (le second parce que c’est le
dual de HY (K, Q,(—1)) qui est nul). Comme

> neo(—1)" dimg, Hioy (K, Q(2)) = —[K : Q),
la dimension du Q,-espace vectoriel Ext};((; ) (Qp, Qp(2)) est égale au degré de
K sur Q.
On a KgNUsz = 0 (puisque ¢ est le Frobenius absolu sur K et la multiplication
par p® sur Us). Comme BSX, = K [Fo88al, on a Homp(g,)(Qp, Uz) = Uss =
0 et l'application dq, est injective. Mais Homp(g,)(Qp, B2) = BQGK =K
(loc.cit.) a la méme dimension sur Q, que EXt]B(GK)(Qp7Qp(2)) et dg, est un
isomorphisme.

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME KATO (2003) 285-385



PRESQUE CP—REPRESENTATIONS 323

La suite exacte
O—)(@p—>V—>(@p(1)—>O

induit une suite exacte

Exth, i (Vs @p(2)) 2 Ext!(Qy, @p(2)) — Ext?(Q,(1), Qy(2))
— Extd) 16, (V, Qp(2))

On a Ext?@p[GK](V,Qp(Z)) = H2Z . (K,V*(2)) = 0 car cest le dual de
HY (K, V(—=1)) = V(=1)%%, qui est nul puisque V(—1) est une extension
non triviale de Q, par Q,(—1). En revanche Ext?@p[GK} (Qp(1),Q,(2)) =
H2 . (K,Q,(1)) est non nul et 8 n’est pas surjective. Par conséquent o ne
I’est pas non plus.

La suite exacte de C-représentations
0-C—->Ve—C(1)—0

est scindée (prop.2.15), ce scindage est unique puisqu’il n’y a pas de morphisme
non trivial de C'(1) dans C' et V> s’identifie bien & C&C(1). En particulier, le K-
espace vectoriel Homp(g,)(V,C) = Homg(g,(Ve, C) est de dimension 1. On a
Homp (g, (Qy(1),C) = C(—1)“% =0 tandis que Hompg(g,)(Q,, C) = CYx =
K. On en déduit que l'application Hompg g ) (V,C) — Homp(g,)(Qp, C) est
bijective. Il existe donc bien un unique n : V' — C' qui prolonge 'inclusion de
Qp dans C.

On a une suite exacte de K-espaces vectoriels

0 — HomB(GK)(Qp(l), B2) — HOII’IB(GK)(V, B2) i>I‘IOI’IIB(GK)((@Z,, BQ)

Comme dimx Hom(Q), B2) = 1 et comme « n’est pas surjective, o est nulle et
la premiere fleche est un isomorphisme. Donc 7 ne se reléve pas en un homo-
morphisme de V' dans Bs,d’out (i). En outre, on a dimg Homp(g,)(V, B2) =
dimK HomB(GK)(Qp(1)7 Bg) =1

On a (B2(—1) ®g, V)% = Homg (g, (V*(1), B2) qui est bien de dimension 1
en appliquant (i) & V*(1), qui,comme V', est aussi une extension non scindée
de Qp(1) par Q,, d’ou (ii).

Pour tout entier ¢ # 0, on a Hompgg,)(Qp, C (7)) = 0. On en déduit que, si
i ¢ {0,1}, alors Homp(g,)(V,C(i)) = 0. Comme Fil'Byg/Fil't' Byr = C(i),
il en résulte que Homp(g ) (V, Bar) = Homp(g,)(V, B;R) et que l'application
Homgg,)(V, Bjr) — Homp(g ) (V, Bz) est injective. On a donc

dimg Homp (i) (V, Bar) < dimg Hompg,)(V, B2) = 1

alors que, si V' était de de Rham, on aurait dimgx Homp(g,)(V, Bar) = 2. O

Remarque : Cette proposition résulte aussi facilement du fait que, dans la
dualité de Tate entre HY (K, Q,(—1)) et H} (K, Q,(2)) le H}(K7 Qp(—-1))
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est 'orthogonal du H}(K, Q,(2)) ([BK90, prop.3.8). Comme toute exten-
sion de @, par Qp(2) est cristalline ([PR88], th.1.5), on a H};(K,Q,(2)) =
HL (K, Q,(2)), donc H}(K, Qp(—1)) =0 et V ne peut pas étre de de Rham.
Les deux autres assertions s’en déduisent immédiatement en utilisant la nullité

des H,.(K,C(i)) pour i # 0.

On sait ([Fo00], th.6.1) que, si Wy et Wy sont deux C-représentations, toute
application Q,-linéaire continue G g-équivariante de Wy dans Ws est C-linéaire.
Ce résultat s’étend aux BjR—représentations :

THEOREME 3.11. — Soient W7 et Wy deux B;R—représentations. L’inclusion
naturelle Homp+ (o (W1, W2) — Hompg) (Wi, Wa) est bijective tandis que
dR

Uapplication Ext}BIR[GK](Wl, Ws) — Ext}g(GK)(Wl, Wa) est injective.

Ce théoreme nous permet d’identifier Repz+ (Gk) & une sous-catégorie pleine
dR

de B(GK)

Preuve : D’apres le corollaire & la proposition 2.13, pour tout i € N
et pour toute extension finie galoisienne L de K contenue dans K, on a

Exti;wa+ Gy (W1, Wa) = (EXtiB;rR[GK](Wl,WQ))GB‘I(L/K). Pour prouver le

théorémzRon peut donc remplacer K par une telle extension, ce qui nous permet
de supposer que Wy et W5 sont petites.

Par dévissage, on est ramené a prouver ces deux assertions lorsque Wiy et Wy
sont simples et sont donc des C-espaces vectoriels de dimension 1. La premiere
assertion a été prouvée dans [Fo00] (cor.6.3, ol elle est en fait établie pour des
C-espaces vectoriels de dimension quelconque).

Prouvons la deuxieme. A isomorphisme pres, on peut supposer que Wy =
C{a}, avec o un élément K-petit convenable (prop. 2.12). Quitte & tordre
I'action de Gg sur Wy et Wa par x~(®), on peut supposer que W; = C. 1l
résulte de la proposition 2.15 que 'on a Ext}3+ (Gx] (W7, Ws) = 0 sauf si W est
isomorphe & C ou & C(1). On peut donc supil:)%ser que Wy = C ou Wy = C(1).
Dans le premier cas, si W est une extension non triviale de C' par C dans la
catégorie Rep BIR(G K ), W est isomorphe au C-espace vectoriel Cy (prop.2.12).
S’il existait une section G g-équivariante de la projection de Cy sur C, il
existerait en particulier un relevement v dans Cs de 1 fixe par Gg, mais
alors l'application ¢ — cv de C dans Cy serait une section C-linéaire G k-
équivariante, ce qui contredit le fait que la suite

0—-C—-Cy—=C—0

n’est pas scindée en tant que suite de C-représentations de G (prop.2.12).
Dans le second cas, si W est une extension non triviale de C' par C(1) dans
RepB;R(GK), W est isomorphe & By (prop.2.12). Mais il ne peut exister
de section Gi-équivariante de la projection de By sur C car, sinon, pour
toute représentation p-adique V' de Gk, I'application Homp(g,)(V,B2) —
Homp(g,)(V, C) serait surjective, ce qui contredit la proposition 3.10. O
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COROLLAIRE. — Soient W une B;R—représentation et V une représentation
p-adique de Gr. On a Homp(g, (W, V) =0

Preuve : En effet si f € Homgg, (W, V), le composé ¢ de f avec 'inclusion
naturelle de V' dans C' ®q, V est B;R—linéaire. Si f n’était pas nulle, ¢ ne le
serait pas non plus et 'image de ¢ serait un sous-C-espace vectoriel non nul
de C'®q, V et ne serait donc pas de dimension finie sur Q,.

3.4 — CONSTRUCTION ”EXPLICITE” DES EXTENSIONS DE W PAR V

On pose U = U;. Soit R lensemble des suites (z(™),cy d’éléments de
I’anneau des entiers O¢ de C' vérifiant (x("+1))p = 2™ pour tout n. Rap-
pelons [Fo88a] que R est muni d’une structure d’anneau de valuation complet
de caractéristique p > 0 et que c’est un anneau parfait (son corps des frac-
tions est méme algébriquement clos) ; si W(R) désigne 'anneau des vecteurs
de Witt & coefficients dans R, 'anneau W (R)[1/p] s’identifie & un sous-anneau
de BZ;"LS C Beris N B;li_R

Soit mp l'idéal maximal de R. Alors Ugr = 1 4+ mp est un sous-groupe du
groupe multiplicatif R* des éléments inversibles de R. C’est de fagon naturelle
un Qp-espace vectoriel topologique. C’est en fait un banach : pour tout a # 0
dans mg, le sous-Z,-module 1+aR de Ug est un réseau. Rappelons (cf. par ex-
emple, [CF00], prop.1.3) que, pour tout u € Ug, si [u] désigne son représentant
de Teichmiiller dans W (R), alors la série log[u] = > (=1)"+1([u] — 1)*/n
converge dans B:;w L’image de Ug par cette application est U ; on obtient

ainsi un isomorphisme (de banach) de Ug sur U.

Soit alors V' une représentation p-adique de Gk et soit Vo = C' ®q, V. En
tensorisant par V(—1) la suite exacte

0—-Qy(1)—-U—-C—0
on obtient une autre suite exacte courte de B(G)
0—-V-UF)®V —Ve(-1)—0

Si W est une C-représentation, en appliquant le foncteur Hompg,)(—, W), on
obtient un opérateur de cobord ¢ : Homp(g (W, Ve(—1)) — Ext};(GK)(V[C V).
ProrosiTION 3.12. — Soient W une C-représentation et V' une représentation
p-adique de Gg. On a Homp g, (W,U(—1) ®q, V) = 0 et lapplication

0 : Homp(g o) (W, Vo (-1)) — Ext}g(GK)(W, V)

définie ci-dessus est un isomorphisme.

Nous allons en fait prouver un résultat plus général. Notons, avec une définition
évidente, ZB(Gxk) la catégorie des limites inductives de représentations ba-
nachiques. Pour tout entier m € N, FilmedR/B;R s’identifie & B,,(—m)
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de sorte que Bqgr/ B, est une limite inductive d’objets de Repz+ (G ) : cest
dR

la réunion croisssante des By, (—m), pour m € N.

Si maintenant V' est une représentation p-adique et W une B:{R—représentation7
on a Homzp(g,) (W, (Bar/Bjr) ®q, V) = Homg g o) (W, By (—m) ®g, V) pour
m assez grand (il suffit que ¢"™ annule W ; en particulier, on peut prendre
m = 1 si W est une C-représentation). Par conséquent si 'on consideére la
suite exacte

0—-V — B, ®q, V — (BdR/B{J{R) ®q, V-0
en appliquant le foncteur Homzp(g,.)(—, W), on obtient une fleche
§ : Homzpg,)(W, (Bar/Bjg) ®qg, V) — Extig, (W, V)

(parce que, si m est un entier suffisamment grand pour que
Homzpge) (W, (Bir/Bjjr) ® V) = Homp(g ) (W, By (—m) @ V),
on peut remplacer la suite exacte précédente par

00—V —=Fil""B,®q, V= Bn(-m)®q, V—0

qui est une suite exacte courte de B(Gk)).
La proposition 3.12 est un cas particulier de I’énoncé suivant :

ProprosiTioN 3.13. — Soient W une BjR-représentation et V une repré-
sentation p-adique de Gi. On a Hompg,(W,Be. ®q, V) = 0. Si m est
un entier tel que t™ annulle W, alors Homzpg)(W, (Bar/Bjg) ®q, V) =
Hompg g,y (W, By (—m) ®q, V). L’application

§ : Homzp g,y (W, (Bar/Biip) ®q, V) = Extp, (W, V)

définie ci-dessus est un isomorphisme.

Preuve : On a déja vu la deuxieme assertion. Vérifions les deux autres. Comme
Homp g,y (W, V) = Homp(g,) (V% ®q, W,Q,) = 0 (cor. au th.3.11), on a un
diagramme commutatif

0 — Hom(W,B.®V) — Hom(W,Bur/Bj,®V) —  Ext'(W,V)

! ! !
0 — Hom(V*®@W,B,) — Hom(V*® W, Byr/Bjs) —Ext'(V* @ W,Q,)

(on a posé V* = V*%) ol les lignes sont exactes et les fleches verticales sont
des isomorphismes. Quitte a remplacer W par V* ®q, W, on peut supposer
V =Q,.

Soit f: W — B.. Si f était non nulle, le composé de f avec la projection de
B, sur BdR/BC'}'R serait une application f : W — BdR/B;R non nulle et serait
donc B;R—linéaire (th.3.11). Son image serait un sous—BjR—module non nul de
BdR/B;R7 donc serait de la forme B,,(—m) pour un entier m > 1 convenable,
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et f serait une application de W dans Fil~" B,. Le noyau W’ de f serait une
BJR—représentation et comme Homp () (W’,Q,) = 0 (appliquer de nouveau le
cor. au th.3.11), f induirait en fait une section de la projection de Fil~" B, sur
B, (—m). Par restriction & C(—1), on en déduirait une section de la projection
de U(—1) sur C(—1). En tensorisant par Q,(1) cela fournirait une section de la
projection de U sur C. On aurait donc un isomorphisme de U sur Q,(1) ¢ C,
ce qui contredit le fait que UY% = 0, tandis que (Q,(1) ® O)¢x = CCx = K.
Donc f =0 et § est injective.

On sait (th.3.11) que Homp(g,)(W, Bar/Bjjr) = HomB;R[GK](W, Bar/Biz).
On sait (th.2.14, (iv)) que ce K-espace vectoriel est de dimension finie égale &
la dimension du sous-espace propre associé a la valeur-propre —1 de 'opérateur
Vo(W). Comme c’est aussi la dimension de Ext};(GK)(VV, V'), linjectivité de §
implique que c’est un isomorphisme. O

Remarques : i) Posons V* = V*% et X = W ®q, V*(1). On a une dualité
naturelle entre les K-espaces vectoriels

Homp(c,c) (W, (Bar/Bir) @ V) = Hompy (¢ (W, (Bar/Bjp) @ V) =
Homp+ (,1(X. (Bar/Bjg)(1) = Homp: 1 (X, Bur /Fil' B4g)

et Hl W (K, W @ V*(1)) = Ext . oG X)
dR x],0
. 1 1 :
Soient f € HomB;R[GK}(X, Bir/Fil'Byg) et € € EXtBjR[GK],o(C’X)' Soit F

une B;R-représentation, extension de C par BdR/FilleR dont la classe est
I'image par f de e. Comme cette extension est scindée en tant qu’extension de
B;{R—modules, le noyau Fy de la multiplication par t dans F' est une C-repré-
sentation extension de C par C. 1l existe donc (propr.2.15) un unique A € K
tel que la classe de Fy est A fois la classe de I'extension Cs et cette dualité est
Papplication (f, &) — A.

Compte-tenu de cette dualité, la proposition 3.7 définit un isomorphisme

Extg ) (W, V) — Hompg,o) (W, (Bar/Bjr) ®g, V)

Il ne devrait pas étre difficile de vérifier que ¢ est l'inverse (au signe pres 7) de
cette application.

ii) La construction de ¢ fonctionne encore lorsque I’on remplace K par un corps
toujours de caractéristique 0 et complet pour une valuation discrete, a corps
résiduel toujours parfait de caractéristique p, mais infini. Il est raisonnable de
penser que la proposition 3.13 reste vraie dans ce contexte. Si c’est le cas, une
grande partie des résultats de cet article s’étendent a un tel corps K.

3.5 — EXTENSIONS PRESQUE SCINDEES

Soit
(1) 0—-858—-85—-8" -0
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une suite exacte courte de B(Gx). Un presque supplémentaire de S’ dans S est
un sous-Q,-espace vectoriel fermé E de S stable par G tel que S = S5'+ E et
V = S'NE est de dimension finie sur Q,. On a alors un diagramme commutatif

0 -V - E — S — 0
N N I
0O — 9 — 8§ — S — 0

qui identifie S & S’ @y E, somme amalgamée de S’ et de E, au dessous de V
et la suite exacte
0—-8/)V—-S/V-5"-0

est scindée. On dit que la suite exacte (1) est presque scindée s'il existe un
presque supplémentaire de S’ dans S.

Soient f : V. — W’ un morphisme de B(Gk) avec V une représentation p-
adique et W’ une Bj,-représentation. On note E(f) le Bj-module somme
amalgamée de W' et de Byr ®q, V au dessous de B;‘R ®q, V, I'application
de B;R ® V dans W' étant déduite de f par extension des scalaires. On a un
diagramme commutatif

0 — B,V — BgreV — (Bar/Bjp)@V — 0

l l |
0 — w’ — E(f) — (Bar/Bjp)®V — 0

dont les lignes sont exactes. En outre, si, pour tout m € N, on note E,,(f)
I'image inverse de By, (—m) ® V dans E(f), chaque E,,(f) est une B} ,-repré-
sentation et E(f) est la réunion croissante de ces E,,(f).

ProrosrtionN 3.14. — Soit
0—-W =W —-=W"=0

une suite exacte courte presque scindée de B(Gg). Si W' et W sont des
B;FR—représentations, il en est de méme de W.

Preuve : Par hypothese, on a, dans B(G k), un diagramme commutatif
0O - V - E — W' — 0

N N I
o — W —- W — W' — 0

dont les lignes sont exactes et ol V' est de dimension finie sur Q,.
D’apres la proposition 3.13, on a un diagramme commutatif

O -V - E = w” - 0

I ! !
0 -V — B.®V — (BdR/B{J{R)@)V — 0
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dont les lignes sont exactes, comme le sont celles du diagramme commutatif

O - Q — B - BdR/B;R — 0
N N I
0 — Bl — Bar — Bur/Bj; — 0

Si f désigne 'inclusion de V' dans W', on obtient alors un troisieme diagramme
commutatif

0 — v — E — w" — 0
| ! l

0 — Vv — B.®V — (Bar/Bjp)®V — 0
n n

0 — B;{R@)V — BgpreV — (BdR/B;R)Q@V — 0
l l |

0 — w’ —  E(f) — (Bar/Bjp)®V — 0

dont les lignes sont tout autant exactes (la deuxieme ligne de fleches verticales
se déduit du diagramme précédent en tensorisant avec V).

Comme W est la somme amalgamée de W’ et de E au dessous de V', on en
déduit un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes

0 - W —- W — w" — 0

| | l
0 - W — Ef) - (B:[R/BdR)®V — 0

et W sidentifie au Bjjp-module E(f) X (Ban/B* )@V W” (qui est bien de
dR

longueur finie : si W est tué par ™, ona aussi W = Ey,,(f)X g, (—m)evW"). O

Remarque : On verra au §5 que, réciproquement, toute suite exacte courte de
Repp+ (Gk) est presque scindée.
dR

4 — STRUCTURES ANALYTIQUES

Le but de ce paragraphe est d’établir le théoreme suivant :

TutorEME 4.1. — Soit E une représentation banachique extension d’une C-
représentation de dimension 1 par une Qp-représentation V. Sin: E — C est
un morphisme de représentations banachiques tel que n(E) # n(V'), alors n est
surjective et son noyau est un Qp-espace vectoriel de dimension finie égale a
celle de V.

Pour cela, nous allons dabord définir les espaces de Banach-Colmez : ce sont
des espaces de Banach p-adiques munis d’uns structure analytique sur C' d’un
type particulier. On montre ensuite que F et C' sont munis d’une structure
naturelle d’espaces de Banach-Colmez et que 7 est analytique. Le résultat
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fondamental de Colmez [Co02] dans son travail sur ce qu'il appelle les Espaces
de Banach de dimension finie permet alors de conclure.

Pour décrire ces espaces, nous adoptons ici un point de vue un peu plus
algébrique (ou géométrique ?) que celui de Colmez : Les espaces de Banach-
Colmez sont associés a certains objets en groupes commutatifs dans la catégorie
des variétés pro-analytiques rigides sur C' . Nous reviendrons sur I’étude de ces
espaces dans un travail ultérieur [FP]. Remarquons deés & présent qu'une bonne
partie de la théorie esquissée ci-dessous peut se développer en remplacant C'
par n’importe quel corps valué complet de caractéristique 0 a corps résiduel
parfait de caractéristique p > 0. En particulier, comme le suggere ['analyticité
de Papplication 17 du théoreme 4.1, la théorie des espaces de Banach-Colmez
sur K se ramene essentiellement a celle des presque C-représentations de G .

4.1 — BANACH ANALYTIQUES

Dans ce texte, une C-algébre est un anneau commutatif A muni d’'un homo-
morphisme de C' dans A. Une C-algébre de Banach est une C-algeébre normée
complete. Si A est une telle algebre, on note Spmp A le spectre maximal de A,
i.e. ensemble des sections continues s : A — C' du morphisme structural. Si
f€AetseSpmaA, on pose f(s) = s(f).

On munit C' de la valeur absolue normalisée par |p| = p~—t. Une C-algébre spec-
trale est une C-algebre de Banach A telle que la norme est la norme spectrale,
i.e. telle que, pour tout f € A, |[f|| = supsespmgalf(s)]-

Par exemple, pour tout d € N, I'algebre de Tate C{X1, X,..., Xq} des séries
formelles restreintes en les X; (i.e. des séries ) ail,iz,m’iXmilX?, ... ,X;”’ telles
que, pour tout € > 0, |ai is,....is| < € pour presque tout d-uple i1, iz, ...,iq),
est une algebre spectrale avec la norme

1Y s, i X XS, X5 = sup [aiy iy

Pour toute C-algebre spectrale A, si f € A est non nul, il existe s € Spm-A
tel que f(s) #0. Si f € Aet me N, on al[f™|| =||fII™; en particulier, A
est réduite.

Soient A une C-algebre spectrale. On note O4 la boule-unité fermée de A,
i.e. la sous-Oc-algebre des f € A tels que ||f|| < 1. On a des identifications
C®o, Oa=04[1/p] = A et Oy est un réseau de A. Pour s,s’ € SpmyA, on
pose d(s,s') = supscep, |f(s) — f(s')|. Cela fait de SpmgA un espace (ultra-
Jmétrique complet.

Avec comme morphismes les homomorphismes continus de C-algebres, les C-
algebres spectrales forment une catégorie. La catégorie des variétés spectrales
affines sur C' est la catégorie opposée. Si A est une C-algebre spectrale, on parle
abusivement de la variété spectrale affine S = Spm A et A s’appelle I'algebre
affine de la variété. Suivant un usage établi, le symbole Spm A désigne donc,
suivant le contexte, soit la variété spectrale affine, soit son spectre maximal,
i.e. Despace topologique Hom%’ftalgébres(A, C). On remarque que le foncteur
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d’oubli évident de la catégorie des variétés spectrales affines sur C' dans celle
des espaces topologiques est fidele.

Pour ¢ = 1,2, soit SpmyA,; une variété spectrale sur C et S; son spectre
maximal. On dit qu'une application f : &7 — Ss est analytique s’il existe un
homomorphisme continu de C-algebres, nécessairement unique, f* : Ay — A
tel que f(s) = so f*, pour tout s € S;. Ceci nous permet d’identifier les
morphismes d’une variété spectrale affine dans une autre & ’ensemble des appli-
cations analytiques du spectre maximal de la premiere dans celui de la seconde.
La catégorie des variétés spectrales affines sur C' admet des limites projectives
finies. Par exemple, soient S = SpmyA, S = SpmyA; et So = Spm Ay trois
variétés affines spectrales sur C et S — S et S — S des morphismes. Le
produit fibré &1 xs Sz est muni d’une structure de variété spectrale affine sur
C d’algebre affine le séparé complété A, @445 de A1 ® 4 Ay pour la norme

Hf” = Sup(51752)€$1><5$2|f(81782)‘

Un groupe spectral commutatif affine sur C' est un objet en groupes commutatifs
dans la catégorie des variétés spectrales affines sur C'. C’est donc une variété
spectrale affine Spm-A sur C' dont le spectre maximal S est équippé d’une loi
de composition S x & — S, associative, commutative et unitaire, induite par
un morphisme de C-algebres spectrales, le co-produit m* : A — A®QcA. En
particulier la loi de compostion est continue et S est un groupe topologique.

Soit S un banach. Une C-structure analytique sur S est la donnée d’un
couple (SpmA, ) formé d’un groupe spectral commutatif affine SpmoA sur
C et d'un homomorphisme de groupes continu « du spectre maximal S de A
dans S induisant un homémomorphisme de § sur un réseau de S. Dans la
pratique, on utilise cet homomorphisme pour identifier S a un réseau de S. Un
banach analytique sur C est un triplet (S,Spm-A, o) formé d’un banach S et
d’une C-structure analytique (Spmg-A,«) sur S. S’il n’y a pas de risque de
confusion, on dit banach analytique au lieu de banach analytique sur C.
Soient (S1,Spmy A1, a1) et (S2, SpmeaAsg, az) des banach analytiques ; posons
S1 = SpmpA; et S; = SpmeAs. Un morphisme de banach analytiques 1 :
(S1,Spme A, 1) — (S2,SpmpAs, az) est une application Q,-linéaire de S
dans Sy qui est analytique i.e. qui a la vertu qu’il existe un entier m et un
homomorphisme continu v : Ay — A; de C-algebres tels que n(p™S;) C Ss et
que la restriction de p™n & S; est 'application f +— fov (remarquer que, pour
m fixé, Papplication v est uniquement déterminée par n). Si cette propriété
est vraie pour m elle est vraie pour tout entier supérieur. Les applications
analytiques de (S1,SpmgAs, 1) dans (Sz, SpmAsg, ae) forment un sous-Q,,-
espace vectoriel de I’espace des applications Q,-linéaires continues de S; dans
So.

(1) Dans [Fo02] et [FP] on donne une définition un peu plus générale afin de
pouvoir faire des quotients par des Z,-modules de type fini. Nous n’en avons
pas besoin ici.
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Les banach analytiques forment une catégorie additive et méme Q,-linéaire ; ce
n’est pas une catégorie abélienne mais elle admet des limites projectives finies.
Si S est un banach, on dit que deux C-structures analytiques (Spmg Ay, o)
et (SpmgyAsz, a9) sur S sont équivalentes si lidentité sur S est analytique
dans les deux sens (i.e. est un morphisme de banach analytiques de
(S, Spmy Ay, aq) dans (S, SpmyAg, an), aussi bien que de (S, Spm Ag, a2) dans
(S,SpmgAq, a1)). L'identité sur S est alors un isomorphisme de ces deux ba-
nach analytiques que 'on utilise pour les identifier. Autrement dit, on peut
aussi bien voir un banach analytique comme un banach muni d’une classe
d’équivalence de C-structures analytiques. On parlera souvent abusivement
du banach analytique S, la classe d’équivalence de structures anaytiques étant
sous-entendue.

4.2 — BANACH ANALYTIQUES CONSTANTS ET VECTORIELS

Soit V' un Qp-espace vectoriel de dimension finie. Choisissons un réseau V de
V' ;5 s0it Feont(V, C) la C-algebre des fonctions continues sur V & valeurs dans
C. On la munit de la norme spectrale

NI = sup | f(s)|

seV

Alors V = SpmeFeont (V, C), munie de l'inclusion de V dans V', est une struc-
ture analytique sur V' dont la classe d’équivalence ne dépend pas du choix du
réseau ; on l'appelle la structure analytique constante et on note V¢ le banach
analytique ainsi associé a V.

On obtient ainsi un foncteur V +— V¢ de la catégorie des Q,-espaces vectoriels
de dimension finie dans celle des banach analytiques. Ce foncteur est pleine-
ment fidele, i.e. si Vi et Va sont deux QQp-espaces vectoriels de dimension finie,
toute application @Qp-linéaire de V; dans V2 non seulement est continue, mais
elle est analytique.

Les banach analytiques constants sont les Qy-espaces vectoriels de dimension
finie munis de la structure analytique constante. On appelle alors hauteur de
V¢ (ou de V) la dimension de V' sur Q,,.

Soit W un Og-module libre de rang fini. Notons W’ le Og-module dual.
Notons Oc{W'} la complétion p-adique de l'algebre Syme W' et posons
C{W'} = C®or Oc{W'} = Oc{W'}[1/p]. L’algebre topologique C{W'}
est une C-algebre spectrale ; le choix d’une base {e1,ea,...,eq} de W permet
de l'identifier & l'algebre des séries formelles restreintes C{ X1, Xa,..., X4} (ol
{X1,Xo,..., X4} est la base de W’ duale de {ej,ea,...,e4}). Son spectre
maximal s’identifie & W, ce qui nous permet de considérer W = Spm C{W'}
comme un groupe spectral commutatif affine.

Si maintenant W est un C-espace vectoriel de dimension finie, le choix d’un
Oc¢-réseau de W, i.e. d'un sous-Oc-module libre W de W qui engendre W
comme C-espace vectoriel, définit une structure analytique Spm-C{W’'} sur
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W. On voit que la classe d’équivalence de cette structure est indépendante du
choix de W, ce qui nous permet de considérer W comme le banach sous-jacent
a un banach analytique que ’on note W?2",

Par exemple, pour W = C, on écrit aussi G5" = C*" et on I’appelle le groupe ad-
ditif (sous-entendu dans la catégorie des banach analytiques sur C'). L’élément
1 est une base du Oc¢-réseau O¢ de C et O¢ s’identifie & Spm-C{X}, avec
m'X = X®1 & 10X.

L’application qui & W associe W?" est, de maniere évidente, un foncteur de
la catégorie des C-espaces vectoriels de dimension finie dans celle des banach
analytiques.

ProprosiTiON 4.2. — Le foncteur W +— W?2" de la catégorie des C-espaces

vectoriels de dimension finie dans celle des banach analytiques est pleinement
fideéle.

Autrement dit, si W7 et W5 sont deux C-espaces vectoriels de dimension finie,
toute application Q,-linéaire de W; dans Wy qui est analytique est C-linéaire.
Ce résultat est a rapprocher du théoreme de pleine fidélité pour les C-repré-
sentations (cf. th.3.11).

Preuve : Si W est un C-espace vectoriel de dimension d, le choix d’une base
de W définit un isomorphisme de W?" sur (G2")?. Ceci nous ramene au cas
ou Wy = Wy = C. Sin est un endomorphisme analytique de C, il existe un
entier m tel que pn provient d’'un endomorphisme continu v de la C-algebre
C{X} qui commute au coproduit. Se donner v revient a se donner v(X) qui
doit étre un élément f € Oc{X} vérifiant m*(f) = f®1 + 1®f. Mais ceci
implique que f appartient au C-espace vectoriel engendré par X, comme on le
voit par exemple en utilisant U'inclusion de Oc{X} C C{X} dans C[[X]], celle
de C{X®1,1®X} dans C[[X®1,12X]] et le fait que le résultat correspondant
est vrai pour le groupe formel additif sur un corps de caractéristique 0. On a
donc v(X) = AX pour un A € O¢ convenable. Mais alors I’endomorphisme de
C induit par v est la multiplication par A et n est la multiplication par p~™A\
qui est bien C-linéaire. O

On a donc une équivalence entre la catégorie des C-espaces vectoriels de di-
mension finie et celle des banach analytiques vectoriels, i.e. la sous-catégorie
pleine de la catégorie des banach analytiques qui sont isomorphes a un W?a"
pour un C-espace vectoriel W de dimension finie convenable.

4.3 — ESPACES DE BANACH-COLMEZ

Les Espaces de Banach-Colmez présentables sont les banach analytiques qui
peuvent s’écrire comme une extension d’un banach analytique vectoriel par un
banach analytique constant. Dans la définition qui suit et qui suffit pour ce que
nous faisons ici, il semble que ’on ne considere que des extensions d’un type
particulier. En fait ([Co02], [FP]) toutes les extensions d’un banach analytique
vectoriel par un banach analytique constant sont de ce type la.
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Rappelons (§3.4) que le groupe multiplicatif Ur = 1 + mp a une structure
naturelle de banach. On a une structure analytique naturelle sur Ug : Soit
7 € R tel que (7(%)) = —p ; alors Up = 1+ 7R est un réseau de Ug. Pour tout
n e N, soit U, = 147" O¢ le sous-groupe du groupe multiplicatif Of de O¢
formé des a tels que |[a—1] < p~™. L’application de O¢ dans U,, qui envoie y sur
147"y est un homéomorphisme et on 1'utilise pour munir ¢, d’une structure
de groupe spectral commutatif affine ; autrement dit on écrit 24, = SpmoC{Y,, }
et la loi de groupe est donnée par m*Y,, = Y, ®1+1QY,+7("Y,&Y,. On envoie
Uy 41 sur U, via le morphisme analytique défini par I’homomorphisme continu
de C-algebres C{Y;,} — C{Y,, 11} qui envoie 1 + 7MY, sur (1 +7"+DYy, )P
Alors Ug s’identifie & la limite projective des U,, et on le munit de la structure de
groupe spectral commutatif affine induite, i.e. on pose Ur = Spm-Ay ou Ay
est le complété pour la norme spectrale de li_m)neN C{Y,}. D’out une C-structure

analytique sur Ur. On note U*" le banach analytique (U, SpmsAy,ay) ou
ay :Ur — U est Papplication u — log[u].
La suite exacte

0—-Q,(1)-U—-C—-0

induit une suite exacte de banach analytiques
(1) 0—-Q,(1) —=U" —=C" -0

En effet, application de U sur C qui envoie log[u] sur log(u(o)) est analytique
(elle est induite par I’homomorphisme continu de C-algebres C{X} — Ay qui
envoie X sur log(l — pYp)/p). L’inclusion de Q,(1) dans U est induite par
I'unique homomorphisme continu de la C-algebre Ay dans celle des fonctions

continues de Z, (1) dans C qui envoie 1+7(™Y,, sur la fonction € = (¢(™)),,en
(n)
e,

Soit S le banach sous-jacent & un banach analytique S = (S, SpmqA4, a) et
soit V' un Q,-espace vectoriel de dimension finie. Le choix d'une base de V'
définit un isomorphisme de S ®q, V sur S% qui hérite donc de la structure
analytique produit. La structure analytique ainsi définie sur S ® V' ne dépend
pas du choix de la base et on note S** ® V' le banach analytique ainsi défini.
Par exemple, pour tout Qp-espace vectoriel V' de dimension fini, V¢ s’identifie
a Qp ® V aussi bien qu'a Q,(1)°® V(-1) et Vo(-1)* & C*" @ V(-1). En
tensorisant la suite exacte (1) avec V(—1), on obtient une suite exacte de
banach analytiques

0=V U™RV(=1) = Va(=1)"" =0

Pour tout triplet (V, W, f) formé d’un Q,-espace vectoriel de dimension fini V/,
d’un C-espace vectoriel de dimension finie W et d’une application C-linéaire
[ W — Ve(=1), on pose Evw,r = (U ®q, V) Xvs(—1) W ; c’est le banach
sous-jacent au banach analytique EY'y;, » défini comme le produit fibré de U*"®
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V(—1) avec W au-dessus de Vo (—1)". On a donc un diagramme commutatif

0 — V¢ — E?,”Wf — Wan — 0
[ ! !

0 — Ve = UmgV(-1) — Ve(=1) — 0

de banach analytiques dont les lignes sont exactes.

Décrivons un peu plus explicitement la structure analytique : Rappelons que
t est un générateur du Z,-module Z,(1). Choisissons une base {v1,vs,...,vp}
de V sur Qp ; les v} = v; @t~! forment une base de V(—1) sur Q,. Choisissons
une base {e1,ez,...,eq} de W sur C, de maniére que si f(e;) = Z?:l CijUL,
alors les ¢;; € O¢. Notons V le sous-Z,-module de V' engendré par les v; et W
le sous-O¢-module de W engendré par les e;.

Soit U = ay(Ug). Soit Ag@v(_oo) le quotient de I'anneau des polynémes a
coefficients dans C en les variables Y; ,,, pour 1 <i < h et n € N, par I'idéal
engendré par les 1 + w(")Y;,n -1+ w(”"’l)YiynH)p. On lidentifie & une sous-
algebre de la C-algebre des fonctions sur U ® V(—o0) en identifiant Y, , a

. . . ! ‘o
la fonction qui envoie Y u; ® v} sur uﬂT On note Aygy(—c) le complété

de cette algebre pour la norme || f|| = sup,cygy(—oo)|f(8)]. Cest une algebre
spectrale dont le spectre maximal s’identifie au réseau Y @ V(—1) de U@V (—1)
et définit la structure analytique sur ce banach.

Par ailleurs

wat = (W, SpmC{Z1, Zs, ..., Za}, op) et
VC(—l)an = (Vc(—l), SmeC{XhXQ, e 7)(h}, OéV)

ou lalgebre de séries formelles restreintes C{Zi,Zs,...,Z4} (resp.
C{X1,Xa,...,Xp}) s’identifie & l'unique algebre spectrale de fonctions
continues sur W (resp. Vc(—1)) telle que ZS(EDj:1 Ajej) = Ag (resp.
XT(Zg;l i ® V) = ) et ot agy et ary sont les applications évidentes.

En outre f est induit par 'unique homomorphisme continu de C-algebres

C{Xl,XQ,... ,Xh} — C{Zl,ZQ,...,Zd}

qui envoie X; sur Z?Zl ¢;jZ; tandis que la projection de U™ ® V(—1) sur
Ve(—1)®" est induite par l'unique homomorphisme continu de C-algebres
C{X1,X2,..., Xpn} — Feons(V,C) qui envoie X, sur log(l — pY;o)/p. En-

fin By = (Bvw,s,SpmeAy w,p,a) ot Ay w ¢ est le séparé complété
du produit tensoriel de Aygy(—oc) et de C{Z1,Zs,...,Zq} au-dessus de
C{X1,Xs,..., X} pour la norme évidente, son spectre maximal est U &

V(—1)) Xooev(-1) W et a est application évidente. Remarquons que Ay yy,

est aussi le séparé complété, pour la norme évidente, de la C-algebre engendrée

par des éléments (Y;,)i<i<hnen et des éléments Zi,Zs,...,Zy avec les re-
. d

lations 1 + 7r(”)YZ-7n =1+ 7T(n+1)y‘;',n+1)p et log(l — pY;0)/p = ijl Cij Z;.
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Quant a la loi de groupe elle est caractérisée par m*Y, ,;, = n,i®Yn7i et
m*Z; = Z;®1 + 1&7;.

Une présentation d’'un banach analytique E®" consiste en la donnée d’un
quadruplet (W, V, f,¢) formé d’un C-espace vectoriel de dimension finie W,
d’un Q,-espace vectoriel de dimension finie V', d’une application C-linéaire f :
W — Ve (—1) et d'un isomorphisme de banach analytiques ¢ : Ejy, ;B
On appelle dimension de la présentation la dimension du C-espace vectoriel W
et hauteur de la présentation la dimension du Qp-espace vectoriel V.

Enfin, on appelle espace de Banach-Colmez présentable (sur C) tout banach
analytique qui admet une présentation.

Les principaux résultats du travail de Colmez sur les Espaces de Banach de di-
mension finie [Co02] peuvent se réinterpréter (cf. [FP], voir aussi[Fo02]) en dis-
ant que la sous-catégorie pleine BC’&" de la catégorie des banach analytiques dont
les objets sont les espaces de Banach-Colmez présentables s’identifie de facon
naturelle a une sous-catégorie pleine d’une catégorie abélienne, la catégorie BC¢
des espaces de Banach-Colmez (sur C), tout objet de BC¢ étant isomorphe au
quotient d’un objet de BC:{ par un autre. Il existe en outre des fonctions ad-
ditives d : Ob BC¢ — N et h : Ob BC¢ — 7Z uniquement déterminées par le
fait que si E*" est un banach analytique muni d’une présentation, alors d(E")
(resp. h(E®")) est la dimension (resp. la hauteur) de la présentation.

Nous verrons aussi que toute presque C-représentation de G est munie de
fagon naturelle d’une structure d’espace de Banach-Colmez. Pour le moment,
nous n’avons pas besoin de ces résultats. Mais nous allons utiliser le résultat
crucial de [Co02] (prop.5.19 et cor.5.11, voir aussi [FP]) qui peut s’énoncer ainsi

ProprosITION 4.3 (lemme de Colmez). — Soit E* un banach analytique ad-
mettant une présentation (W,V,p,1) de dimension 1. Soit n : E — C un
morphisme analytique tel que n(E) # f(u(V)). Alors n est surjective et son
noyau est un Qp-espace vectoriel de dimension finie égale a la hauteur de la
présentation.

Remarque : C’est essentiellement la version forte du lemme fondamental de
[CFO00] ; le lemme fondamental ([CF00],§2) énoncé sous une autre forme, disait
seulement que l'application n est surjective.

4.4 — UNE APPLICATION AUX PRESQUE-C-REPRESENTATIONS

Soit E une représentation banachique de Gk extension d’'une C-représenta-
tion W par une représentation p-adique V. D’apres la proposition 3.12, on
dispose d’une application C-linéaire G i-équivariante f: W — Vo (—1) et d'un
diagramme commutatif

0 —- V — E — W — 0
| l L
(-1

0 - V — U1)®q,V — Vo(-1) — 0
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Ceci nous permet d’identifier £ au banach sous-jacent & Ef7 7 Comme C' est
le banach sous-jacent a EX, ), cela donne un sens a ’énoncé suivant :

PropoOsSITION 4.4. — Soient V' un sous-Qp-espace vectoriel de dimension finie
de C' stable par Gg et E une représentation banachique extension d’une C-
représentation W de dimension 1 par V. Sin : E — C est une application
Qp-linéaire continue G g -équivariante induisant identité sur V', alors n est
analytique.

Preuve : Reprenons les conventions et notations du §4.3 avec d = 1. Posons
e=e,Z=27,¢c=cpetE = UV (-1))Xo.gv-1)WW. Quitte a remplacer e
par pe, on peut supposer que ¢; € pO¢ pour tout . Posons encore A = Ay yy ¢
et notons @4 la boule unité de A. Soit R* ensemble des suites z = (:v("))neN
d’éléments de O 4 vérifiant (z("+1))P = 2(") pour tout n. On en fait un anneau
commutatif unitaire en posant

(x4 )™ = lim (™) 4 yFmNPT et (1)) = £(7)y (M)

m——+o0

C’est un anneau de caractéristique p. Il contient 'anneau R formé des z tels
que (™ € O¢ pour tout n comme sous-anneau. Il est parfait (i.e. le Frobenius
x +— aP est bijectif).

Soit W(RA) I'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans R4. Comme
R4 est parfait, c’est un anneau séparé et complet pour la topologie p-adique,
sans p-torsion. Pour tout € R4, notons [z] = (,0,0,...,0,...) € W(R4)

son représentant de Teichmiiller. Pour tout (xo,z1,...,Zp,...) € W(RA)7 on
a (L0, T1se ey Tnye-.) = Do P 28 ).
L’application 6 : W(R?) — O4 qui envoie (zo,%1,Z2,...,Tn,...) sur

5% p"z"” est un homomorphisme d’anneaux.

LEMME 4.5. — Soit m = (7(™),en € R un élément vérifiant (9 = —p. Pour
tout x = (z(™),en € RA, posons ||z|| = |[z(V||. Pour que x appartienne a
lidéal engendré par , il faut et il suffit que ||z|| < |p|.

Prewve : Siz = my avee y € RA, on a |jal] = [[2@]| = [I-py ]| = pllly@]| <
|p| et la condition est nécessaire. Réciproquement, si ||z|| < [p|, cela veut dire
que |[z©]| < [p|, donc que, pour tout n € N, ||z || < (|p|)? " = |7™)| puisque
2@ = (J|=|)P". L’élément y™ = 2™ /7(") de A vérifie donc ||y||™) < 1.
Donc y = (y™)pen € O4 et & =my. O

LEMME 4.6. — Soient ™ comme ci-dessus et & = [1] + p. Dans W(R?), la
multiplication par £ est injective et le noyau de 0 est l'idéal principal engendré

par .

Preuve : Remarquons d’abord que la multiplication par 7 est injective dans R4.
En effet, si 2 = ((™),eny € R? est non nul, 2(%) # 0. On a 7z = (7(Mz(™), y
et 7020 = —pz©) est non nul, puisque p est inversible dans C' et A est une
C-algebre.
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Soit maintenant 2 € W(RA) non nul. Si 7 est le plus grand entier tel que
p" divise x, on peut écrire = p"y avec ¥y = (Yo, Y1, -+, Yn,--.) € W(RA) et
yo # 0. Alors &y = (myo,...,) est non nul puisque wyy # 0 et donc aussi
¢x = p"&y, puisque W(R?) est sans p-torsion.

On a (&) = 7(® 4+ p = 0 et Iidéal engendré par ¢ est bien contenu dans le
noyau de 6. Pour prouver la réciproque, comme W (R4) est séparé et complet
pour la topologie p-adique, il suffit de vérifier que Ker 6 C (§) 4+ pKer 6. Soit

z = (29, 21,...,Zpn,...) € Ker . On a acéo) +p(2?:1p”_1x§f)) = 0 donc

xéo) € pO4 et ||z|| = ||z < |p|. D’apres le lemme précédent, il existe
Yo € R tel que mg = myo. Si 2z = (20,215, 2n,---) =T —&E[yo], on a zg = 0

donc z = pz’ avec 2’ € W(RA). Mais 0(pz') = 0, donc aussi #(z') = 0 et on a
bien z € (§) + pKer 6. O

Notons O 46 le sous-anneau de 04 image de W (RA) par 6 et OB;‘ le quotient
de W(RA) par I'idéal (Ker 6)2 qui est aussi I'idéal principal engendré par £2.
L’anneau O pa est donc une extension de O 40 par un idéal de carré nul qui est
le O 4o-module libre de base I'image ¢ de &.

Pour 1 < i < h, soit U™ = 14+ 7MY, Alors U; = (U™),en € RA.
On a Ui(o) — 1 = exp(¢;Z) — 1 qui, comme ¢;Z, appartient & pO4. On a
(U; —1)© = Ul-(o) — 1 mod pOy et ||U; — 1|| < |p|. D’apres le lemme 4.5, il
existe V; € R tel que U; — 1 =xV;.

Soit [U;] = (U;0,0,...,0,...) le représentant de Teichmiiller de U; dans
W(RA). Tl existe a; € W(R?A) tel que [U;] — 1 = [U; — 1] + pa;. On peut
donc écrire [U;] — 1 = [7V;]+pa; = [7][Vi] +pa; = E[Vi] +p(6; — V;). L’anneau
@ Bp est séparé et complet pour la topologie p-adique et 1'idéal engendré par &
est de carré nul ; on en déduit une structure d’idéal & puissances divisées sur
I'idéal engendré par € et p. Par conséquent, si 'on note U; 'image de [U;] dans
Opa, lasérie log Uy = Yone (—1)H D = 575 (—1)m+ L (n— 1)1y, (0 — 1)
converge dans cet anneau.

Celui-ci est sans p-torsion et Opa s’identifie & un sous-anneau de By =
Opall/p]. Ce dernier est une extension de I'anneau A% = O46[1/p] - que
'on peut voir comme un sous-anneau de A - par le A’-module libre de rang 1
de base €.

Notons Op, le quotient de 'anneau W (R) par I'idéal engendré par £2. On sait
([Fo88a), §1.5) que Bs s’identifie & Op,[1/p| et que I'image t de ¢ dans Bs est
un élément non nul de (’)Bzf = O ; il existe donc ¢y € O¢ non nul tel que
t = co€. On voit donc que B3 est de facon naturelle une Bo-algebre, que € et
t engendre le méme idéal dans Bs' et que I'on a un diagramme commutatif

0 - Cc1l) —- By, —» C — 0
N ! N
0 — A1) — B — A% — 0
dont les lignes sont exactes. En particulier I'application By — B3! est injective
et B3' est une By-algebre fidelement plate.
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Pour tout By-module W, on pose W4 = Bs ®@p, W. Si W est annulé par t,
c’est un C-espace vectoriel et W4 = A% @ W. Remarquons que, si s € &,
alors s induit un homomorphisme de Og-algebres de 04 dans O¢, donc un
morphisme de R-algebres de R dans R, un morphisme de W (R)-algebres de
W(RA) dans W (R), donc un morphisme de By-algebres sp, : Bs' — By. Pour
tout Bo-module W, on note encore sp, : W4 — W D'application définie par
sp,(b@w) = sp,(b)wsi b€ By et we W.

LEMME 4.7. — Soient W un Bs-module de type fini et W1 un sous-Ba-module
de W. Soit a € WA. Pour que o € Wi, il faut et il suffit que sp,(a) € Wi
pour tout s € £.

Preuve : On peut trouver m; < mo < m et n; < n dans N et des éléments
(a;)1<i<m €t (bj)i1<j<n dans W tels que, avec des notations évidentes,

W= (_@1 Boa;) @ (_@1 Cb;) et Wy = (_@1 Bya)® ( @ Cta) @ (_@1 Cb;)

1=mi+1

On peut alors écrire av = Y71 A ® a; + .7, ju; @ by, avec les \; € Bg' et les
p; € A? uniquement déterminés. Pour tout s € £, ona sp,(a) =3 sp, (\i)ai+
> s(ps)b; 5 cest un élément de Wi si et seulment si O(sp,(A\;)) = 0 pour
mi1 < i < mg, sg,(Ai) =0 pour mg < i < mets(p;) =0pourn; <j<n.
L’assertion résulte alors de ce que, comme A est spectrale, pour tout yu € A
non nul, il existe s € £ tel que s(p) # 0, ce qui implique aussi que, si A € B3
vérifie O(\) # 0, alors il existe s € € tel que §(sp,(\)) # 0 et que, si A € B3
est non nul, alors il existe s € £ tel que sp,(A) # 0. O

Fin de la preuve de la proposition4.4: Ona E C U(—-1)®q, V = U®q, V(—1).
L’inclusion U C B permet d’identifier £ a un sous-Q,-espace vectoriel du Bo-
module Wi = By ®q, V(—1) et on a une suite exacte

0-Ve—->W; = Ve(-1)—0

Soit VCO le noyau de la projection w : Vo — C' induite par I'inclusion de V' dans
C (onaw(d A\®@v;)=> A\v;). Cest un sous-C-espace vectoriel de Vi et le
quotient Wy = W7 /VJ est un By-module extension de Vo (—1) par C.
L’application composée E — U ® V(—1) — W; — W5 est injective et on a un
diagramme commutatif

O -V - FE —- W — 0

N lso lf

0 - C — W, — Ve(-1) — 0
dont les lignes sont exactes. Soit Fo = C @y E la somme amalgamée de C' et
de E au-dessous de V. L’application ¢ : E — W; s’étend de manieére unique

en une application QQp-linéaire continue G g-équivariante pc : Ec — Wi qui
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est l'identité sur C. L'image W5 de ¢ est I'image inverse dans W; du sous-
C-espace vectoriel f(W) de Vo(—1) et est donc un sous-Bz-module de Wi. En
outre, p¢ est un homéomorphisme de E¢ sur Wa.

L’application n : E — C s’étend de maniere unique en une application Q,-
linéaire continue Gg-équivariante de E¢o sur C' qui est 'identité sur C. Par
transport de structure, on en déduit un morphisme n; : Wo — C de B(Gk)
qui est l'identité sur C. D’apres le théoreme de pleine fidélité (th.3.11), cette
application est Bs-linéaire. Autrement dit, W5 est en fait un C-espace vectoriel
de dimension 2 somme directe de C' et du noyau N de n,,. On a donc une
décomposition en somme directe Wit = C4 @ N4 = A% ¢ N4.

Considérons 1’élément o = Zle log UZ ® v} de WlA et notons as son image
dans W3, Pour tout s € &, sp,(a1) appartient & I'image de E dans Wy, donc
sp,(az) € Wa. D’apres le lemme 4.7, ceci implique que ap € W3t et on peut
écrire aig = o + 72, avec By € A? C A et 45 € NA. Quitte & remplacer 7
par p™n, et donc aussi f par p™ f, avec m entier suffisamment grand, on peut
supposer que 2 € Oy4.

On voit alors que n(€) C O¢ et que, pour tout s € £, on a n(s) = sov, ol
v:C{X} — A est 'unique homomorphisme continu de C-algebres qui envoie
X sur B5. O

Montrons alors le théoréme 4.1 : Soit V' le noyau de la restriction de 7 a
V. Quitte & remplacer F par E/V’, on peut supposer V' = 0 et utiliser la
restriction de n a V pour identifier V a un sous-Q,-espace vectoriel de C.
D’apres la proposition précédente, n est analytique. Il suffit alors d’appliquer
le lemme de Colmez (prop.4.3). O

COROLLAIRE. — Soit V' un sous-Qp-espace vectoriel de dimension finie, stable
par Gg, de C. Soit W une C-représentation de dimension 1. Sig: W — C/V
est un morphisme non nul de représentations banachiques, alors g est surjective
et son noyau est un Qp-espace vectoriel de dimension finie égale a celle de V.

En effet, si £ = C x¢/y W, on a un diagramme commutatif
0O -V - F — W — 0
I L Lo

0 -V - C —- C/V - 0
dont les lignes sont exactes. Comme g # 0, n(V) # n(E) ; mais alors n est
surjectif donc aussi g et le noyau de g s’identifie au noyau de 7 et sa dimension
sur Q, est bien égale a celle de V. O

5 — LA CATEGORIE DES PRESQUE C-REPRESENTATIONS

5.1 — LE THEOREME DE STRUCTURE

On reprend les notations et conventions des §1.2 et 1.4.
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THEOREME 5.1. — La catégorie C(Gg) est une sous-catégorie stricte de B(G).
En outre, il eziste deuz fonctions additives sur les objets de C(G )

d:0ObC(Gk)—Neth:0b(C(Gkg)—Z

uniquement déterminées par d(C') =1, h(C) =0 et d(V) =0, h(V) = dimg, V'
pour toute représentation p-adique V.

Remarque : Nous appellerons d(X) la dimension de X et h(X) sa hauteur. 11
est parfois commode d’utiliser la fonction additive dh : Ob C(Gx) — N x Z
définie par dh(X) = (d(X), h(X)).

Preuwve : Appelons présentation d'un objet X de B(Gk) un quadruplet formé
d’'une C-représentation triviale W, de sous-Q,-espaces vectoriels de dimen-
sion finie V de X et V' de W, stables par Gk, et d’'un isomorphisme
a: XV — W/V' (dans B(Gk)). Un objet de B(Gk) admet donc une
présentation si et seulement s’il est dans C(Gk). Appelons objet présenté un
quintuplet X = (X, W, V, V' a), ot X est un objet de C(Gk) et (W, V, V' «a)
une présentation de X. On écrit aussi X = (a : X/V ~ W/V’). On pose
dh(X) = (dim¢g W, dimg, V —dimg, V') ; on appelle aussi X Iobjet sous-jacent
aX.

Un morphisme d’objets présentés est un morphisme des objets sous-jacents.
On dit qu’un morphisme f : X — Y est admissible s’il est strict et s’il existe
des présentations N du noyau N, J du conoyau J et I de 'image I de f telles
que dh(X) = dh(N) + dh(I) et dh(Y) = dh(L) + d(h.]).

Le théoreme équivaut au résultat suivant :

ProposITION 5.2. — Tout morphisme d’objets présentés est admissible.

Prewve : Si X = (X,W,V,V' ) est un objet présenté et si U est une
sous-représentation de X de dimension finie, on note X /U V'objet présenté
(X/UW,V,V',a),oa V=U+V/U V' ={weW |wmod V' € (U +V)}
et a est I'application déduite de a par passage au quotient.

LEMME 5.3. — Soient f : X — Y un morphisme d’objets présentés, U une
sous-représentation de dimension finie de X, U’ une sous-représentation de di-
mension finie de Y contenant f(U) et fe X/U — Y /U’ le morphisme d’objets
présentés déduit de f par passage aux quotients. Alors f est admissible si et
seulement si f est admissible.

Preuve : Exercice. O

LEMME 5.4. — Soient m,h,d € N. Soient E une représentation banachique
extension d’une C-représentation triviale X de dimension m par une représen-
tation p-adique V de dimension h, W une C-représentation triviale de dimen-
siond et f: E — W un morphisme de C(G). Alors f est strict et il existe
des présentations N du noyau N, J du conoyau J et I de l’image I de f telles
que dh(N) + dh(I) = (m,h) et dh(I) + dh(J) = (d,0).
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Montrons d’abord comment la proposition résulte des lemmes 5.3 et 5.4 : Soit f :
(X1, Wi, V1,V a1) — (Xa, Wa, Va, V3, ag) un morphisme d’objets présentés.
Pour i € {1,2}, soit W, = (W3, W;,0,0,idw,). Posons Ey = Wi xx,/¢1p) Xo.
On a une suite exacte

0—f(Vi) = E1 —-W; —0

et on pose £, = (E1, Wy, f(V1),0, proj.can.). Posons F| = Ey xx, v, Wa. On
a des suites exactes
0=V, —=F —FE —0

et, si I'on note V' I'image inverse de f(V;) dans Fi,
0>V -F -W; —0

et on pose F; = (Fy, Wy, V', 0, proj.can.).
On a alors un diagramme commutatif

X, — X,/ — w, — E, = L, — F
! l ! l ! !
Xy, — Kz/f(vl) = Xz/f(vl) - Xy — Kz/V2 — W,

La fleche verticale de droite est admissible d’apres le lemme 5.4. En appliquant
cinq fois de suite le lemme 5.3, on en déduit que toutes les fleches verticales le
sont. O

Prouvons alors le lemme 5.4 : On va procéder par induction sur d, le cas d = 0
étant trivial. Supposons donc d > 1.
Considérons une suite finie

W=F'WoFW>2..0FWOFTW>...0FW

de sous-C-espaces vectoriels de W, stables par G, avec F*W de codimension
i. Pour chaque entier i, notons F*E 'image inverse par f de F'W, f; : F'E —
F'W la restriction de f, et, lorsque i < r, gr;W = FIW/F"H W et f, : F'E —
gr'W le composé de f; avec la projection de F'W sur gr'W.

On se propose de construire une telle suite, ainsi que de se donner pour chaque
i, une suite exacte de C(Gk)

OHVI-HFZ‘EHXZ-HO

ou V; est une représentation p-adique de dimension A et X; une C-représen-
tation triviale de dimension m — ¢ (ceci implique a posteriori que l'on aura
r <m).

On procede inductivement :

a) On doit avoir FOW =W et FOE =F ;onprend V, =V et Xy = X.

b) Soit i > 0 et supposons F'W, F'E, V; et X; construits :
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—si fi(F'E) est de dimension finie sur Q,, on prend r = i (remarquer que c’est
nécessairement le cas si i =mousii=d) ;

—sinon, soient e, g, . . ., e4—; une base de F*W formée d’éléments fixes par G .
Pour s = 1,2,...,d—1i, soit Hy 'hyperplan de de F*W engendré par les e; avec
j # s. Comme f;(F'FE) s’injecte dans EB?;{FZ‘W/HS7 il existe un entier s tel que
I'image de fi(F'E) dans F*W/Hj n’est pas de dimension finie. On choisit pour
FHUW un tel H,. Avec les notations qui précedent, on a f,(F'E) # f.(V;).
Décomposons X; en une somme directe X; = EB;”:_liLj de C-droites stables par
Gk et notons E; I'image inverse de L; dans F'E. Ona F'E = 7" ," Ej, donc

fi(F'E) =3 f.(E;) et il existe j tel que f;(E;) # f;(Vi). Quitte & changer la
numérotation, on peut supposer 7 = 1. Le choix d’une base de LfK et d’une
base de (gr'W)%% permet d’identifier le sous-espace fermé E; de F'E & une
extension de C par V; et le quotient griWW & C. En appliquant le théoreme 4.1
& la restriction g; de f, & E1, on voit que g; est surjective et que le noyau Vi
de g; est une représentation p-adique de dimension h.

Soit X;41 la C-représentation de dimension m — ¢ — 1 qui est le quotient de X
par L;. Dans C(Gk), on a une suite exacte

0—>E —-F'FE—X;1—0

Comme g; est surjective, f; I'est aussi et est donc un épimorphisme strict.
Comme F*1E est le noyau de f;, on a un diagramme commutatif

0 0
! 1
0 - Viyn — FP'E — X, — 0
| ! I
0O - B — FFE — X4 — 0
gr'W = gr'w
| !
0 0

dont les lignes et les colonnes sont exactes, ce qui acheve la construction au
rang ¢ + 1.

Soient V;' le noyau de la restriction de f, a V.. et V" = f.(V;.). Si b’ = dimg, V}
et b = dimg, V', ona h=h"+h".

Comme f,(F"E) est de dimension finie sur Q,, l’application f, induit un mor-
phisme de C(Gg) de la C-représentation X, sur la représentation p-adique
f-(FTE)/V,”. D’apres le corollaire au théoréme 3.11, ce morphisme est nul et
ona f.(F'E)=V/!.

En particulier, on peut considérer f,. comme un épimorphisme strict de F™F
sur V. Par construction le noyau (en tant qu’application linéaire) de f est
aussi le noyau N de f, et a donc une structure naturelle d’objet de C(G).
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Dans cette derniere catégorie, on a un diagramme commutatif

0 0
! !
| ! |
0 — Vr — F'E — WT — 0
! !
‘/T// _ Vr”
! !
0 0

dont les lignes et les colonnes sont exactes. Ceci nous permet aussi de munir NV
d’une structure d’objet de C(G k) muni d’une présentation N vérifiant dh(N) =
(m—mrh).

Par construction l'application de E dans W/F"™W composée de f avec la pro-
jection de W sur W/F"W est surjective et, si I désigne "image ensembliste de
I’application f, on a donc une suite exacte

0—-V/'—>T—W/F"'W —0

Si 'on munit I de la topologie induite par celle de W, on voit que I est fermé
dans W et que la suite exacte ci-dessus donne a I une structure d’objet de
C(Gk) muni d’une présentation I vérifiant dh(l) = (r,h").

De méme, comme f induit un isomorphisme de E/F"E sur W/F"W , le conoyau
(au sens des Qp-espaces vectoriels) J de f s’identifie & celui de f, donc au
quotient de F"W par V. et est donc aussi muni d’une présentation J vérifiant
dh(J) = (d — v, — "),

Dans C(Gk), on a des suites exactes courtes

0O—-N—-FE—-1-—-0

et0—=I—-W-—>J—=0
ce qui montre que f est strict et, comme (m,h) = (m —r,h") + (r,h”) et

(d,0) = (r,h") + (d — r,—h") que f est admissible. O

5.2 — TOUTE SUITE EXACTE COURTE DE PRESQUE C-REPRESENTATIONS EST
PRESQUE SCINDEE

ProrostTioN 5.5. — Soit W une C-représentation triviale et X un sous-objet
de W dans C(Gg). Alors il existe un presque supplémentaire W' de X dans
W qui est un sous-C'-espace vectoriel.

Preuve : Comme W est une C-représentation triviale, tout sous-C-espace vec-
toriel de W stable par G est encore une C-représentation triviale.
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Soit W’ un sous-C-espace vectoriel de W stable par Gk tel que Papplication
composée X C W — W/W' est surjective et qui est minimal pour cette pro-
priété. Alors X est une extension de W” = W/W' par X' = X NW’. Si H est
un hyperplan de W’ stable par Gk, on a un diagramme commutatif

0 — X - X = W' = 0

| ! I
0O - W/H - W/H — W' — 0

dont les lignes sont exactes. Comme lapplication X — W/H n’est pas sur-
jective, X’ — W'/H ne l'est pas non plus. comme W'/H ~ C, 'image I de
cette application est isomorphe & un sous-objet de C' dans la catégorie B(Gk),
distinct de C' ; on a donc d(I) = 0 et I est un Qp-espace vectoriel de dimension
finie. Si l'on choisit une base {ej,ea,...,e,} de W’ sur C formée d’éléments
fixes par Gk et si, pour 1 < ¢ < r, on note H; 'hyperplan de W’ de base les
ej avec j # i, la projection X/ de X' sur W'/H; est un Qp-espace vectoriel de
dimension finie. Comme X’ s’injecte dans la somme directe des X/, c’est aussi
un Q,-espace vectoriel de dimension finie. O

COROLLAIRE. — Soit
0—-58—-85—-58"-0

une suite exacte courte de représentations banachiques avec S’ et S des
presque-C-représentations. Pour que S soit une presque C-représentation, il
faut et il suffit que cette suite soit presque scindée.

Preuve : 1l est clair que la condition est suffisante. Montrons qu’elle est
nécessaire : Si S est une presque C-représentation, on peut trouver un iso-
morhisme S/Vy ~ W/V avec W une C-représentation triviale et Vj et V' des
représentations p-adiques de dimension finie. Quitte & remplacer S par S/Vj
et S’ et S par les quotients correspondants, on peut supposer Vo = 0. Quitte
a remplacer S par W et S’ par le produit fibré S’ xg W, on peut supposer
S = W. D’apres la proposition, il existe un sous-C-espace vectoriel W/ de W
tel que S = W = W'+ .5’ tandis que V' = S'"NW’ est un Q,-espace vectoriel de
dimension finie. Autrement dit W’ est un presque-supplémentaire de S’ dans
S et la suite est presque scindée.

5.3 — TOUTE SUITE EXACTE COURTE DE BjR-REPRESENTATIONs EST
PRESQUE SCINDEE

Pour prouver cette affirmation, nous aurons besoin de pouvoir tordre ’action
de Gk par des caracteres a valeurs dans K*. C’est pourquoi nous allons établir
un resultat apparemment plus fort.

Si W est une B;'R—représentation et Y un sous-Q,-espace vectoriel fermé de
X, stable par G, un K-presque supplémentaire de Y dans X est un presque
supplémentaire qui est un sous-K-espace vectoriel. On dit qu'une suite exacte
courte

0—=W =W —-W"—=0
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de B;R—représentations est K-presque scindée si W' admet un K-presque
supplémentaire dans W. Il revient au méme de dire qu’il existe un sous-K-
espace vectoriel de dimension finie V de W’ stable par Gk et une section
K-linéaire Gi-équivariante de la projection de W/V sur W”.

THEOREME 5.6. — Soit
(%) 0—=W =W —=W"—=0

une suite ezacte courte de B(G) avec W' et W des Bj,-représentations de
G . Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) la suite (1) est presque scindée,

it) la suite (1) est K-presque scindée,

i11) la représentation W est une B;R—représentation.

Commengons par établir quelques lemmes.

LEMME 5.7. — Soit

(1) (2)
0
!
(3) 0o — Y — - X’ = 0
| |
(4) 0o - Y — Y — 0
!
Z
!
0

!

un diagramme commutatif de BjR—représentations dont les lignes et les colon-
nes sont exactes.

i) Si les suites (2) et (4) sont K-presque scindées, alors (1) lest aussi,

it) Si (1) et (3) sont K-presque scindées, alors (4) lest aussi.

Preuve : i) Soient E” un K-presque supplémentaire de X" dans Y et F un
K-presque supplémentaire de Y’ dans Y. L’image inverse de E” dans F' est un
K-presque supplémentaire de Y dans X.

ii) Soient E; un K-presque supplémentaire de X dans Y et Es un K-presque
supplémentaire de Y’ dans X. Alors E; + FE» somme est un K-presque
supplémentaire de Y dans X. O

LEMME 5.8. — Supposons qu’il existe une extension finie L de K contenue
dans K telle que (%) est L-presque scindée en tant que suite exacte de B;R-
représentation de Gp. Alors (x) est K-presque scindée.

Preuve : Soient g1, ¢s,...,g, des représentants dans G des classes a gauche
de Gk suivant G. Par hypothese, il existe un sous-L-espace vectoriel V de W’
stable par G, et de dimension finie et une section L-linéaire so : W' — W/V
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de la projection de W/V sur W” qui commute & l'action de Gr. Quitte &
remplacer V par >_"" ; g;(V), on peut supposer que V est stable par Gx. On
voit que l'application s : W — W/V définie par

s(x) = %Z%(SO(g;l(x))

est une section K-linéaire Gi-équivariante de la projection de W sur W”. O

LEMME 5.9. — Pour tout entier m > 1 la suite exacte
0— B,,-1(1) - B, - C—0

est K-presque scindée.

Preuve : Soient Tk le module de Tate d’un groupe formel de Lubin-Tate pour
K (cf., par exemple [Se67b], §3.3) et Vk = Q, ®z, Tkx. C’est un K-espace
vectoriel de dimension 1 sur lequel G i opére via un caractere dont la restriction
a l'inertie est 'inverse de celui donné par la théorie du corps de classes. La
représentation Vi est de Hodge-Tate ([Se89], chap.III, §1 et appendice) : si
Wy désigne le noyau de I'application C ®q, Vk — C @k Vi, la suite exacte

0—=Wy—C®q, Vk = C®K Vk —0

est canoniquement scindée, C @ Vi ~ C(1) et Wy ~ CHEQl=1 e choix d’un
isomorphisme de C ® x Vi sur C(1) définit une application K-linéaire injective
G g-équivariante tg : Vg — C(1). Celle-ci se releve de fagon unique en une
application K-linéaire G g-équivariante ¢ : Vi — Fil' Byp : cela résulte de ce
que la représentation Vi est de de Rham, mais aussi, plus simplement, de ce
que, pour n =0,1,

Ext™(Vi,C(m)) = Hin (K, Vg ®q, C(m)) ~
H" (K,C(m—1)® C(m)FeI=1) = ¢

pour tout entier m > 2, ce qui montre que ’application

Home (o) (Vs Bmg1) — Home o) (Vi Bim)
est bijective. En tensorisant la suite exacte

0-Q,—-U(-1)—C(-1)—0
avec Vi, on obtient une suite exacte
0— Vg —U(-1)®q, Vk — C(-1)®q, Vk — 0

Notons Uk l'image inverse de C(—1) ® x Vi dans U(-1) @k Vk.
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Soit ¢ : Ug — B;R le composé de l'inclusion de Ui dans U(—1) ® Vi avec
'application ut ! ® v — ut~1i(v) et soit to(—1) : C(—1)®x — C lapplication
et — c(v) @t~ Dans C(Gf) a un diagramme commutatif

0 — Vi — Ugx — C®gVgx — 0

iy L L e

0 — Fil'Bf, — Bl — C — 0

dans lequel toutes les applications sont K-linéaires. Comme la fleche verticale
de droite est un isomorphisme, pour tout entier m > 1, I'image de Ux dans
B, = B;R/FildeR est un K-presque supplémentaire de B,,_1(1) dans B,,. O

LEMME 5.10. — La suite
0—-C—-Cy—=C—0
est K-presque scindée.
Preuve : Choisissons une extension non triviale V7 de Q,(1) par Q,. Rappelons
(prop.3.10) que C ®q, V1 s’identifie a C' @ C(1) de sorte que la suite exacte
0= C®q, Vi — Bz(~1) @g, Vi — C(~1) &g, V1 = 0
peut se réécrire

0—-CaC(1l) = By(~1)®g, Vi = C(-1)®&C —0

Soit Wl I'image inverse de C' dans By(—1) ®q, Vi Le quotient Wi de Wl par
C(1) est une B;R—représentation, extension de C par C.
Pour n =0,1, on a HY ,(K,C(1)) = 0, et la suite exacte

cont
O—>C(1)—>/V[71—>W1—>0

induit un isomorphisme WIG K WEE. Si l'extension Wy de C par C était

scindée, on aurait donc dimyg W1GK = 2, ce qui, comme W; C By(—1) ®q, Vi

contredit le fait que dimg (Ba(—1) ®g, V1)“% =1 (prop.3.10). La proposition

2.15 implique alors que W; ~ Cj et il suffit de vérifier que la suite exacte
0—-C—-W 1 —-C—=0

est K -presque scindée.
D’apres le lemme 5.9, la suite exacte

0—-C(1)- By, —C—0

est K-presque-scindée. Si Uy est un K-presque supplémentaire de C(1) dans
By, alors Uk (—1) ®q, V1 est un presque K-supplémentaire de C'®q, V1 dans
By ®q, V1, donc B, = (Uk(—1)®q, V1) N W est un presque K-supplémentaire

de C®QPV1 dans Wl et 'image de E’l dans W7 est un presque-K-supplémentaire
de C dans W;. O
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LEMME 5.11. — Pour tout entier r > 2, la suite
0—-C_1—-C,—-C—0

est K-presque scindée.

Preuve : Pour r = 2, c’est le lemme précédent et la démonstration pour r > 3
est tres voisine. Rappelons (§2.5) que, pour tout m € N, Cp, = C ®z, T, ol
T, est le Zy-espace vectoriel des polynoémes de degré < m en l'indéterminée
logt. En particulier Q, ®z, T1 = Q) et on a une suite eaxcte

0_’Qp®Tr72_’Qp®Tr71_’Qp_’0

(o1 (logt)"—2 s’envoie sur 1).

Soit V7 comme dans la preuve du lemme précédent. Comme le Q-espace vecto-
riel Extép[GK](Qp(l), Q) = H2,,.(Gk,Qu(—1)) est le dual de H*(Gk,Q,(2))

(cf. §3.1), il est nul ; par dévissage, on en déduit que Extép[cK](Qp(l),Qp ®
T,—_2)) = 0. Par conséquent, ’application naturelle

EXtctlzp[GK](Qp(l)a Q&Tr—1)— EXtal;gp[GK](Qp(l)» Qyp)

est surjective, ce qui nous permet de choisir une extension V' de Q,(1) par
Q,®T,_1 quireleve V4, i.e. qui est munie d'une identification de V/(Q,®T,_2)
a V.
La suite exacte

0-Q,RT -1 =V —-0Q,(1) —0

induit, par extension des scalaires a C, une suite exacte de C-représentations
0_>Cr71_)VC_)C(1)_)O

On a Homgg,)(C(1),C) = Exté[GK](C(l), C) = 0, on en déduit par dévissage
que Homgq,(C(1),Cr1) = Exté[GK](C(l),Cr,l) = 0, la suite exacte
précédente est canoniquement scindée ce qui nous permet d’identifier Vo a
Cr1®C(1) et Vo(—1) & Cr—_1(—1) ® C. La suite exacte

0—C®q,V — Ba(-1)®q, V= C(-1)®q, V=0
peut donc se réécrire
0—-C1 0 C(l) — BQ(—l) ®Qp V — Cr_l(—l) »C —0

Solent W limage inverse de C dans By(—1) ®q, V et W le quotient de

W par C(1). Clest une B;‘R—représentation extension de C par C,_;.
Cette extension est non scindée car le quotient de W par C,_o s’identifie a
I’extension, non scindée, W7 de C' par C considérée dans la preuve du lemmme
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précédent. L’assertion (Bi) du théoreme 2.14 montre que le K-espace vectoriel

Extl . (C,Cr_1) est de dimension 1. Il en résulte que W est isomorphe a
B zGK]

C, et il suffit de vérifier que la suite exacte
0—-C_1—W-—-=C—0
est presque scindée.
Si Uk est comme dans la preuve du lemme précédent, Uk (—1) ®q, V est un
presque K-supplémentaire de C ®q, V dans By ®q, V/, donc E= (Uk(—1)®q,

V)N W est un presque K-supplémentaire de C ®q, V' dans W et I'image de E
dans W est un presque-K-supplémentaire de C,._; dans W. O

Pour m,r € N, posons By, , = By, @z, T;.. C’est une B;R—représentation et, si
m > 1, en tensorisant avec T, la suite exacte

0— B,-1(1) > B, = C—0
on obtient une autre suite exacte

0— Bmfl,r(1> - Bm,r - C’r —0

LeMME 5.12. — Soient m et n des entiers > 0 et soit By, , le noyau du
composé de la projection de By, , sur C, avec la projection de C',. sur C. Les
suites exactes

0— Bmfl,r(1> - Bm,r - C’r —0
0—B,,,—Bn,—C—0

m,r
sont K-presque scindées.

Preuve : On peut supposer m > 2. On peut (lemme 5.9) trouver un K-presque
supplémentaire Ux de B,,—1(1) dans B,, ; si Vk = B,,—1(1) N Uk, on a un
diagramme commutatif

0 — Vi @ T - Ug®T, — C. — 0

N N I

0 — Bp_i1,(1) — By r - C, — 0
dont les lignes sont exactes et Ux ®z, T} est un K-presque supplémentaire de
Bp,—1,(1) dans By, .
On a un diagramme commutatif de BJR—représentations

0 0
1 1
0 — Bmflyl(l) — B;n,r — Crfl — 0
I ! |
0 — Bm71,1(1> - Bmﬂ‘ - C’r — 0
1 l
c = c
1 1
0 0
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dont les lignes et les colonnes sont exactes. On vient de voir que
0— By-1,(1) = By = C, — 0
est K-presque scindée et
0—-C1—C,—-C—0
lest aussi (lemme 5.11). Donc (lemme 5.7, (i))

0—B,,—Bn,—C—=0

m,r

I'est aussi. O

Prouvons alors le théoréme : L’implication (ii)=(i) est triviale et on sait
(prop.3.14) que (i)=-(iii). Il suffit donc de prouver que, si

0O—-W —-W-=W"-=0

est une suite exacte courte de B(Gk), alors W' admet un K-presque
supplémentaire dans W.
Quitte & remplacer K par une extension finie convenable (ce qui est possible
grace au lemme 5.8), on peut supposer que W est petite, ce qui implique que
W’ et W” le sont aussi. La décomposition W = @ cq, Wa de W suivant
les orbites de ax sous l'action de Z (cf. remarque a la fin du §2.3) induit
une décomposition en somme directe de la suite exacte, ce qui nous permet
de supposer que tous les W4 sauf 'un d’entre eux sont nuls. Autrement dit,
il existe a € ax tel que les valeurs propres de Vq agissant sur W/ sont dans
a + Z. Quitte & tordre laction de W sur Gx par le caractere x(—%) qui est
a valeurs dans K*, on peut supposer que a = 0, i.e. que W est un objet de
RGPB;R,Z(GK)~
On procede alors par récurrence sur la longeur d” de la BJ,-représentation W
qui, puisque W est petite, est aussi sa longeur en tant que B;R—module.
Sid’ =1, W” objet simple de la catégorie RepB;rR’Z(GK) est isomorphe & C(7)
pour i € Z un entier convenable. Quitte & tordre laction de G sur W par le
caracteére x ¢, on peut supposer que W = C.
Avec les notations du §2.5 on a W(z) = ©iezW) , W = B;'R Qk(y) Wz)- En
outre Wz, est stable par Vo, de méme que chaque W(; et la restriction de Vg
a W) est nilpotente. On voit aussi que 1 € C' a un relevement e dans W ). Il
existe alors des entiers m et r tels que t™e = Vije = 0. Il est alors facile de voir
qu’il existe un unique homomorphisme de B;R—représentations n: By, —C
qui envoie 1 ® (logt)"~! sur e. On a alors un diagramme commutatif

0 - B,, - Bn, — C — 0

m,r

! ! l
O - W - W - C — 0
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dont les lignes sont exactes. D’apres le lemme 5.12, celle du haut est K-presque
scindée ; celle du bas 'est a fortiori.

On peut maintenant appliquer I’hyoptheése de récurrence et supposer d” > 2.
Il existe donc une suite exacte courte non triviale de B;R—représentations

0—-W!—-=W"'"—-=W) -0

Si W, désigne I'image inverse de W' dans W, on a un diagramme commutatif

0 0
i) l
0o - W - W —- W — 0
| ! !
0 — W - W — W' —= 0
i) !
W2//:W2//
! i
0 0

de BJR—représentations dont les lignes et les colonnes sont exactes. Par hy-
pothese de récurrence, les suites exactes

0—-W =W —->W) —0
et 0—>W’—>W1—>W1”—>0

sont K-presque scindées. L’assertion (ii) du lemme 5.7 implique que
0—=W —-W —-=W"—=0
lest aussi. O

5.4 — TOUTE B;R—REPRESENTATION EST PRESQUE TRIVIALE

TuEorREME 5.13. — Soient d € N et W une BjR—représentation de Gk de
longueur d en tant que BIR-module. Alors W est presque isomorphe ¢ CY.

Preuve : Soit
0—-W =W -W"-=0

une suite exacte courte de B;R—représentations. Comme cette suite est presque
scindée, il existe un sous-Q,-espace vectoriel de dimension finie V, stable par
Gk, tel que W/V ~ (W'/V)® W" et W est presqu’isomorphe & W' & W”. Si
W' et W sont presque triviales, il en est donc de méme de W et il suffit de
prouver le théoreme lorsque W est un objet simple de la catégorie des B;R-
représentations.

Supposons d’abord que W est petite. On peut supposer (prop.2.5) que W =
C{a}, avec o un élément K-petit convenable.
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Il s’agit de montrer que W est presqu’isomorphe a C'. On peut supposer a ¢
{0,—1} (dans le premier cas, parce qu’alors, il n’y a rien & prouver, dans le
second, parce que, si le théoreme est vrai pour a = 1, cela veut dire qu’il existe
des sous-Q,-espaces vectoriels de dimension finie V' de C(1) et V' de C, stables
par Gk et un isomorphisme C(1)/V — C/V' ; en tensorisant par Q,(—1), on
obtient un isomorphisme C/V(—1) — C(-1)/V’(—1), donc C(—1) et C sont
presqu’isomorphes).

Appelons K -représentation la donnée d’un K-espace vectoriel de dimension
finie muni d’une action linéaire et continue de Gx. Autrement dit, c’est une
représentation p-adique muni d’un plongement de K dans la Q,-algebre de ses
endomorphismes. Le sous-K-espace vectoriel K{a} de C{a} est une K-repré-
sentation. Soit V' une K-représentation, extension non triviale de K{a + 1}
par K (muni de I'action triviale de Gg). En tensorisant, au dessus de K, la
suite exacte

0-K—-V—>K{a+1} -0

avec C, on obtient une suite exacte de C-représentations
0-C—-CegV—-Cla+1}—0

Cette suite est scindée. En effet, comme a # —1, C{a + 1} est un objet
simple de Rep~(Gk) qui n'est pas isomorphe & C et il n’y a donc pas de C-
représentation extension non triviale de C{a+1} par C' (prop.2.15). Ceci nous
permet en particulier d’étendre l'inclusion K C C en un K-plongement de V/
dans C et de définir un plongement ¢ : W — C(—1)®x V. Comme C(—1)@xV
est un facteur direct de C(—1) ®q, V' = Vo(—1), on peut aussi voir ¢ comme
un homomorphisme non nul de W dans Ve (—1).

La suite exacte

0—-V-—-C—-C/V—-0

induit une suite exacte
Hom(q ) (W, C) = Homp( o) (W, C/V) = Extpsq ) (W, V) = Ext g, (W, )

Comme W est un objet simple de Repg+ (Gk) qui n’est isomorphe ni a C'
dR

ni & C(—1), pour i = 0,1, on a Ext%(GK)(VV, C) = Ext33+ [GK](W, c)=0
dR

(prop.2.15) et Iapplication Hompg,)(W,C/V) — Ext%(GK)(VV, V) est bijec-
tive. Comme Ext%g(GK)(VV, V) s’identifie & Homp(g ) (W, Ve (—1)) (prop.3.12),
lapplication ¢ induit un morphisme non nul de W dans C/V. D’apres le
corollaire au théoreme 4.1, cette application est surjective et son noyau est de
dimension finie sur Q,. Par conséquent, W et C sont presqu’isomorphes.

Passons maintenant au cas général. Choisissons une extension finie L de
K contenue dans K telle que W soit petite en tant que B;‘R—représentation
de G = Gal(K/K). Soit S un facteur simple de W (en tant que Bjp-
représentation de Gp).
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Pour tout objet X de B(GL), on note IX = Q,[Gk|®q,[c,) X 'objet de B(Gk)
induit. Si X est une C-représentation de G, IX est de facon naturelle une
C-représentation de Gk . La simplicité de W implique que W est isomorphe a
un facteur direct de I.S. On fixe un plongement de W dans IS.

D’apres la premiere partie, S est presqu’isomorphe a C. On peut donc trouver
une représentation banachique X de GG, extension de S par une représentation
p-adique Vy de dimension finie et un morphisme surjectif X — C de B(Gp)
dont le noyau V; est de dimension finie sur Q. Les suites exactes

0—-Vp—-X—-85—-0 et 0V -X—-C—0
induisent des suites exacte
0—-IVyg—=IX—-IS—0 et 0—-IV; —-IX—IC—0

de B(Gk) et IC est une C-représentation triviale de Gx. Soit E I'image inverse
de W dans X. Alors W est presqu’isomorphe & E qui est presqu’isomorphe a
son image Y dans IC et il suffit, pour achever la démonstration, d’établir le
lemme suivant :

LEMME 5.14. — Soit d = dimg W. L’image Y de E dans IC est isomorphe
a une extension d’une C-représentation triviale de dimension d par une repré-
sentation p-adique de dimension finie.

Preuve : C’est essentiellement la méme que celle de la proposition 5.1 Pour
plus de clarté, nous la reproduisons avec les modifications nécessaires.

Soit W’ un sous-C-espace vectoriel de IC' stable par Gk tel que I'application
composée Y C IC — IC/W' est surjective et qui est minimal pour cette
propriété. Alors Y est une extension de W”’ = IC/W’' par Y/ =Y NnW'.
Si H est un hyperplan de W’ stable par Gg, comme application composée
Y C IC — IC/H n’est pas surjective, application jg : Y C W' — W'/H ne
I’est pas non plus.

Comme S est presqu’isomorphe & C, c'est un objet de C(G). Considérés
comme des objets de B(GL), IS, W, E, Y et Y’ sont des objets de C(GyL).
Comme W’'/H ~ C, 'image de jg est isomorphe, dans la catégorie C(Gp), &
un sous-objet de C' distinct de C et est donc de dimension finie sur Q. Si I'on
choisit une base {e1,ea,...,e.} de W’ sur C formée d’éléments fixes par Gk
et si, pour 1 <4 < r, on note H; 'hyperplan de W’ de base les e; avec j # 1, la
projection Y/ de Y/ sur W’/H; est un Qp-espace vectoriel de dimension finie.
Comme Y’ s’injecte dans la somme directe des Y;, c’est aussi un Qp-espace
vectoriel de dimension finie. Par conséquent Y s’identifie & une extension de
la C-représentation triviale W’ par la représentation p-adique de dimension
finie Y/. Pour vérifier que dimc W = d, il suffit de restreindre l'action de
Gk a Gy, et cela résulte de ce que le théoreme est déja prouvé pour les petites
représentations. O
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COROLLAIRE. — Soit X une représentation banachique. Les assertions suiv-
antes sont équivalentes :

i) la représentation X est presqu’isomorphe & une C-représentation triviale,
it) la représentation X est presqu’isomorphe a une C-représentation,

i11) la représentation X est presqu’isomorphe a une B;R—représentation.

6 — CALCUL DES GROUPES D’EXTENSIONS

Rappelons que, si W’ et W sont deux objets d’une catégorie abélienne C, pour
tout n € N, on note Ext; (W, W’) le groupe des classes de n-extensions de
Yoneda de W' par W'.

Les objectifs essentiels de ce paragraphe sont :

i) La preuve du théoréme suivant :

THEOREME 6.1. — Soient X et Y deux objets de C(Gg). Pour tout n € N,
le Qp-espaces vectoriel Extg(GK)(X, Y) =0 est de dimension finie et est nul si
n>3. Ona
2
> dimg, Extg (g, (X, Y) = —[K : Qh(X)A(Y)
i=0

ii) La construction d'une dualité entre Exte g, (X,Y) et Ext?:(é’K)(K X(1))

(prop.6.8 et 6.10 ci-dessous).
6.1 — PROPRIETES D’INVARIANCE DES Ext™

On dit qu'un complexe de C(Gg)

R Lt N 1 .
(X) o XN X X it
est presque trivial si, pour tout i € Z I'image de 8% est un Q,-espace vectoriel
de dimension finie.
Par ailleurs, pour toute catégorie abélienne A et tout entier n > 1, on note
Cr(A) la catégorie dont les objets sont les complexes (X) de A vérifiant X* = 0
sii < 0ousii>n et les fleches les morphismes de complexes.

ProrosiTiON 6.2. — Soit n un entier > 1.

i) Si (X) est un compleze de C,,(C(Gk)), il existe un couple ((E),n) formé d’un
complexe (E) presque trivial de Cy,(C(Gk)) et d’un morphisme n : (E) — (X)
qui est un quasi-isomorphisme.

ii) Pour tout morphisme a : (X) — (V) de C,,(C(Gk)), on peut trouwver un
diagramme commutatif de Cp,(C(Gk))

(E) — (X)
| l
(F) — (¥Y)

ot les fleches horizontales sont des quasi-isomorphismes et ot (E) et (F') sont
presque triviau.

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME KATO (2003) 285-385



356 JEAN-MARC FONTAINE

LEMME 6.3. — Soient (X) un compleze de C(Gg) et i € Z. Il existe un
sous-compleze (Y') de (X) tel que

i) Uinclusion de (Y') dans (X) induit un quasi-isomorphisme,

ii) on a Y7 = X7 pour tout entier j & {i — 1,i},

iii) le Qp-espace vectoriel image de Uapplication Y'=' — Y est de dimension

finie.

Preuwve du lemme : Avec des notations évidentes, on a, dans C(G k), des suites
exactes courtes

0—-2"—-X"-B*" -0et0—-B —-2Z"-H —0

D’apres le corollaire a la proposition 5.5, elles sont presque scindées et on
peut trouver des sous-objets X¢ de X® et Zi de Z° tels que les applications
X§ — Bl et Z' — H' sont surjectives et que leurs noyaux respectifs Z§ et
Bj sont de dimension finie sur Q,. Soit alors Y* = Z{ + X} C X*. On a une
suite exacte

O—)Zé—i—Z{—)Yi—)BH'l—)O

Si B désigne le noyau de la restriction & Z§ + Zi de la projection de Z* sur

H' et si 78 = Z$/ZiN Z%, on a un diagramme commutatif

0 0
1 1 '
0 — i — Z{ — H* — 0
l b [
0 —- By — Z}y+2zZ7 — H — 0
! !
Zo = Z,
! !
0 0

dont les lignes sont exactes. Commme 78 et Bl sont de dimension finie sur
Qp, il en est de méme de B} et il suffit de prendre pour Y~! Iimage inverse
de B dans X*71. O

Prouvons maintenant la proposition : Montrons d’abord (i) : Le lemme nous
permet de construire une suite décroissante de sous-complexes (X) = (X,,) D
(Xn-1) D...(X;) D...(X2) D (X1) de X tel que l'inclusion induit un quasi-
isomorphisme et que I'image de X/~! dans X! soit de dimension finie sur Q,
pour ¢ > r. 1l suffit de prendre (F) = (X1).

ii) D’apres (i), on peut trouver des morphismes de C,,(C(Gk))

(Eo) = (X) et (F) — (V)

qui sont des quasi-isomorphismes, avec (Ey) et (F') presque triviaux. Si l'on
prend pour (E) le produit fibré (Ep) x(yy (F), on voit que (E) est encore
presque trivial et que I'on a un diagramme comme on veut. O
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PROPOSITION 6.4. — Soient V' et V' des représentations p-adiques de G .
Pour toutn € N, la fleche Ext(, . (V", V') — Extg (g, (V", V') est bijective.

Preuve : Clest clair si n = 0 ou 1. Le cas n > 2 résulte de la proposition
précédente grace au fait qu'un complexe de C(Gg) dont les groupes de coho-
mologie sont de dimension finie sur @, et qui est presque trivial est un complexe
de Repg, (Gk). Soyons un peu plus explicite :
Soit
0=V XXt XXt S XSV 50
une suite exacte de C(G ) représentant un élément e de Exte g, (V", V). Si
F* - FE'—- . X' Fp . - E"!
est un sous-complexe de
X0 Xt Xl Xxt S Xl
qui lui est quasi-isomorphe et est presque trivial,

0=V -E'SE'— . . FE 'S FE & . SEV SV 50

est une suite exacte courte de Repy (G ) dont la classe dans Extg ¢, (V" V')
a pour image ¢ dans Ext¢ g, (V",V’). L’application est bien surjective.
L’assertion (ii) de la proposition 6.2 permet de montrer que, si deux com-
plexes de Cy(Repg, (Gk)) sont quasi-isomorphes dans C(Gk), alors ils sont
aussi quasi-isomorphes dans Repr (Gk), ce qui montre 'injectivité. O

PROPOSITION 6.5. — Soient W' et W des Bj,-représentations de G. Pour
tout n € N, la fléche Eth:[R[GK](WNa W') — Extgq,.,(W", W') est bijective.

Preuve : C’est clair pour n = 0 et la conjonction du corollaire & la prop.5.5 et du
th.5.6 montre que c’est vrai pour n = 1. Supposons donc n > 2. La proposition
6.5 résulte de la proposition 6.2 et du fait que tout objet de C,,(C(Gk)) qui est
presque trivial et dont les groupes de cohomologie sont des B;R—représentations
est quasi-isomorphe & un complexe de C,,(Rep BT, (GKk)). Soyons plus précis.

Pour prouver la surjectivité, il s’agit de vérifier que si
0-W =X XXt S XL w0

est une suite exacte de C(Gk), avec W' et W des objets de Repg+ (Gk),
dR

alors il existe un complexe de Cy,(Repz+ (Gk)) qui est quasi-isomorphe &
dR
(X) X0 X xt X!
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La proposition 6.2 nous permet de supposer que (X) est presque trivial. On a
donc des suites exactes courtes

0—)W/—>XO—>Bl—>0
0— B'— X' — Bl 50 pour 1 <:<n-—2
0—-B"!l X1 W' -0

ot les B” sont de dimension finie sur Q,. Ceci implique que, pour 1 <i < n—2
le @p-espace vectoriel X" est aussi de dimension finie.
Pour 1 <i <n— 1, posons Bf, = C ®g, B". On a

Exte (g, (B W) = Hli (K, (BY) @ @q, W) =

cont
Hiowt (K, (B 00 W) = Extyy o o(BE W)

groupe des extensions de B¢, par W' qui sont scindées en tant que suites exactes
de B;R—modules, de sorte que, si EY désigne une extension de B¢ par W’ dont
la classe est celle de X°, on a un diagramme commutatif

0 - W — X° —- Bl = 0
| l !
0 - W — E° - BL — 0

dont les lignes sont exactes.
Pour 1 <i<n—1, posons E' = C ®g, X' de sorte que I'on a un diagramme
commutatif ) ) _
0 - B — X' — B*l - 0
1 1 !

0—>Bé—>Ei—>BiC+1—>0

dont les lignes sont exactes.
Enfin, notons E”~! la somme amalgamée de Bgfl et de X"~ ! au-dessous de
B"!. On a un un diagramme commutatif

0 — Bn—l N Xn—l N W// - 0
| ! !

0 — By' — E' - W' — 0
dont les lignes sont exactes. D’aprés la proposition 3.14, E™~!, extension
presque scindée de W par B’Cﬁ_l, est une B;‘R—représentation.
Le complexe

(E) E—». . - FE - E* - E!

est formé de BJ,-représentations et on a un morphisme naturel (E) — (X) qui
induit un quasi-isomorphisme.
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Pour prouver l'injectivité, il suffit de montrer que si

0o - W - X° —» .. - Xt 5 .. 5 X1 5 W =0
I ! I ! [
0o - W —- Y° —» ... 5 Y —» ... > Y©I 5 W =0

est un diagramme commutatif de C(G k) dont les lignes sont exactes et si W’ et
W' sont des B;R—représentations, alors, avec des notations évidentes, on peut
trouver un carré commutatif

X) — (B)
i i)
) — (F)

dans C,,(C(Gk)) tel que (E) et (F) sont dans C,,(Bj) et que les fleches hori-
zontales induisent un quasi-isomorphisme. La proposition 6.2 nous permet de
supposer que (X) et (Y') sont presque triviaux. Si l'on prend pour (E) le com-
plexe défini & partir de (X) comme plus haut et pour (F') le complexe associé a
(Y') par la méme recette, la fleche de (X) dans (Y') induit, de manieére évidente
une fleche de (E) dans (F') qui convient. O

6.2 — LE cAS OU X EST DE DIMENSION FINIE

ProposiTiON 6.6. — Soient n € N, X et Y des presque C-représenta-
tions. Pour tout € € Extg(GK)(X, Y), il existe un sous-Qp,-espace vectoriel
de dimension finie V de Y, stable par G tel que € appartient a l'image de
Exte ) (X, V).

Preuve : Soit

0-Y—>E°>SE'—-. . E"1 55X >0

une suite exacte de C(G ) représentant €. Si N désigne I'image de E° — E*,
on a une suite exacte de C(G)

0-Y—>E">N-=0

qui (corollaire & la proposition 5.5) est presque scindée. Si F° désigne un sous-
objet de E® qui s’envoie surjectivement sur N tel que V = FONY est de
dimension finie, la suite exacte

0>V -sF'SE'—- Bl S5 X >0

définit un élément de Exteq,.)(X,V) dont 'image dans Exteg,)(X,Y) est
e. O

Soit V' une représentation p-adique fixée. Les (Extg(g,)(V,—))nen et les
HZ (K, V* ®g, —))nen forment des d-foncteurs de la catégorie C(Gk) dans
celle des groupes abéliens, on a Home (g, )(V, —) = HY (K, V* ®q, —) et, pour
n > 1, Extg g, (V, =) est effagable. On a donc des morphismes naturels de
foncteurs Exte g, ) (V, =) = Hin (K, V™ ®q, —).
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ProposITION 6.7. — Soient V' une représentation p-adique de Gg et S une
presque-C-représentation.
i) Toute représentation banachique E extension de V par S est une presque
C-représentation.
it) Pour tout n € N, le Qp-espace vectoriel Eth(GK)(V, S) est de dimension
finie, nulle sin > 3.
i11) Pour tout n € N, lapplication naturelle

E)th(GK)(Vv7 S) — H

Cont(K7 V* ®Qp S)
est un isomorphisme.

Preuve : a) Quitte a remplacer S par V* ®q, S, on peut supposer que V' = Q.
Mais (i) signifie que l'inclusion Exté(GK)(Qp,S) — Ext;;(GK)(Qp,S) est une
bijection. Comme Ext}g(GK)(Qp, S) s’identifie & HL (K, S), (i) résulte de (iii).
Compte tenu du corollaire a la proposition 3.3, (iii) implique aussi (ii).
b) Prouvons (ii) lorsque S est une représentation p-adique : D’apres la propo-
sition 6.4, on a Ext¢ ¢,)(Qp, S) = Extg (¢,1(Qp, S). 1l suffit donc de vérifier
que, pour n > 1, la restriction a la catégorie des représentations p-adiques du
foncteur HZ . (K, —) est effagable. Ces foncteurs sont nuls pour n > 3 et c’est
évident pour n = 1. Pour n = 2, il s’agit de vérifier que I'on peut plonger
toute représentation p-adique S de G dans une autre S de maniere que la
fleche H2 (K, S) — HZ (K, S) soit nulle. Par dualité cela revient & vérifier
que toute représentation p-adique Vo (prendre Vo = S*(1)) est isomorphe au
quotient d’une représentation p-adique ‘72 telle que ’application ‘72GK — V2GK
est nulle.
Soient Vi = VK et Vi = V3 /Vi. Pour tout entier r € Z, H2 (K, Vs @ Vi(r))
s'identifie au dual de (V3 ® V;*)(1 — 1))9% et est nul pour presque tout 7.
Choisissons r ainsi. Choisissons aussi une extension non triviale V;, de Q, par
Qp(r).
Dans le carré commutatif

Extpig(Va, Vi(r))  —  BExtpg(Vi, Va(r))

| |
(K, V3 @ Vi(r)) —  Heony (K, Vi @ Vi(r))
la fleche inférieure est surjective, donc aussi la fleche supérieure. On peut
donc construire un diagramme commutatif, dont les lignes et les colonnes sont
exactes

Hl

cont

0 0
! !
0 — Vl(’f’) - VioeVp — Vi — 0
|| | |
0 - Wlr) — )% — Va — 0
! !
V3 = V3
! !
0 0
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On a alors YA/ZGK = (V1 ® V)% = 0.

cont (K ’ S )
classifie aussi bien les extensions de @Q, par S dans la catégorie des repré-
sentations banachiques que les extensions de C' par S dans la catégorie des
C-représentations. Ceci implique que pour toute représentation banachique
E extension de Q, par S, on peut trouver une C-représentation Fc et un
diagramme commutatif

c) Prouvons (iii) lorsque S est une C-représentation : Le groupe H}

0 0
! !
0 - 5 — E - Q@ — 0
| l l
0 - S —- E — C — 0
l !
C/Qp = C/Qp
! !
0 0

dont les lignes et les colonnes sont exactes. Mais alors S et C'/Q, sont des
presque-C-représentations, donc aussi E qui s’identifie au noyau du morphisme
Ec — C/Q,. La fleche Exté(GK)((@p,S) — H} (K,S) est donc bien un
isomorphisme.

On a H2 (K,S) = 0 (cor. & la prop.3.3). Pour finir de prouver (c), il suffit

cont

donc de vérifier que Ext%(GK)(Qp, S) = 0. Soit
0—>S—>X0—>X1—>Qp—>0

une suite exacte presque triviale (cf. prop.6.2) de C(Gg) représentant un
élément € € Ext%(GK)(Qp,S). Alors V. = dX° est de dimension finie et on
a deux suites exactes courtes :

0-S—-X"->V -0
0—V—-X'-Q,—0
Comme Exté(GK)(V, S) = HL (K, V*® 8) = Extlc[GK}(C ® V,S) on peut
plonger XY dans un C-espace vectoriel X2 extension de C ® V par S. Les
deux suites exactes
0—-8S—=X2—-CaV =0
0-CV—-CeX'—-C—0

définissent un élément e € Ext?;(GK)(C’, S).  Comme ce groupe est nul
(prop.2.17), il existe un diagramme commutatif de C-représentations

0 - S - X2 - CeX!' - C — 0

| ! ! |
0 - S —- Y — y! - C — 0
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dont les lignes sont exactes et qui a la vertu que la projection de Y*! sur C
admet une section s. Si Y désigne I'image inverse de Qp dans Y £ est la
classe de la 2-extension

0-8S—-Y'>Y)—-Q,—0

La restriction de s a Q,, fournit une trivialisation de cette 2-extension et ¢ = 0.

d) Fin de la prewve : Si
0-Y =Y -Y"—0

est une suite exacte de presque-C-représentations et si le résultat est vrai pour
Y’ et Y, il l'est aussi pour Y. S’il est vrai pour Y’ et Y, il I'est aussi pour
Y. La proposition s’en déduit puisque le fait que S soit une presque C-repré-
sentation implique que l'on peut trouver des suites exactes de C(Gk)

0=V - W-—-X—-0et0—-V"—-85 =X -0
avec V', V' des représentations p-adiques et W une C-représentation. O

6.3 — LE CAS OU Y EST DE DIMENSION FINIE

Si V est une représentation p-adique, Extg(GK)(V, V(1)) = H2 (K, V*®V(1))
s’envoie dans H2 (K, Q,(1)) = Qp.

ProrosiTioN 6.8. — Soient V' une représentation p-adique et S une presque-
C-représentation.

i) Les Qp-espaces vectoriels Ext¢ g, (S, V(1)) sont de dimension finie, nulle
sin > 3.

it) Pour n = 0,1,2, l'application bilinéaire

Eth(_C?K)(Va S) X BExtg(g (S, V(1)) = Extg (g, (V. V(1)) = Q,

est non dégénérée.

Preuve : Quitte a remplacer S par V* ® S, on peut supposer V = Q,.
Remarquons d’abord que la proposition est vraie si S est une représentation
p-adique : compte-tenu de la proposition précédente, cela résulte des résultats
classiques sur la cohomologie continue (§3.1).

Si W est une C-représentation, on a Home(g,)(W,Qp(1)) = 0 (cor. au
th.3.11) et Extg(GK)(Qp,W) = H2 (K,W) = 0 (prop.6.7). Si en outre
Home g, (W,C) = 0, on a aussi Exté(GK)(VV, Q,(1)) = 0 (pro.3.12) et
Exte gy (Qp, W) = HY o (K, W) = 0 (prop.3.1).

La presque-C-représentation S(—1) est presqu’isomorphe & une C-représen-
tation triviale. Il existe donc un entier d, des sous-Q,-espaces vectoriels de
dimension finie V' de S et V" de C(1)?, stables par Gk et un isomorphisme
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S/V'~ C(1)/V". Posons X = S/V' que l'on identifie via cet isomorphisme &
c(nd/vr.

On a un diagramme commutatif

= Bxt™(X,Qy(1)) — Ext"(C(1)4,Qp(1)) — Ext™(V",Qp(1)) — ...
1 ! 1
.= Ext®* "(Qy, X)* — Ext® "(Q,, C(1)4)* — Ext* "(Q,, V")* — ...

dont les lignes sont exactes. Or Ext™ (V" Q,(1)) — Ext* "(Q,, V")* est un
isomorphisme pour tout n et Ext"(C(1)4,Q,(1)) = Ext* "(Q,,C(1)%) pour
n = 0,1. On en déduit que Hom(X,Q,(1)) = Ext*(Q,,X) = 0 et que
Ext'(X,Q,(1)) — Ext’(Q,, X)* est un isomorphisme.

On a aussi le diagramme commutatif

. — Ext™(X,Q,(1)) — Bxt™(S,Q,(1)) — Ext"(V',Q,(1)) — ...
! 1 !
.= BExt®* "(Q,, X)* — Ext* ™"(Q,,8)* — Ext* "(Q,,V')* — ...

dont les lignes sont aussi exactes. Mais Hom(X,Q,(1)) = Ext*(Q,, X) = 0.
Comme Hom(V"”,Q,(1)) — Ext*(Q,, V")* et Ext'(X,Q,(1)) — Ext'(Q,, X)*
sont des isomorphismes, on en déduit que Hom(S,Q,(1)) — Ext?(Q,, S) est
aussi un isomorphisme.

Il suffit alors pour achever la preuve de vérifier que, pour n = 1,2, le foncteur
contravariant F" : C(Gk)® — Vecty qui envoie S sur Ext®"(Q,, S)* est
effacable, i.e. que pour tout S, on peut trouver un épimorphisme X — S tel
que lapplication F™(X) — F™(S) est nulle. Par dévissage, on voit qu’il suffit
de le prouver lorsque S est de dimension finie sur Q, ou lorsque S = C(1).
Dans le premier cas cela provient de ce que 'on sait déja que I'application
Ext"(S,Q,(1)) — F™(S) est un isomorphisme. Dans le second de ce que
F*(S)=0. 0O

6.4 — PREUVE DU THEOREME 6.1

Disons que la propriété P(X,Y) est vraie si le théoréme 6.1 est vrai pour X et
Y. On voit que si

0-X - X—->X"-0et0=Y' Y =>Y" >0

sont des suites exacte courtes de C(G), alors

— sl deux des trois propriétés P(X',Y), P(X,Y),P(X"”,Y) sont vraies, la
troisieme aussi,

— si deux des trois propriétés P(X,Y’), P(X,Y),P(X,Y") sont vraies, la
troisieme aussi.

En utilisant le fait que pour toute presque C-représentation X, il existe un
isomorphisme X/V ~ W/V' avec V et V' des Qp-représentations et W une
C-représentation, on est ramené a prouver que P(X,Y") est vrai dans chacun
des quatre cas suivants :
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i) X et Y sont des Q,-représentations,

ii) X et Y sont des C-représentations,

ili) X est une Qp-représentation et ¥ est une C-représentation

iv) X est une C-représentation et Y est une Q,-représentation.

Dans le cas (ii), on a Extg(g,)(X,Y) = Extl. c (X,Y) (prop.6.5) et c’est
arlGK]

lassertion (a) du théoreme 2.14.

Dans les trois autres cas, les propositions 6.7 et 6.8 impliquent que les

Ext¢ (g, ) (X, Y) sont de dimension finie, nulle si n > 3.

Dans les cas (i) et (iii), on a en outre Exty(q,(X,Y) = Heyp (K, X" ®Y)

(prop.6.7). L’égalité

2
> " dimg, Extg (g, (X, Y) = —[K : Qh(X)A(Y)
i=0
résulte alors
— dans le cas (i), de ce que (§3.1)
2
> (=1)"dimg, H, (K, X* @Y) = —[K : Q). dimg, (X* ®Y)
n=0
— dans le cas (iii), de ce que, comme X* ® Y est une C-représentation,
HYK,X*®@Y) et H. (K, X*®Y) sont de méme dimension (prop.3.1) tandis
que H2 (K,X*®Y) =0 (cor.a la prop.3.3).
Enfin, la proposition 6.8 permet de déduire le cas (iv) du cas (iii). O

6.5 — DUALITE
Pour toute représentation p-adique V', on note ¢y la fleche naturelle

Ext2 0 (V, V(1) & H2,p (K, V*© V(1) = H2,, (K. Q,(1) = Q,
Soient X une presque C-représentation et ¢ € Extg(GK)(X, X(1)). Choisissons
un complexe presque trivial de Cy(C(Gk))

X044 x!
représentant e. Alors dX© est de dimension finie sur Q,, la suite exacte
0—X(1) — X% —=dX°—0

est presque scindée et on peut choisir un sous-Q,-espace vectoriel de dimension
finie Y° de X©, stable par G, tel que la restriction de d & Y soit surjective.
Notons V' le sous-Q,-espace vectoriel de X défini par V(1) = X (1) NKer d |yo
et Y! l'image inverse de V dans X!'. On a un diagramme commutatif de
presque-C-représentations

0 - V(1) — Y° - v! - vV — 0

! ! ! l

0 - X1) - X° - Xt - X — 0
dont les lignes sont exactes, les objets de la premiere étant tous de dimension
finie sur Q,.
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ProposiTiON 6.9. — Soient X une presque C-représentation et € €
Extg(GK)(X, X(1)). Choisissons un diagramme

0 — V1) - Y° - Y - V — 0

! | ! !
0 — X(1) - X° - X! - X — 0

comme ci-dessus et soit ey € Extg(GK)(V, V(1)) Uélément défini par la ligne
supérieure. Alors cy(ey) ne dépend pas des choiz faits. Si l'on pose cx(g) =
cv(ey), UVapplication cx : Extg(GK)(X,X(l)) — Q, ainsi définie est Qp-liné-
aire.

LEMME 6.10. — Soit

0 — (1) — Y — v - v — 0
! ! ! 1
0 — W ( 1 ) — Y20 — Y21 — V5 — 0

un diagramme commutatif de représentation p-adiques dont les lignes sont ex-
actes. Pour i = 1,2, soit ey, € Extép[GK](Vi,Vi(l)) Uélément défini par la
i-iéme ligne. On a, avec des conventions évidentes

v, (5\/2) =y (EV1 )

Preuve : Pour ¢ = 1,2, on a, avec des notations évidentes V;* @ V; = sl(V;) & Q,
et cy, (ey;) est la classe de

OﬁQp(l)HE?HEil_’Qp_’O

ot EY est le quotient de V;* @ Y,? par si(V;)(1) tandis que E} est 'image inverse
de Q, dans V;* @ Y;!.
On voit que le noyau de 'application composée naturelle

ViVl eY)=(Vyehl)se (Vs oY) - Q) (VoY) — EY

contient le noyau de la projection Vi @ (Vo(1) @ YP) — Vo' @ Y — E d’ou,
par passage au quotient, une application de EY dans EY.

Ona Bl CVF®@Y] C Vi ®Y3. On voit que I'image de I’application composée
El cVy @Y — Vi* @Yy est contenue dans E1, d’ott une application de E3
dans Ef. On vérifie alors que le diagramme

0 - Q1) - EY - BEf - Q@ — 0
[ l l |
0 — Q1) — E) — E; — Q — 0

est commutatif et on a donc cy, (v, ) = ¢y, (ev,). O
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Prouvons maintenant la proposition : Commencons par vérifier que, le com-
plexe presque trivial

X024 xt
étant fixé, cy (ey) ne dépend pas du choix de la représentation p-adique Y° C
X0 telle que dY? = dX° : Si Y et Y3 sont deux choix, on peut quitte &
remplacer Yy par Y,? + YY), supposer qe Y C Y. Si, pour i = 1,2, on pose
V;(1) = X(1)NYL, on a V; C Vy et on dispose d'un diagramme commutatif

0 - 1 —- v - v - v — 0
N N N N
0 — V(1) - Y — Y — V, — 0

dont les lignes sont exactes. D’apres le lemme précédent, on a bien, avec des
notations évidentes cy, (ev,) = ¢y, (€vs)-

Pour achever la démonstration, il suffit de montrer que si

0 — V1) —- Y' - vl - vV - 0

! ! l !
0 — X(l) — X? — Xll —- X —= 0
[ l ! I

0 - X1) - X - X3 - X — 0

est un diagramme commutatif de presque C-représentations, dont les lignes
sont exactes, la premiere étant constituée de représentations p-adiques, alors il
existe un diagramme commutatif

0 — %(1) — }/20 — }/'21 — Vo — 0
l ! ! !
0 - X1) —- X - X3 - X — 0

dont les lignes sont exactes, la premiere étant formée de représentations p-
adiques, telle que cy, (ev,) = cy(ey). 1l suffit de prendre Vo = V et pour Y3
(resp. Yy) I'image de Y (resp. Y1!) dans X9 (resp. X31). On a alors un
diagramme commutatif

0 — V(1) - Y° - vt - V — 0

| | | |
0 — W1 — Y2 — Yi — Vo — 0

et, dans Extép[GK](K V(1)), les deux 2-extensions considérées définissent le
méme élément. Donc cy, (ev,) = ey (ev). O

Si X et Y sont deux presque-C-représentations, on dispose alors de deux ap-
plications bilinéaires

Exté (g0 (X, Y) x Extg 4 (Y, X(1) — Q,
La premiere envoie (a,b) sur cx(a Ub) et la deuxiéme sur cy(bU a) (on a

identifié, de maniere évidente, Exte g, )(X(1),Y (1)) a Exteg, (X, Y)).
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ProposiTiON 6.11. — Soient X et Y des presque C-représentations et soit
n € {0,1,2}.

i) 8ia € Extig, (X)Y) et b € Extgg,(Y,X(1), on a cy(bU a)
(—D)"cx(aUb).

it) L’application bilinéaire

Exté(a,) (X, Y) x ExtZ (Y, X (1)) = Exté(g, (X, X (1)) S Q,

qui envoie (a,b) sur cx(aUb), est non dégénérée.

Preuve : Montrons (i) :
Supposons d’abord n = 0, de sorte que a est un morphisme de X dans Y et
que b est la classe d’'une 2-extension

0—>X(1)—>E0i>E1—>Y—>O

avec Z = d(E") de dimension finie. Si F% = E' xy X, le cup-produit a Ub est
la classe de la 2-extension

0—X(1)—E"—-E;y—X —0

Si By =Y (1) ®xq) E° (ot X(1) — Y (1) est a ®idg, (1)), le cup-produit bUa
est la classe de
0—-Y(1)—EY—-E' -Y —0

Choisissons F* C E° de dimension finie telle que d(F°) = d(E°), posons
Vi(1) = FO N X(1) et notons F! I'image inverse de V; dans E%. On a deux
diagrammes commutatifs

0— V(1) - F° - Z —0 0—- 2 - Fl -V, -0

n no I ! n
0— X(1) - E>— Z -0 0—- 272 —Fx — X —0

| ! I I l !
0—-Y(1l) - EY - Z —0 0—Z > FE' Y -0

dont les lignes sont exactes. Soient Vo = a(V1), G° I'image de F° dans EY et
G! I'image de F! dans E'. On a un diagramme commutatif

0 — V(1) - F° - F' - Vi — 0

i ! l !
0 — W1 —- G — G — Vo — 0

dont les lignes sont exactes. Notons €1 (resp. €3) la classe de la 2-extension de
Vi par Vi (1) (resp. Va par V(1)) définie par la premiere (resp. la seconde). On
voit que cx(a Ub) = cy, (1) tandis que ¢y (b U a) = ¢y, (e2). D’apres le lemme
6.10, on a bien cy, (g1) = cy, (€2).
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Supposons maintenant n = 1. Soient
0—-Y—-F'-X—-0e 0-X(1)—=E —-Y -0

deux suites exactes courtes représentant a et b. Le choix d’un presque-scindage
de chacune d’elles nous donnent des diagrammes commutatifs de presque-C-
représentations

O—>V'2HG1—>V1—>O O—)Vl(l)—>G0—>V2—>O
I N N I N N
0—- Ve - F' - X -0 0—Vi(l) = F" =Y —0
N N I N N I

0—-Y - E'—= X -0 0— X(1) - Ey—Y —0

dont les lignes sont exactes, avec Vi et V5 de dimension finie sur Q,, (on choisit
les F%, puis on pose Vo = F1NY, Vi(1) = FOn X(1), G! = F! xx V; et
G° = F° xy V3). On dispose alors d’un diagramme commutatif

0 — W1 — G — Gt - Vi = 0
|

| | ! |

0 — V1) — F° — ElxxV — V, — 0
1 ! 1 1

0 — X(1) — E° — E! - X = 0

dont les lignes sont exactes. Sil’on note a’ € Extép[GK](Vl, V3) la classe de G*

etb' € Ext(l@p[GK] (Va, V(1)) celle de GO, on en déduit que cx (aUb) = cy, (a’Ub').
Un calcul similaire montre que cy (bU a) = ey, (V' Ud’).
Mais, si V = V* ® Vo, on a

Extg () (Vi, Vo) = Hlono (K, V) et Extgy q,q(Va, Vi(1)) = Hlope (K, V(1))
Lorsque l'on identifie V@ V*(1) 4 V*(1)®V, on a bUa = —alUb. Par conséquent
ey (bUa), qui est 'image de b’ U a’ dans H?(K,Q,(1)) = Q, est P'opposé de
cx(aUb) qui est 'image de @’ UV,

Pour n = 2, la preuve est entierement analogue au cas n = 0.

Montrons alors (i) : Pour X fixé, les FE(Y) = Extg(_gK)(Y,X(l))* forment
un d-foncteur. On voit que I'application

Ext"(X,Y) — Fx(Y)

induite par I’accouplement (a,b) — cx(a Ub) est un d-foncteur.
De méme, pour Y fixé, les G3 (X)) = Extg(_é’K)(Y, X(1))* forment un §-foncteur
contravariant tandis que ’application

Ext™(X,Y) — F(Y)
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induite par 'accouplement (a,b) — cy(bUa) = —(1)"cx(a U b) est aussi un
d-foncteur.

Mais, toute presque-C-représentation X est presque isomorphe & C? pour un
entier d convenable, et toute presque C-représentation Y est presqu’isomorphe
a un C(l)dl pour un entier d’ convenable. Par dévissage, on est alors ramené
a vérifier la proposition dans chacun des trois cas suivants

a) X est une Qp-représentation,

b) Y est une Q,-représentation,

) X=C1)etY =C.

Le cas (a) n’est autre que la proposition 6.8 et ’assertion (i) ramene le cas (b)
au cas (a). Dans le cas (c), on a Extg(g,(C(1),C) = Extgng)(C, C(2)=0
et il n’y a rien a démontrer. O

7 — PRESQUE C-REPRESENTATIONS A PRESQU’ISOMORPHISMES PRES

Nous renvoyons par exemple & [Iv87], §XI et & [KS90], §1.6 pour tout ce qui
concerne la notion de localisation dans une catégorie additive.

Disons qu’un morphisme f de presque-C-représentations est un presqu’isomor-
phisme si son noyau et son conoyau sont tous deux de dimension finie sur Q.
Les presqu’isomorphismes forment un systeme multiplicatif dans la catégorie
C(Gk). On peut donc parler de la catégorie additive Cp;(Gg) localisée de
C(G k) par rapport aux presqu’isomorphismes.

ProPosITION 7.1. — La catégorie quotient Cp;(Gg) des presque-C-représen-
tations a presqu’isomorphismes pres est une catégorie abélienne semi-simple.
Tout objet simple de Cpr(Gk) est isomorphe & C.

Preuve : Dire que deux objets de Cpr(Gg) sont isomorphes revient & dire
qu’ils sont presqu’isomorphes en tant qu’objets de C(Gk). Clest le cas si et
seulement s’ils ont la méme dimension. Par conséquent, pour tout objet S de
Cpr(Gk), il existe un unique d € N tel que S est isomorphe & C¢. On voit
aussi que tout endomorphisme non nul de C' vu comme objet de Cp;(G k) est
un automorphisme. La proposition en résulte. O

Déterminer completement - a équivalence de catégories pres - la catégorie
Cp1(Gk) revient a donc & déterminer le corps gauche D des endomorphismes
de C' dans cette catégorie. On va décrire sa structure en tant que K-espace
vectoriel.

Notons V l'ensemble des sous-Q,-espaces vectoriels de dimension finie de C
stables par Gk et Cy la réunion (filtrante) des V € V.
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PropOSITION 7.2. — Soit Di = Ende,,,(G,)(C).
i) En tant que K -espace vectoriel, Dk s’identifie dli_m)Vev Home (g, )(C,C/V).
it) Pour tout V € V, on dispose d’une suite exacte de K -espaces vectoriels

0 — K — Homg (g, (C,C/V) — (C ®q, V(—l))GK — K

et Uapplication de droite est surjective des que V est assez grand.
i11) On dispose d’une suite exacte de K-espaces vectoriels

0— K — Dk — (C®q, C'f((—l))GK —- K —0

Preuve : La premiere assertion parait claire. Si I'on veut étre rigoureux, il est
peut-étre nécessaire de procéder ainsi : Un élément de Dg est la classe d’'un
couple
cZESC

de morphismes de C(Gk), ot m est un presqu’isomorphisme. Ceci implique
(th.5.1) que d(E) = 1, que 7 est surjective et que son noyau V' est de di-
mension finie sur Q. Ceci permet de voir £ comme une extension de C' par
V' et m comme la projection de E sur C. Si V = ¢(V’), Papplication ¢ in-
duit par passage au quotient un morphisme f : C — C/V. Si maintenant
CILEELC et CL2 E22 0 sont des diagrammes de C(G ) avec 7 et o
des presqu’isomorphismes, ils définissent, par la recette précédente des sous-Q,-
espaces vectoriels de dimension finie, stables par Gk, de C' et des morhismes
fi:C—C/Viet fo: C— C/V,. On voit facilement que la classe de (71, 1)
est égale a celle de (2, 2) si et seulement le carré

C AR Cc/Vy

f2 l l proj.can.
ClVo —— C/(Vi+Wa)

proj.can.
est commutatif. D’ou (i).

Soit V'€ V. Comme Home (g, )(C,V) =0 (cor. au th.3.11) et Ende (g, (C) =
K (th.3.11), la suite exacte

0-V-C—-C/V-0
induit une suite exacte
0 — K — Home (g, (C,C/V) — Extl g, (C,V)) = Ext g, (C, C)

Rappelons (prop.3.12) que Exté(GK)(C, V) s’identifie & Home(q,)(C,C ®q,
V(1)) ~ (C®q,V(—1))9%. Comme Exté(GK) (C, C) est un K-espace vectoriel
de dimension 1 de base la classe ¢y de Cs, I'application K — Ext(lj(GK)(C, )
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qui envoie A sur Acp identifie K & Exté(GK)(C’, C). On a donc bien une suite
exacte

0 — K — Home(g,)(C,C/V) — (C &g, V(-1)9% — K

Dans le cas particulier ott V' est une extension non triviale de Q,(1) par Q,, on
voit (prop.3.10) que application (C'®g, V(—1))“% — K est un isomorphisme.
Si Vi C Va sont dans V, le diagramme

0 — — Home(g,)(C,C/V1) — (C®q, Vi(-1))9% — K — 0

[ ! ! [
0 — K — Homgq,)(C,C/Va2) — (C®q, Vo(—=1))6% — K — 0

est commutatif. Par conséquent, pour que I'application (C'®q, V(-1))¢x —» K
soit surjective, il suffit que V' contienne une extension non triviale de Q,(1) par
Q-

Compte-tenu de la commutativité du diagramme ci-dessus, 1’assertion (iii)
résulte de (ii) par passage & la limite. O

Remarques : i) J'ignore si linclusion (C' ®g, Cf(—1))9% C (C ®q, C(—1))9*
est stricte. ii) On comparera ce théoreme avec le résultat analogue dans le
contexte des espaces de Banach-Colmez ([Co02], th.9.5).

ii) Pour toute presque-C-représentation X de dimension 1, le K-espace vectoriel
Dp s’identifie a Home,, a0y (C, X). Notons Vx I'ensemble des sous-Q,-espaces
vectoriels de dimension finie de X stables par Gx et X la réunion (filtrante)
des V € Vx. Le méme raisonnement que précédemment montre que Dx =

li_m)vax Home g,y (C, X/V). Si X n’est isomorphe ni a C, ni a C(1), pour

tout V' € Vx, 'application Home (g, )(C, X/V) — Exté(GK)(C, V) ~ (C ®q,
V(—1))9% est un isomorphisme. Par passage & la limite, on en déduit un
isomorphisme de K-espaces vectoriels

DK — (C ®Qp Xf)GK .

8 — EXTENSIONS UNIVERSELLES
8.1 — B, REPRESENTATIONS TRIVIALES

ProprosiTioN 8.1. — Soit W une BJR-représentation de Gk . Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) Uapplication B;R-lméaire BjR Qxg WEK — W déduite par extension des
scalaires de Uinclusion de WEK dans W est surjective,

i) le sous-K -espace vectoriel W de W formé des w € W dont le fizateur
Gw = {9 € Gk | g(w) = w} est ouvert dans G est dense dans W,
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i11) il existe une suite d’entiers r1,Ta,..., m,... naturels, presque tous nuls, et
. . + , .
un isomorphisme de Bjp-représentations @,>1 B, ~ W .

Preuve : Pour tout K-espace vectoriel X muni d’une action semi-linéaire
discrete de G, application K-linéaire

Ko X6 5 X

déduite par extension des scalaires de l'inclusion de X% dans X est un iso-
morphisme : lorsque X est de dimension finie, cela résulte de ce que, pour tout
d €N, HY(Gg,GLy4(K)) est trivial. Le cas général s’en déduit par passage &
la limite.

Ceci implique que Wd¢ g’identifie & K ®@x Wk, L'équivalence de (i) et (ii)
résulte alors de ce que K est dense dans B, (c’est un résultat de Colmez, cf.
[Fo88a], appendice).

L’implication (iii)=-(i) est immédiate. Montrons la réciproque : Pour tout
m € N, notons F,,,IW&% le sous-K-espace vectoriel de W5 formé des z tels
que t"x = 0. On a F,_1W¢x c F,WGCx pour tout m, F,WGr = 0 et
F,W& = W&k pour m assez grand. Pour chaque m > 1, choisissons des
(em.i)1<i<r,, dans F,, WK qui relevent une base de F,,WCx /F,, ;W% Si
W vérifie (i), I'application &,,<1Bp — W qui envoie (b i)m>1,1<i<r,, SUr
> bm.i€m,i est un isomorphisme. O

On dira qu’une B;‘R—représentation W est triviale si elle vérifie les propriétés
équivalentes de la proposition précédente. Lorsque W est une C-représentation,
on retrouve la définition donnée au §1.3.

8.2 — EXTENSIONS UNIVERSELLES PAR DES REPRESENTATIONS p-ADIQUES

Reprenons les notations du §3.4. Pour toute représentation p-adique V', posons
E.(V) = B. ®q, V et, pour tout m € N, E,,(V) = Fil"" B, ®q, V. On a des
suites exactes

0—V — E.(V)— (Bar/Bjg) ®q, V — 0
et 0=V = E,(V)— Bn(-m)®q, V—0

Chaque E,,(V) est une presque C-représentation, extension d’une B,,-repré-
sentation (i.e. une Bjjp-représentation tuée par ¢™) par V tandis que E. (V) est
la réunion croissante des E,, (V). En particulier E. (V') a une structure naturelle
de Qp-espace vectoriel topologique (c’est une limite inductive de banach) et
I'action de G est continue.

La proposition 3.13 signifie que E,, (V) est Uextension universelle d’une B,,-
représentation par V, i.e. qu’étant donnée une suite exacte

0—-V—->FE—-W-=0

de B(G), avec W une B,,-représentation, il existe un et un seul morphisme de
B(G k) (ou un morphisme de B,,-représentations, cela revient au méme d’apres
le théoreme 3.11)

[ W = Bp(—m)®q, V
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tel que E = E,,(V) XB,,(—m)ev W. Autrement dit, E,,(V) est solution du
probleme universel des extensions de B,,-représentations par V : étant donnée
une telle extension il existe une et une seule application Q,-linéaire continue
G g-équivariante de E dans E,,(V) qui est 'identité sur V. Par passage a la
limite on voit que E. (V') est une limite inductive de représentations banachiques
caractérisée a isomorphisme unique pres par le fait qu’étant donné une repré-
sentation banachique F, extension d’une B;R—représentation par V, il existe
une et une seule application QQp-linéaire continue G'ix-équivariante de E dans
E.(V) qui est 'identité sur V.

Pour toute représentation p-adique V de Gk, on appelle espace tangent de
V le K-espace vectoriel ty = ((Bar/Bjp) ®q, V). Soit m € Z. Posons
Fil"ty = 0 si m > 0 et Fil™ty = ((Fi"Byr/B,p) ®g, V)% sinon. Si
Gr"ty = Filmtv/FilmHtv, on a Gr™ty = 0 pour m > 0 tandis que, pour
m < 0, Gr'™ty sidentifie & un sous-K-espace vectoriel de (C(m) ®q, V).
Par conséquent, Gr ty = @,,czGr™ty s’identifie & un sous-K-espace vectoriel
de Dpr(V) = @mez(C(m) ®g, V)9%. Comme Dyr(V) est un K-espace
vectoriel de dimension finie inférieure ou égale a la dimension i de V sur Q,,
il en est de méme de ty. Lorsque V est de de Rham, c’est-a-dire lorsque le
K-espace vectoriel Dyr(V') = (Bar®q, V)Ex est de dimension h, on voit, pour
des raisons de dimension, que la suite

0— (BIR ®q, V)er - Dyr(V) =ty —0

est exacte, ce qui fait que l'on retrouve la définition habituelle de ’espace
tangent ([FPR94], §2.2).

Pour toute K-algebre A, notons ty(A) le A-module A ®k ty. L’inclusion
de ty dans (Bgr/Bjp) ® V induit une application K-linéaire ty(K) —
(Bar/Blr) ®qg, V et une application Bj,-linéaire tv(B1,) — (Bar/Bjg) ®q,
V. On voit que la premiere est injective - ce qui nous permet d’identifier ¢y, (K)
a un sous-K-espace vectoriel de (Bqr/Bj,) ® V stable par G - et que 'image
de la seconde, que nous notons #y (K) s’identifie & Padhérence de ¢y (K) dans
(Bar/Bjr) ®V ; c’est aussi la plus grande sous- B ;-représentation triviale de
(Bar/Bip) ® V.

On note E, (V) (resp. Egisc(V)) I'image inverse de ty (K) (resp. ty(K)) dans
E.(V) de sorte que I'on a un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes

0O —- V — Edisc(v) — tv(_) — 0
I N N

0 - V - E(V) - ty (K) — 0
I N N

0 — V = E(V) — (Bar/Bjp)@V — 0

On voit aussi que E4 (V) est, en un sens évident, I’extension universelle d’'une
BJR—représentation triviale par V.
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Enfin, en prenant les éléments fixe par Gx, chacune de ces trois suites exactes
donne la méme suite exacte

0— V9% = B (V)9% =ty — H

cont

(K, V)
L’application expgy : ty — HL (K, V) ainsi définie n’est autre, lorsque V/
est une représentation de de Rham, que l’ezponentielle de Bloch-Kato ([BK90],
def.3.10) et son image est le sous-K-espace vectoriel H! (K, V).

Ezercice : Soit m € Z. Alors, si m < 0, EL(Qu(m)) = Qu(m). Sim > 0,
E;(Qp(m)) est une extension de B,, par Q,(m) et s’identifie au sous-espace
de Be;s formé des b tels que p(b) = p™b.

Remarque : Soient V une représentation p-adique et posons

Hom(Bj, (Bar/Bjr) ®qg, V) = lim lim Home (g, )(Bm, Ba(—n) ®q, V)
meNneN

On a Hom(BJ, (Bar/Bjjr) ®q, V) = Home (G ) (Bm, Bn(—n) ®g, V) pour m
et n suffisamment grands et le théoreme de pleine fidélité implique que tout
f € Hom(Bjy, (Bar/Bjr) ®qg, V) est une application Bp-linéaire. Elle est
donc déterminée par I'image de 1 qui doit étre fixe par Gg. Ce K-espace
vectoriel s’identifie donc a ’espace tangent ty .

En utilisant I'inclusion de Q, dans B(J[R, on obtient en appliquant le foncteur
Hom(B,, ——) et le foncteur Hom(Q,, ——) & la suite exacte

0>V —>B.®V — (Bar/Bjr)®V —0

un carré commutatif

ty = Ext' (B}, V)
|

tV expl{’ EXté(GK)(Qpa V)

Donc HY(K,V) s’identifie au sous-groupe de H'(K,V) = Ext;}(GK)(Qp,V)
formé des extensions de Q, par V' qui proviennent d’une extension de B;R par
V.

Appelons Kylp, N]-module (ou (¢, N)-module sur k) la donnée d’un Ky-espace
vectoriel D muni de deux applications ¢ : D — D, N : D — D, la premiere
semi-linéaire relativement au Frobenius absolu o agissant sur Ky, la deuxieme
Ky-linéaire, vérifiant Ny = ppN. Rappelons ([Fo86a],§3) que Bs; est une sous-
Ky-algebre de Byr contenant B.,;s, stable par G, que 'endomorphisme ¢ de
Beris s’étend en un endomorphisme, encore noté p,toujours Gg équivariant,
de By et que By est équippé d'une B.,;s-dérivation N : Bg; — By également
G i-équivariante et vérifiant Ny = ppN.

DOCUMENTA MATHEMATICA - EXTRA VOLUME KATO (2003) 285-385



PRESQUE Cp—REPRESENTATIONs 375

Pour toute représentation p-adique V' de Gk, D (V) = (Bs ®q, V)Gr est
de fagon naturelle un Ky[p, N]-module. Sa dimension en tant que Ky-espace
vectoriel est inférieure ou égale a la dimension de V' sur Q,, ; on dit que V est
semi-stable si 'on a Pégalité ([Fo86b], §5).

Appelons B.-représentation (de Gk ) la donnée d’'un Be-module libre de rang
fini muni d’une action semi-linéaire continue de G .

ProrosiTION 8.2. — Soient Vi et Vo deux représentations p-adiques de méme
dimension sur Q. Supposons Vi semi-stable. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) les (o, N)-modules Dsi(V1) et D (V) sont isomorphes,

it) les Be-représentations E.(Vy) — E.(Va) sont isomorphes.

Remarquons que (i) implique que V5 est aussi semi-stable.

Preuve : Pour i = 1,2, Byt ®q, Vi est muni d’une structure de (¢, N )-module
en posant p(b®v) = p(b) @v et N(b@v) = N(b)®@vsibe By etv eV et
Dy (V;) est le sous-(¢, N)-module (Bs; ® V;)9% de Bt ®V;. On a By ®q, Vi =
Byt ®B, (Be ®q, Vi) = Bst ®B, Ec(Vi)). Comme (b) = b et Nb = 0 pour tout
b€ B, onap(x)=xet N(z)=0 pour tout x € FE.(V;). Comme l'action de
@ sur Bg; est un endomorphisme de la structure d’anneau tandis que celle de
N est une dérivation, on a

pb®z)=pb) @z et N(b®x) = Nb®x quelque soient b € By, et € E.(V;)

Par conséquent, toute application B,-linéaire G g-équivariant bijective de
E.(V7) sur E.(V2) induit, par extension des scalaires & Bg; un isomorphisme
de Bg-modules de B ®q, V1 sur By ®q, Va2 compatible avec 'action de Gk,
celle de ¢ et celle de N. En prenant les invariants sous Gk, on en déduit un
isomorphisme (de (¢, N)-modules) de Dy (V1) sur Dg(V3).

Réciproquement, si les (o, V)-modules D, (V1) et Dy (V2) sont isomorphes, on
adimg, Ds(V2) = dimg, Ds (V1) = dimg, V1 = dimg, V5 et V5 est aussi semi-
stable. Pour i = 1,2, By ®q, V; s’identifie donc a By ®x, Dst(V;) ([Fo86b],
th.5.3.5) et on dispose donc d’un isomorphisme de Bg-modules de By ®q, V1
sur By ®q, V2 compatible avec l'action de G, celle de ¢ et celle de N. En
prenant la partie sur laquelle ¢ =1 et N = 0, on trouve un isomorphisme de
E.(V1) sur E.(V). O

Remarque : 1l serait intéressant d’étudier plus en détail les B,-représentations.
En particulier, on peut se demander si le foncteur d’oubli de la catégorie des
B.-représentations dans celle des Q,-espaces vectoriels topologiques avec action
linéaire et continue de G n’est pas pleinement fidele. On a en tout cas le
résultat suivant (en se fatigant un peu plus, on devrait pouvoir éviter d’avoir
a remplacer Ky par K|, et Gg par Gg-) :
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ProposiTIiON 8.3. — Soient Vi et Vo deux représentations p-adiques. Sup-
posons Vi semi-stable et dimg, Vo < dimg, V1. Supposons qu’il eriste une
application Qy-linéaire G -équivariante injective E.(V1) — E.(Vz2). Alors

i) les Qp-espaces vectoriels Vi et Vo ont la méme dimension et Vo est semi-
stable ;

it) il existe une extension finie non ramifiée K|y de Ko telle que les Kj[p, N]-
modules K @k, Dst(V1) et K @k, Dst(V2) sont isomorphes ;

i11) il eziste un sous-groupe ouvert Gi+ de Gy contenant le groupe d’inertie et
une application B.-linéaire bijective G -équivariante de E.(V1) dans E.(Va).

Preuve : Soit h le ppcm des dénominateurs des pentes de Dy (V1) (vu comme
un p-isocristal). Rappelons les propriétés dont nous allons avoir besoin du sous-
anneau B, de By, introduit dans [Fo00], §5.5 : Notons Py le corps des fractions
des vecteurs de Witt & coefficients dans le corps résiduel de K : c’est un sous-
corps de Beps, stable par G et par laction de ¢ (qui opere via le Frobenius
absolu) ; I'homomorphisme de Q-algebres P, ®q, Be — Beris est injectif et
identifie Py ®q, Be a un sous-anneau de B,.;s noté By. Soit t;, un élément de
Beyis vérifiant ¢, € Fil' Byg, Pty € B;{R pour 1 <n < h—1et @"(ty) = pty.
Alors t;, est inversible dans Be.;s, on a g(ty)/tn € Py pour tout g € G et
la sous-By-algeébre de B.,;s engendrée par ), et 1/t s’identifie & algebre des
polynomes de Laurent en t;, a coefficients dans By. Notons u I’élément de B
noté log[n] dans loc.cit. ; on a g(u) —u € Zy(1) = Zyt, pour tout g € Gk,
o(u) = pu et Nu = —1. Alors B, sidentifie & 'anneau des polynémes en
u & coefficients dans By, donc aussi & Py[ts, 1/th, u] ®q, Be. Enfin le fait que
ha € Z pour toute pente a de Dy, (V1) implique que Dy (V1) = (B, ®q, V1)“*.
Pour i = 1,2, on a B, ®q, Vi = E.(Vi) et on dispose donc d’une applica-
tion Qp-linéaire injective G'i-équivariante B, ®g, V1 — B. ®qg, V2. D’ou
par extension des scalaires une application Py[tp,1/ts,ul-linéaire injective
Bl @g, Vi — B!, ®q, Vo. Comme le sous-anneau Py[t,1/ty,u] de By est
stable par Gk, cette application est aussi G g-équivariante. Pour les mémes
raisons, elle commute aussi & 'action de " et & celle de N. En prenant les
invariants sous Galois, on obtient une application Kjy-linéaire injective

Dst(V1) = (Bgy ®q, V2)* C Dit(V2)

Comme dimg, Dst(Vo) < dimg,, on en déduit que Vi et V5 ont la méme
dimension sur Q,, que V; est semi-stable et que I’application ci-dessus est une
bijection. D’ou (i).

Ceci implique aussi qu'il existe un isomorphisme de Ky[¢", N]-modules de
Dg(V1) sur Dg (V).

Supposons d’abord que h divise [Kj : Q,] et montrons qu’alors il existe aussi
un isomorphisme de Ky[p, N]-modules de D4 (V7) sur Dy (V2). Cela résulte de
la conjonction des deux faits suivants (on a noté Q,» l'unique extension de Q,
de degré h contenue dans Kj) :

a) la fleche évidente Qpn ®q, Homg [, n) (D1, D2) — Homp, ,n n)(D1, D2) est
surjective (bien sir elle est aussi injective) ;
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b) si L est un sous-Qp-espace vectoriel de Lq,, (D1, D3) tel que le sous-Q,n-
espace vectoriel de LQph (D1, Dy) engendré par L contient un isomorphisme,
alors L aussi.

Pour le premier, on remarque que, si f € Hompg, [ n N (D1, Ds), Dlapplica-
tion 6(f) : D1 — Dy définie par 6(f) = E?:_[)l @' fo~ est en fait dans

Hom g 1o, N7 (D1, D2) ;5 si by, ba, ..., by est une base de Q,n sur Q, la matrice
des (0'(b,))o<i<h,1<r<n est inversible, il existe donc a1, asz,...,an € Qpn tels
que

Zarbr =1let Zarai(br) =0pourl <i<h

Onaf=3Y"_ a0(bf).

L’assertion (b) qui n’utilise que le fait que le corps Q, a une infinité d’éléments,
que Q,» est une extension finie sur Q, et que Dy et D3 sont de dimension finie
sur Q,» est bien connue (cf., par exemple [Fo00], lemme 2.7).

Dans le cas général enfin, il suffit de prendre pour K la plus petite extension
non ramifiée de Ky contenue dans K telle que h divise [K{, : Q,]. Ceci termine
la preuve de (ii). L’assertion (iii) résulte alors de la proposition précédente ol
I'on remplace K par 'extension finie non ramifiée KQn. O

8.3 — EXTENSIONS UNIVERSELLES PAR DES REPRESENTATIONS DE TORSION

Appelons groupe abélien de cotype fini tout groupe abélien de torsion A tel que
le Z-module des homomorphismes de A dans Q/Z est de type fini. Si A est un
groupe de p-torsion, il est de cotype fini si et seulement si d’'une part sa partie
divisible Agiy est isomorphe & (Q,/Z,)" pour un entier h convenable et d’autre
part A/Agiy est un groupe fini.

Une représentation de cotype fini (de Gk ) est un groupe abélien de cotype fini
muni d’une action linéaire discrete de G .

Soit A une représentation de cotype fini. On pose

Tp(A) = lim Apn et Vi (A) = Qp @2z, T)(A)
neN

Alors T),(A) est un Z,-module libre de rang fini, avec action linéaire et con-
tinue de Gk et V,(A) est une représentation p-adique de Gx. Le quotient
Vp(A)/T,(A) s’identifie & la partie divisible A,y qi, du sous-groupe de p-torsion
A(p) de A.

Pour ? désignant un symbole qui est e, +,disc ou un entier m > 0, E-(V,(A))
est un Qp-espace vectoriel topologique avec action linéaire et continue de Gx
contenant T,(A) comme un sous-groupe fermé stable par Gg. Le quotient
E(V,(A))/Tp(A) est donc un Z,-module topologique avec action linéaire et
continue de G'i, contenant A,y qiv comme sous-groupe discret. On pose alors

Er(A) =A@, a (B2(Vp(A))/Tp(A))

somme amalgamée de A et de E-(V) au-dessous de A, qiv. Bien sir, cette
construction n’a d’intérét que pour un groupe de p-torsion puisque, si A,
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désigne le sous-groupe de A formé des éléments d’ordre premier & p, on a
Er(A) = M) @ E2(Ap))-

Posons aussi t5 = ty, (x) et tA(K) = ty, (r)(K). On aun diagramme commutatif

0 - A — Egsc(A) — ta(K) - 0
I N N

0 — A - E{(A) — A (K) — 0
I N N

0 - A - E(A) — (BdR/B;R) ®@Vp(A) — 0
I U u

dont les lignes sont exactes.

ProrosiTion 8.4. — Soit A une représentation de cotype fini de Gy . Alors
Egisc(A) est le plus grand sous-groupe stable par Gk de E.(A) sur lequel laction
de G est discréte tandis que E(A) est l'adhérence de Eqisc(A) dans E.(A).

Preuve : Pour tout m € N, notons E,, gisc(A) le plus grand sous-groupe stable
par Gi de E,,(A) sur lequel 'action de Gk est discréte. Comme l'action de G
est discrete sur A, ¢’est 'image inverse du plus grand sous-groupe de B,,(—m)®
V,(A) sur lequel I'action de G est discrete ; ce sous-groupe s'identifie & K ® ¢
(Bm(—m) ® V,(A))¥% (prop.8.1). Par passage a la limite, on en déduit que
le plus grand sous-groupe de F.(A) stable par Gk sur lequel action de Gk
est discrete est 'image inverse de K @k ((Bar/Bjjg) ® Vp(A))9% = t5(K). La
deuxieme assertion est évidente. O

On a encore des propriétés d’universalité :

ProposiTiON 8.5. — Soient A une représentation de cotype fini de Gi et E
un groupe topologique abélien muni d’une action linéaire et continue de Gy,
extension d’une BIR—représentation W par A. Alors il existe une et une seule
application linéaire continue G i -équivariante f : E — E.(A) qui est Uidentité
sur A. Son image est contenue dans E1(A) (resp. Epn(A)) si et seulement si
la BIR—représentation W est triviale (resp. annulée par t™ ).

Preuve : Pour tout groupe topologique abélien M notons V,, (M) le groupe des
homomorphismes (de groupes) continus de Q, dans M. On a bien V,(A) =
Qp ®z, Tp(A). Si M est un Qp-espace vectoriel, on a V,(M) = M. On a
Vp(Ee(A)) = Ee(Vp(A)) et on dispose d’une suite exacte courte

0= Vy(A) = Vy(B) = W =0
Toute application f : E — E.(V) induit donc une application V,,(f) : V,,(E) —
E.(V,(A)) et V,(f) est 'identité sur V,,(A) si f est I'identité sur A.
Inversement, on a Ee(A) = A @, 4, (Fe(Vp(A))/Tp(A)) et E s'identifie a
MDA, 0 (Vp(E))/Tp(A)), ce qui fait que toute fleche V,,(E) — Ec(V,(A)) qui
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est l'identité sur V,(A) induit une fleche E — E.(A). La proposition résulte
alors des propriétés universelles mises en évidence au paragraphe précédent. O

8.4 — APPLICATIONS AUX VARIETES ABELIENNES, AUX GROUPES DE
BARSOTTI-TATE ET AUX MOTIFS

ProrosiTioN 8.6. — Soient A une variété abélienne sur K, ta son espace
tangent, t'y le K -espace vectoriel dual de l’espace tangent de la variété abélienne
duale, T,(A) = (hﬂneN Apn(K), V = Qp @z, Tp(A) et Vo = C®q, V. On a
des isomorphismes canoniques et fonctoriels

i) Vo =ta(C)(1) &ty (C),

Wita=ty =ty (%) = ta.®)

iii) A(K) ~ Egise(Ator(K)) et A(C) ~ By (Ao (K)).

Remarque : La premieére assertion n’est autre que la décomposition de Hodge-
Tate pour les variétés abéliennes dont on obtient ainsi une nouvelle preuve
(mais c’est loin d’étre la plus simple !).

Preuve : Le logarithme est défini partout sur A(C') et induit une suite exacte
courte o
0— Ator(K) — A(C) — tA(C) —0

Mais t4(C) est une C-représentation triviale de dimension la dimension g de
A. D’apres la proposition précédente, il existe des applications Q,-linéaires
continues G g-équivariantes uniques de n : A(C) — E(C) et 77 : t4(C) —
ty (C) telles que le diagramme

0 — A(K) — A(C) — ta(C) — 0
[ Ln 1

0 — Au(K) — Bi(dn(K)) — ?V(K) — 0

~—

=S

est commutatif.

Les applications n et 77 sont injectives. En effet, sinon comme le noyau W de
7n s’identifie au noyau de 7 qui est une application BjR—linéaire7 ce serait une
Sous—B;R—représentation non nulle de t4(C) ~ CY et contiendrait donc une sous
représentation isomorphe a C' ; en prenant les invariants sous Gk, on voit que
A(K) contiendrait un sous-groupe isomorphe a K ; mais ceci contredit le fait
que A(K) est compact (si A est un modele propre de A sur Ok, on a A(K) =
HOIH@K —schémas (SpeCOKa A) = <h‘mn€N HOHloK —schémas(spec(OK /pn OK), A)
et chacun de ces ensembles est fini).

En particulier, (Byr/Bjjr) ®qg, V D ty (K) contient une sous-Bj-représenta-
tion isomorphe a CY9. Celle-ci est contenue dans le noyau de la multiplication
par t dans BdR/BjR) ®q, V qui est Vo(—1), d’ott une application injective
ta(C) — Ve(—1). La transposée de l'application analogue pour la variété
abélienne duale nous donne une application surjective Vo — t/4(C') ou encore de
Vo(—1) dans t4(C)(—1). Comme il n’y a pas d’application Q,-linéaire continue
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G -équivariante non nulle de t4(C) ~ €9 dans t/,(C)(—1) ~ C(-1)9, Pappli-
cation composée t4(C) — Vo(—1) — t4(C)(—1) est nulle. Pour des raisons de
dimension, la suite

0—ta(C) = Vo (=1) = t/4,(C)(=1) — 0

est exacte. Comme, dans la catégorie des C-représentations, il n’y a ni homo-
morphisme ni extension non trivial(e) de C(—1) dans (par) C, cette suite est
scindée de manieére unique et Vo (—1) s’identifie, canoniquement et fonctorielle-
ment & t4(C) @& t/,(C)(—1), d’out (i) en tensorisant par Q,(1).

Ceci implique que, pour tout entier m ¢ {0, —1}, on a V(m)¥% = 0, donc que
tv = ((Bar/Bjp) ® V)% = (Vo(=1))9% = ta puisque (t4(C)(-1))% =
D’ou (ii).

En outre, ty (K) est I'adhérence de ty(K) dans Ve (—1) qui est une C-représen-
tation et est donc ¢ty (C'). L’application 7 est donc un isomorphisme et 7 fournit
I'isomorphisme cherché de A(C) sur Ey (Ayor(K)). Enfin A(K) est la réunion
des A(L) pour L parcourant les extensions finies galoisiennes de K contenues
dans K et n(A(K)) est bien contenu dans Egjsc(Asor(K)). Comme I'application
A(K) — t5(K) est surjective, les lignes du diagramme commutatif

0 — An(K) — A(K) — ta(K) — 0

(. L L
0 — Ator (K) - Edisc(Ator(K)) — ty (K) - 0

sont exactes. Comme les fleches verticales de gauche et de droite sont des
isomorphismes, celle du milieu 'est aussi et fournit l'isomorphisme cherché
entre A(K) et Egisc(Ator(K)). O

La proposition 1.1 énoncée dans l'introduction est alors claire : Si & est comme
dans I’énoncé, I'application £ : t4(K) — C(—1) ®q, Vp(A) induite est encore
continue et induit donc une application Q,-linéaire continue G g-équivariante

du complété t4(C)de t4(K) dans C(—1)®q, V,(A). Cette derniere application
est C-linéaire (th.3.11). Le reste résulte des deux propositions précédentes. O

On dispose de résultats analogues pour les groupes de Barsotti-Tate : soit
J = (Jpn)nen un tel groupe sur 'anneau des entiers Ok de K ; solent h sa
hauteur et d sa dimension. Notons J le groupe formel associé : si A, désigne
lalgebre affine de Jpn, alors A, est un Ox-module libre de rang p™". Alors
J = SpfAj\, avec Aj\: lim A;,. C’est une algebre formellement lisse ; I'algebre
affine de la composante connexe de 1’élément neutre est une algebre de séries
formelles en d-variables & coefficients dans Og. On peut considérer le groupe

~ ~

J(O%) (resp. J(Oc)) des homomorphismes continus de la Ok-algebre A~ dans
O3 (resp. O¢). Le sous-groupe de torsion ftm.(Of) de J| (O%) est aussi celui

de J(O¢) et c’est I'union J(Og) des Jyn (O) = Homo, —aigebres(An, Of). En
tant que groupe, il est isomorphe a ((@p/Zp)h. L’espace tangent t; de J (ou
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de J sil'on préfere) est le K-espace vectoriel de dimension d dual du K-espace
vectoriel des formes différentielles invariantes sur Aj\.

Remarque : La proposition 8.6 s’étend aussi, de fagon évidente (aussi bien pour
son énoncé que pour sa démonstration), aux 1-motifs sur K et aux groupes de
Barsotti-Tate sur Ok.

Soit maintenant M un motif sur K. Pour fixer les idées supposons soit que M
est un 1-motif soit que M = H™(X)(4) o X est une variété propre et lisse
sur K, m € N et i € Z. La seule chose importante est de savoir définir le
groupe My,,.(K) des points de torsion de M & valeurs dans K qui doit étre
une représentation de cotype fini. Pour M un 1-motif c’est la définition usuelle
([De75], §10), pour M = H™(X)(i), on pose Mo, (K) = HZ} (X3, Q/Z)(i).
On peut alors associer a M les objets suivants, tous construits a partir de
Mtor(K) :

— pour £ nombre premier , la réalisation £-adique de M est le Q-espace vectoriel
Hy(M) des homomorphismes continus de Q; dans M. (K),

— l’espace tangent tyr de M est le K-espace vectoriel tas,e ®) = L, (M)

r

— le groupe M(K) des points de M a valeurs dans K est Egise(Mior(K)),

A~

— le complété M(K) de ce groupe des points est le groupe topologique
EJr(Mtor(E))a
— la presque-C-représentation E. (M) définie par E (M) = Vp(]\?(f)) =
B (H,(M)).

Alors M(K) s'identifie au sous-groupe de M (K) formé des points sur lesquels
I’action de Gk est discrete ; c’est un sous-groupe dense de M (F)

Lorsque M est un 1-motif, on a 3, (K) = t5;(C) (en particulier, c’est une C-
représentation. Ceci est du au fait que les poids de la représentation H, (M)
sont tous < 1, ce qui ne reste pas vrai en général.

Pour toute extension L de K contenue dans K, posons
M(L) _ M(F)Gal(?/L) _ M\(F)Gal(?/L)

(lorsque M est une variété abélienne c’est bien le groupe des points de la variété
abélienne & valeurs dans L). La suite exacte

0 — Mior(K) — M(K) — ty(K) — 0
induit une suite exacte
0 — Mo (K) — M(K) =ty — HNK, Mo (K)) — 0
en notant H}(K, Mo (K)) Vimage de tp; dans H'(K, My (K)) (remarquer
que, si My _tor(K) est le sous-groupe de Mo, (K) formé des points d’ordre
premier & p, on a H (K, My o (K)) = 0).
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Enfin la représentation p-adique H,(M) est de de Rham et la suite exacte
0 — Hy(M) — (M) = Tar(K) = 0
induit une suite exacte
0 — Hy(M)CK — By (M)E — tay “225 HL(K, H,(M)) — 0

ol exppy est 'exponentielle de Bloch-Kato.

9 — PRINCIPALES DEFINITIONS

1.2 : Banach, réseau, représentation banachique, catégorie exacte, morphisme
strict, sous-catégorie stricte, représentation p-adique.

1.3 : C-représentation, C-représentation triviale, B;R—représentation.

1.4 : Représentations banachiques presqu’isomorphes, presque C-représen-
tation.

1.5 : Extension presque scindée.

2.1 : K[[t]]-représentation de I'k.

2.3 : K-petit, petite représentation.

3.1 : Cohomologie continue, presque BJR—représentation.

3.5 : Presque supplémentaire, presque scindée.

4.1 : C-algebre de Banach, spectre maximal, variété spectrale affine, application
analytique, groupe spectral commutatif affine, C-structure analytique, banach
analytique.

4.2 : Banach anlytique constant, banach analytique vectoriel.

4.3 : Espace de Banach-Colmez présentable.

5.1 : Dimension, hauteur, présentation.

5.3 : K-presque supplémentaire, suite K-presque scindée.

6.1 : Complexe presque trivial.

7.1 : Presqu’isomorphisme.

8.1: B;R—représentation triviale, extensions universelles par une représentation
p-adique.

8.2 : Espace tangent d’une représentation p-adique, exponentielle de Bloch-
Kato, (p, N)-module, représentation semi-stable, B.-représentation.

8.3 : Représentation de cotype fini.

8.4 : Espace tangent d’un motif, groupe des points d’un motif & valeurs dans
K.

10 — PRINCIPALES NOTATIONS

12: K, K, Gk, B(Gk), |
1.3: O, Repc(GK)7 Reptcrlv(GK); t7 BdRa BIR; Bmv RepB;rR(GK)’
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1.4 :
1.6 :

2.1:
2.2:
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C(Gk), d, h
Extg(X,Y), Extlyg (X,Y),
Koo, Hi, Tic, miy t, WY, Repge 111 (Tc),

log -
Vel e

X(im)» X@)» (Cx0), Bxte, , o(X1, Xa),

2.3:
2.5 :

3.1:

3.2:
3.3 :
3.4 :
3.5
4.1:
4.2 :
4.3 :
7.1:
8.2 :
8:3:
8:4 :

}{epBJr S(GK) OKa aK, RdR(X)7 X(a)7 M{O{}7
W( n)s W( ) Wz, EXt W, W2)7 logt, Trn, Cims Ctond,
H (B M),

cont
M*A M}
Be, Beris, Ko, ia Fil' By, Fil'Be, Up,
U7 R7 W(R) UR7 IB(GK)
E(f), Em(f),
SpmeA, O4,
Ve, wen,
U Fif
Cri(Gk), Dk, R
Ee(v)a Em(v)a tV, tV( )E ( ) Edisc(V)v Hel(va)v Bsta
TP(A)’_VP(A)u E"( ) A, LK)v
Mior(K), Hi(M), tar, M(K), M(K), E(M).

p(eT ]o(

crzs’
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