INEGALITE DE MARKOV EN PLUSIEURS VARIABLES

WIESLAW PLESNIAK

Regu le 16 mai 2005 ; Révisé le 13 mars 2006 ; Accepté le 26 avril 2006

Linégalité de Markov joue un rdle important en théorie constructive de fonctions. Dans
les deux derniéres décennies, on a développé sa théorie multidimensionnelle. Le but de
cet article est de présenter le récent progres de cette belle théorie.
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1. Inégalité de Markov

1.1. Introduction. En 1889, Andrei Andreievitch Markov a répondu a une question
posée deux ans plus tot par Mendeleev en montrant que, pour tout polynéme p € Clx],
ona

|p"(x)| < (degp)*liplii-1,) pourx € [~1,1], (1.1)
ot |[pll; = sup | p|(I). Ce résultat est optimal puisque, pour les polyndmes de Tchebyschev
Tx(x) = coskarccosx (x € [-1,1]), k=1,2,..., (1.2)

ona || Tkll{-11) = 1 et | T, (£1)| = n*. Linégalité de Markov a été le point de départ d’une
énorme littérature. En effet, elle a de nombreuses applications en analyse et en physique.
Pour des détails on peut se reporter a Pouvrage de Rahman et Schmeisser ([44]).

La théorie correspondante en plusieurs variables est relativement nouvelle : avant 1980,
toutes les extensions connues de I'inégalité de Markov, dans la pratique, concernaient
uniquement des ensembles compacts, convexes et d’intérieur non vide de R" (voir, e.g.,
Baouendi-Goulaouic [2]). Le principal obstacle a I'’étude des cas plus généraux provenait
de l'existence, dans R”, d’ensembles a pointes n"admettant aucune extension multidi-
mensionnelle de I'inégalité de Markov. Cette remarque est due a Zerner ([55]).

Exemple 1.1. On pose E = {(x,y) € R2:0< y < exp(—1/x), 0 <x < 1} U {(0,0)} et
Pi(x,y) = y(1 — x)* pour k = 1,2,.... On a donc degPy = k + 1, [|0P/dyllr = 1, tandis
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2 Inégalité de Markov en plusieurs variables

que || Pxllg < exp(—\/E) pour k = 1,2,.... Par conséquent, il n’existe pas de constantes
M >0 etr >0 telles quon ait, pour tout k,

[|0Pk/9y||p < M(k+1)"||Pxl| (1.3)

Il est alors naturel de chercher les parties de R” pour lequelles il est possible d’établir
des majorations de Pexemple 1.1. On est ainsi ramené a la définition suivante.

Définition 1.2. On dira qu'une partie compacte de R" admet (ou presérve) I'inégalité de
Markov, ou bien qu’elle est markovienne, s’il existe des constantes M >0 et r > 0 telles
que, pour tout polyndéme P € Rxj,...,x,], on ait

| grad P|lg < M(degP)"||P|lE. (M)

Une théorie satisfaisante de I'inégalité de Markov en plusieurs variables, abordant
en particulier le cas d’ensembles & pointes, a été développée dans les derniéres deux
décennies par Pawlucki, Plesniak, Goetgheluck, Baran, Biatas-Ciez, Jonsson, Bos, Leven-
berg, Milman, Taylor, Goncharov, Totik et autres. Donnons ici un exemple d’un compact
markovien de R" a pointes, di a Goetgheluck ([24]).

THEOREME 1.3. Soit, pourk = 1,
Er={(x,y)eR*:0<y<xf 0<x<1}. (1.4)

Alors 'ensemble Ey est markovien, pour lexposant r = 2k. De plus, la valeur 2k est optimale.

Lensemble Ey, défini ci-dessus, est un sous-ensemble semi-analytique de R?. On peut
alors se demander si toute partie semi-analytique (plus général, sous-analytique) de R"
admet une inégalité de Markov. La réponse a cette question est fournie par la théorie de
Pawtucki-Plesniak présentée ci-dessous, dont le point de départ était 'exemple de Goet-
gheluck.

1.2. Ensembles semi-analytiques, sous-analytiques et a pointes polynomiales

Définition 1.4. Une partie E de R" est dite semi-analytique si, pour tout x € R", on peut
trouver un voisinage U de x et un nombre fini de fonctions réel analytiques f;; et g;;
définies dans U, telles que

EnU=J1{fj>0 gj=0} (1.5)
i

La projection d’un semi-analytique n’est pas nécessairement semi-analytique
(Lojasiewicz ([34])). On appelle classe d’ensembles sous-analytiques, la famille obtenue
en ajoutant a la famille des semi-analytiques, toutes les projections d’ensembles semi-
analytiques. Plus précisement,

Définition 1.5. Un sous-ensemble E de R" est dit sous-analytique si, pour tout x € R", il
existe un voisinage U de x tel que EN U soit la projection d’un semi-analytique borné A
de R"*™, ot m est un entier non négatif.
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Lensemble E; de Goetgheluck est, de fagon évidente, semi-analytique, et a fortiori
sous-analytique, tandis que 'ensemble de Zerner est trop plat a I'origine pour étre semi-
analytique. Il se trouve que les sous-analytiques n’admettent que des pointes polyno-
miales.

Définition 1.6. On dit qu'une partie E de R" est a pointes polynomiales (en bref, UPC =
uniformly polynomially cuspidal) s’il existe des constantes positives M et m, un entier po-
sitif d et une application h: E x [0,1] — E, tels que, pour tout x € E, on ait h(x,1) = x, la
fonction h(x, -) soit un polynéme de degré < d et

dist (h(x,t),R"\E) > M(1—t)™ pour (x,t) € E x [0,1]. (1.6)

En utilisant le théoreme de rectilinéarisation de Hironaka (voir [17]) et la séparation
réguliere de Lojasiewicz ([34]), on prouve (Pawlucki-Plesniak [37])

THEOREME 1.7. Tout ensemble sous-analytique borné de R", a intérieur dense dans E, est
UPC.

La famille des ensembles UPC est visiblement plus large que celle des sous-analytiques.
Un exemple simple d’ensemble UPC qui n’est pas sous-analytique est fourni par [0,1] X
[—1,1] \ E, ou E est 'ensemble de Zerner.

Les ensembles UPC admettent une fonction de Green pluricomplexe continue de fagon
holderienne. Soit E une partie compacte de C”, on pose, pour tout z € C”,

Vi(z) = sup {u(z) : u € (C"), ulg <0}, (1.7)

ott £(C") = {u € PSH(C") : sup,ccu [u(z) —log(1 + |z])] < oo} est la classe de Lelong des
fonctions plurisous-harmoniques a croissance logarithmique. D’apres la théorie du
pluripotentiel due a Bedford-Taylor (voir [31]), si E est non pluripolaire (c’est-a-dire, si
pour toute fonction u € PSH(C"), l'inclusion E C {u(z) = —oo} implique u(z) = —0),
alors la régularisée supérieure

Vi (z) = limsup Vg(w) (1.8)

w—2z

de Vg est un équivalent multidimensionnel de la fonction de Green classique pour C \ E,
ou E désigne Penveloppe polynomiale de E.

Limportance de la classe UPC se traduit par le résultat suivant da a Pawlucki-Plesniak
[37].

TutorEME 1.8. Soit E une partie UPC compacte de R", a parameétre m. On a
Vi(z) < M(dist(z,E))’, (HCP)

oits=1/2[m] et [m] :=k pourk—1<m <k aveck € Z.
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Si Vg est continue de fagon HCP (abrév. de Holder Continuity Property), en appliquant
la formule intégrale de Cauchy, on montre que E est markovien. Ceci entraine (Pawtucki-
Ple$niak [37])

CoroOLLAIRE 1.9. Toute partie compacte E de R" de type UPC, en particulier tout sous-
analytique compact E C R", et d’intérieur dense dans E, est markovien.

Le résultat ci-dessus reste vrai dans le cadre, beaucoup plus général, des structures
o-minimales polynomialement bornées. En particulier, si on considere une classe de fonc-
tions quasi-analytiques de Carleman liée a une suite strictement logarithmiquement
convexe, les ensembles définissables dans la structure de Rolin-Speissegger-Wilkie engen-
drée par cette classe sont UPC (voir Pierzchata [39]).

1.3. Dynamique complexe. La géométrie sous-analytique n’est pas seule a fournir des
exemples d’ensembles markoviens. On peut en trouver plusieurs en dynamique complexe.

Soit P: C" — C" une application polynomiale, on définit I'ensemble de Julia rempli,
associé a P, par

Jpi={zeC": {Pj(z)}jeNo est borné}. (1.9)

Silexposant de Lojasiewicz de P (a I'infini)

1P) ::supjl@:li‘irlljgf |T£fg| >o} (1.10)

est strictement plus grand que 1, alors Jp est HCP, d’ott markovien (voir Kosek [32, 33]).

Les ensembles markoviens décrits ci-dessus sont tous de type UPC, et donc HCP. Ce-
pendant, il y a des ensembles HCP qui ne sont pas UPC. Les premiers exemples de tels
ensembles (de type Cantor) ont été construits par Jonsson ([29]). Il s’est avéré difficile
de déterminer si le Cantor triadique classique est markovien ou non. Une réponse affir-
mative a ce probleme a été fournie par Biatas et Volberg ([13]) qui ont montré que cet
ensemble est méme de type HCP. Il convient de noter qu’il existe également des ensembles
de type Cantor qui ne sont pas markoviens et pour lequels la fonction classique de Green
est continue (voir Ple$niak [40], Goetgheluck-Plesniak [26], Totik [52]). Quant a savoir
si la propriété de Markov de E entraine la propriété HCP de E, ce probleme reste toujours
ouvert sauf pour des cas particuliers de C (voir Biatas-Ciez [14], Totik [52]). En général,
on ne sait méme pas si la propriété de Markov de E entraine la continuité de la fonc-
tion de Green Vg ou la non-pluripolarité de E. Néanmoins, Biatas-Ciez ([15]) a montré
que toute partie compacte de Markov de C est de capacité logarithmique positive, et par
conséquent, qu'elle n’est pas polaire.

1.4. Relations avec les polyndmes orthogonaux. On termine cette section par la mise
en évidence des relations entre I'inégalité classique de Markov et les polyndmes ortho-
gonaux. Soit E une partie compacte de R et soit 4 une mesure de probabilité, a sup-
port E, telle que, pour tout disque A(x,r) centré en x € E de rayon 0 <r < 1, on ait
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u(A(x,r)) = cor® avec des constantes ¢y >0 et s >0 ne dépendant pas de x et r. Soit
{P,:n=0,1,2,...} une suite de polynémes orthogonaux associée a y. On suppose que le
degré de P, est n. On sait que, pour tout n, les zéros {x1,x2,...,%,} du polyndme P, sont
tous simples, réels et contenus dans le plus petit intervalle couvrant E. On a le résultat
suivant da a Jonsson (voir [30]).

THEOREME 1.10. Le compact E est markovien si et seulement si Pon peut trouver des con-
stantes y = 1, L >0 et § > 0 telles que
(i) il existe d, 0 < d < 1, tel que, pour tout xo € E et toutr >0, r < 1,

{xeR:dr' <|x—xol <r}NE# Qs (1.11)
(ii) si x; et x;_, sont des zéros consécutifs de P,, avec n = 2, alors
|x; —xi_1| = L/nP. (1.12)

2. Applications

Nous allons présenter quelques applications importantes de I'inégalité de Markov.
Nous commengons par

2.1. Approximation polynomiale de fonctions ¢~. Rappelons le théoréme classique de
Bernstein [12].

TutorEME 2.1. Une fonction f :I = [a,b] C R — C se prolonge en une fonction ‘€% sur R
si et seulement si, pour tout s >0, on a

I%im ksdist; (f,%Px) = 0. (2.1)

La démonstration classique du théoréme de Bernstein ne s’applique pas, en général,
au cas d’'un compact quelconque de R". En effet, contrairement au cas d’un intervalle de
R, il existe un compact E de R” et une fonction f : E — R de classe €~ dans int E, tels que
f et toutes ses dérivées partielles se prolongent continiment a E et, qu'en méme temps,
f n’admette aucun prolongement ‘€~ sur un voisinage de E. En voici un exemple.

Exemple 2.2. Soit E=E; UE, CR?, 00 E; = {(x,y) e R?*:0<x<1,g(x) <y <1} avec
g(x) =exp(—1/x)si0<x < 1,g(0) =0, et E, = [0,1] X [—1,0]. Soit

gx) si(x,y) €Ey
fley) = . (2.2)
0 si (x,y) € Es.

Alors f n’admet aucun prolongement 6™ sur un voisinage ouvert de E.

Le probléeme de caractérisation de type Bernstein des fonctions € en plusieurs va-
riables a été résolu par Pawlucki-Ple$niak ([37]). Dans ce qui suit, on dira que E est
déterminant pour les fonctions €* dans R” si, pour tout f € €*(R"), f =0 sur E en-
traine D*f = 0 sur E pour tout « € Z. On montre (Ple$niak [41]) que tout compact
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markovien de R” est déterminant. Le résultat de Pawtucki-Ple$niak (voir aussi Ple$niak
[41]) s’écrit comme suit.

THEOREME 2.3. Si un compact E de R" est déterminant pour les fonctions €%, alors les
conditions suivantes sont équivalentes :
(1) E est markovien;
(ii) (théoreme de type Bernstein) pour toute fonction f:E— R, si la suite {distg(f,Pr)}
est a décroissance rapide, c’est pour tout s >0, k*distg(f,Px) — 0 si k — oo, alors f
s’étend en une fonction ‘€% dans R".

Ici Py désigne lespace des polynomes de degré < k et distg(f, %) := inf{ll f — pllg:
p e Pl

Lensemble E de exemple 2.2 est markovien puisqu’il est UPC. Compte tenu du
théoréme 2.3, la suite {distg( f,Pk)} nest pas a décroissance rapide lorsque f est la fonc-
tion de cet exemple.

2.2. Applications en analyse différentielle. L'inégalité de Markov permet de construire
de facon relativement simple un opérateur linéaire continu d’extension pour les jets de
Whitney de classe C* (voir Whitney [53]), définis sur un compact markovien de R". Le
probleme d’existence d’un tel opérateur a une longue histoire. Les premiers résultats sont
dts a Mityagin [35] (cas d’'un intervalle de R) et a Seeley [48] (cas d’'un demi-espace
de R"). Stein [50] a montré qu'un tel opérateur existe si E est 'adhérence d’'un domaine
borné de R" dont le bord est localement de classe Lip1. Bierstone [16] a étendu ce résultat
au cas ou le bord de E est Lipa, avec 0 < a < 1. Dans [16], Bierstone a également montré
qu'un tel opérateur existe quand E est un sous-analytique fermé de R” tel que int E O
E. Sa méthode a été essentiellement basée sur le célebre théoreme de désingularisation
de Hironaka. Une autre méthode, basée sur des résultats de Vogt et Wagner concernant
des suites exactes des espaces nucléaires, a été appliquée par Tidten [51] pour montrer
Iexistence d’un opérateur d’extension pour des fermés de R” admettant certaines pointes
polynomiales. Tous les ensembles mentionnés ci-dessus sont UPC, d’ou de Markov. Le
théoreme suivant de Pawlucki-Plesniak [38] est une généralisation essentielle des résult-
ats précédents. De plus, il est de caractere constructif.

THEOREME 2.4. Soit E un compact markovien de R". Si, pour tout k € N, Ly f désigne
un polynéme d’interpolation de Lagrange de f de degré k, ayant pour nceuds des points
extrémaux de Fekete-Leja, et (ux; k € N) désigne une famille appropriée de fonctions de
troncature de classe ‘€%, alors la formule

Lf =uL f+ i (L f — Lef) (2.3)

k=1
définit un opérateur linéaire continu étendant les jets de Whitney de classe C* sur E en
fonctions de classe C™ sur espace R" tout entier.

En utilisant des techniques similaires, Zeriahi [54] a montré que si E est un compact de
R" de Markov, alors ‘€% (E) (équipé de la topologie de Whitney) est isomorphe a I'espace
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 des suites de réels positifs a décroissance rapide, ce qui est une généralisation non
triviale du résultat de Mityagin [35] mentionné ci-dessus.

Le théoreme de Pawtucki-Plesniak admet un complément (voir Ple$niak [41]) : la pro-
priété de Markov de E est équivalente a Pexistence d’un opérateur d’extension linéaire
continu par rapport a la topologie de Jackson de I'espace € (E). Cette équivalence n’est
plus valable lorsque espace € (E) est muni de la topologie de Whitney. En effet, Gon-
charov [27] a construit un compact non markovien de R admettant Pexistence d’'un
opérateur d’extension linéaire continu (par rapport a la topologie de Whitney). Pour
d’autres résultats concernant opérateur d’extension de Pawtucki-Plesniak voir Altun-
Goncharov ([1]).

Notons encore que pour quun opérateur d’extension linéaire continu existe, il faut
quelques restrictions sur les pointes de E. En effet, Tidten ([51]) a montré que si E est le
compact de 'exemple 1.1, alors il n’existe aucun opérateur d’extension (linéaire continu)

de 6> (E) dans 6> (R?).
2.3. Exposant de Markov. Soit E un compact de R”, on pose
u(E) :=inf {r > 0: E satisfait a (M) avec exposant r} (2.4)

et on I'appelle exposant de Markov de E.

La connaissance de la valeur exacte de y(E) permet en particulier de minimiser la perte
de régularité dans des problemes liés a 'extension linéaire des classes de fonctions ultra-
différentiables (voir Plesniak [42], Beaugendre [11]). Si E est un compact connexe de C
contenant au moins deux points différents, alors par Pommerenke [43], 1 < y(E) < 2. Si
E est un compact de R” quelconque, en utilisant des propriétés extrémales des polynémes
de Tchebyschev, on montre que y(E) > 2. Si E est un compact convexe de R” d’intérieur
non-vide, alors u(E) = 2. Rappellons encore 'exemple de Goetgheluck de Ex C R?, ou
u(E) = 2k. Si E est un compact UPC de R” a parametre m > 1, alors y(E) < 2m (voir Ba-
ran [3]). Notons finalement que si E est Pensemble de Zerner (voir exemple 1.1), alors
U(E) = oo. Il se trouve que 'exposant de Markov est un invariant de « bonnes » applica-
tions analytiques. On a (voir Baran-Ples$niak [7])

TuEOREME 2.5. Soient E un compact de R" satisfaisant a (M) pour Uexposant r et f une
application analytique d’un voisinage U de E dans R", telle que f(E) soit non pluripolaire
(dans C") et, pour tout x € E, detd, f + 0. Alors f (E) satisfait a (M) pour le méme exposant
1 que celui de E.

2.4. Inégalité de Markov sur les ensembles algébriques de C". Dans les années récentes,
I'inégalité de Markov a été intensivement étudiée sur des sous-variétés algébriques de R”
(travaux de Fefferman-Narasimhan, Roytwarf-Yomdin, Bos-Levenberg-Milman-Taylor,
Brudnyi, Baran-Ple$niak, Gendre, Kosek, Comte-Yomdin, Erdélyi-Kro6, Kro6-Szabados).
Notons ici un résultat important de Sadullaev [46].

THEOREME 2.6. Un ensemble analytique A de C" est algébrique si et seulement si la fonction
de Green pluricomplexe Vi est localement bornée sur A pour tout compact non-pluripolaire
E de A.
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Le critere de Sadullaev est crucial pour I'étude des inégalités de type Bernstein-Walsh,
Markov ou de van der Corput-Schaake sur les ensembles algébriques (voir Bos-Levenberg
Taylor [21], Bos et al. [19, 20], Baran-Ple$niak [8—10]). L'inégalité tangentielle de Markov
avec 'exposant égal a 1 caractérise la propriété d’'un compact K de R” d’étre morceau
d’une variété algébrique. Plus précisement, on a (voir Baran-Ple$niak [9])

THEOREME 2.7. Soit K un compact de R" admettant une paramétrisation analytique ¢ :
B™ — K, ot B™ est la boule unitée de R™ (1 < m < n). Alors la dimension de Zariski de K
est égale a m si et seulement si on peut trouver une constante C > 0 telle que, pour tout x € K
et tout polynome P € C[x,...,%n],

| Dy P(x) | < C(degP)|IPlik, (2.5)

onte ¢ l(x)NB™ veS" et T(t,v) = D,§(t) est la dérivée de ¢ en direction v.

SiK est une sous-variété compacte lisse de R" de dimension m, 1 < m < n, le théoreme
ci-dessus a été montré auparavant par Bos et al. [19].

Soient E un compact polynomialement convexe de C" de type HCP, avec s pour ex-
posant, et f une application analytique non-dégénerée définie sur un voisinage ouvert de
E, a valeurs dans un sous-ensemble algébrique M de C” de dimension k, 1 <k <n.Ona
alors (Baran-Ple$niak [10])

THEOREME 2.8. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout polynéme Q € C|zi,...,2x]
ettoutt € E,

| DreyyQ(f (1) | = Cid"*11Qll f(). (2.6)
COROLLAIRE 2.9. Soit f une application polynomiale de R dans R" avec
f)=0-"1+12Q(), (2.7)

ot Q est une application polynomiale de R dans R telle que Q(t) # 0 sur [—1,1]. Soit a =
max(s1,s2). Alors il existe une constante A >0 telle que, pour tout polynéme P € R[x1,...,%,]
de degré d, on ait

|Dr,P(x)| < Ad****||P|ly, pourxe N = f([-1,1]), (2.8)
avec Dr,P(x) = Dquy/iu) P(x), ot x = f(1).
Exemple 2.10. Soient m et [ deux entiers positifs premiers entre eux, m > [ > 2. Soit f(t) =

((1+6)/2)5((1 +1£)/2)™). On a alors

N=f([-1,1])={(x,y) €R*:0<x, y <1, x" = y'}. (2.9)
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En effet, comme o = [ — 1, le corollaire précédent donne I'inégalité

|Dr,.,P(x,y)| < Ad”|IP|ly, (2.10)

xy)
pour tout polyndéme P € R[x, y] de degré d.

(Voir aussi Bos et al. [20], Gendre [23].)

Dans [19], on peut trouver un exemple d’une fonction analytique f: [0,1] — R telle
que f([0,1]) n’admette aucune inégalité de Markov tangentielle dont 'exposant est fini.
Ainsi on pourrait penser qu'une telle inégalité n’a lieu que si f([0,1]) est morceau d’une
variété algébrique. Mais, un contre-exemple a récemment été donné par Bos et al. ([18]).

TatorEME 2.11. Soit T € R[x] un polynéme quelconque. Pour tout intervalle [a,b] C R,
on peut trouver une constante C > 0 telle que, pour tout polynéme P € C[x, y], on ait

max
x€(a,b]

, (2.11)

d T(x) 4 T(x)
EP(x,e )‘ < C(degP) max )P(x,e )

Pexposant 4 étant optimal.

2.5. Remarques finales. La théorie présentée ici témoigne de la force ainsi que de la
beauté de 'inégalité classique de Markov. Cest pourquoi je 'appelle « une vénérable dame
qui ’a pas perdu de son attrait. »

11 est difficile de traiter toutes les ramifications possibles de I'inégalité de Markov en
plusieurs variables. Pour cette raison, je me suis restreint a sa forme en norme uniforme.
Pour les versions L? voir des travaux de Bos-Milman ([22]), Goetgheluck ([25]) et Baran
({4, 5]).

Notons encore que I'inégalité de Markov a été également étudiée en dimension infinie;
nous renvoyons le lecteur aux travaux de Harris ([28]), Sarantopoulos ([47]), Mufoz-
Sarantopoulos ([36]), Révész-Sarantopoulos ([45]), Skalyga ([49]) et Baran ([6]).
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