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Abstract.  Soit G un groupe algébrique semi-simple défini sur R. On sup-
pose que son groupe de Weyl contient —1. Nous montrons qu’il existe une
correspondance bijective entre ’ensemble des orbites stables dans le groupe Gg
des points réels de G, et ’ensemble des orbites stables dans ’espace symétrique
Ge/Gr. Cette correspondance transforme les distributions stablement invari-
antes (resp. les fonctions orbitales stables) sur Gp en des fonctions orbitales
stables (resp. en des distributions stablement invariantes) sur G¢/Gr. Comme
application, nous montrons que la formule d’inversion des intégrales orbitales

sur Gy implique la formule de Plancherel de G¢/Gp .

Introduction

Soit G un groupe algébrique semi-simple défini sur R. On note G¢ (resp. Gr) le
groupe de ses points complexes (resp. réels). Les travaux de S. Sano, N. Bopp et
P. Harinck ont montré que I’ analyse harmonique invariante sur I’espace symétrique
Glc/Gr présente, par plusieurs aspects, des analogies avec ’analyse invariante sur
Gr, qui s’expliquent en partie par le fait que G¢/Ggr et Gr sont localement les
mémes; plus précisément, l'espace tangent en Gy de G /Gr s’identifie au sous-
espace igr de gc, donc aussi, a la multiplication par ¢ pres, a gr. Toutefois, la
multiplication par ¢ n’est pas completement sans effet, puisqu’elle transforme les
éléments elliptiques en éléments hyperboliques et vice versa; ceci est a 'origine
d’un phénomene appelé par Sano dualité [19].

Cette dualité est encore plus frappante dans les formules d’inversion des
intégrales orbitales (voir [2] pour G, et [12] pour G¢/GRr ). Rappelons brievement
ces formules. On note GG"™® 'ensemble des éléments semi-simples réguliers de G et
Gp® = Gr N G™8. L’intégrale orbitale d’une fonction f € C°(Gr), que 'on note
I, (f), est la fonction Gg-invariante (par automorphismes intérieurs) et de classe
C'™ sur G® obtenue par intégration le long des orbites (pour un choix convenable
de mesures invariantes). L’espace des fonctions ainsi définies sur Gp®, que l'on
note Z(GRr), a été décrit dans [1]; il est muni d’une topologie d’espace LF qui
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fait de Iz, une application linéaire continue, et de sa transposée un isomorphisme
entre Z(Gr)', le dual de Z(GR), et U'espace des distributions invariantes sur Gp.
L’algebre Z(g) des opérateurs différentiels bi-invariants sur Gr opere sur Z(GR)
de sorte que I, soit un morphisme de Z(g)-modules. En général Z(g) n’a pas de
vecteurs propres dans Z(Gg); lobstruction étant une condition sur les supports
vérifiée par les éléments de Z(Gr). Si on la supprime, on obtient un espace plus
gros, que I'on note £(GR), et que 'on munit d’une topologie d’espace de Fréchet.
L’action de Z(g) se prolonge a E(GRr) avec “suffisament” de vecteurs propres.
Dans la suite les éléments de Z(Gr) ou E(GRr) seront appelés fonctions orbitales.

Si A est un sous-groupe de Cartan de Gg, on note A le groupe de ses
caracteres unitaires. Alors, a tout caractere a* de A, on associe une distribution
(Gr-invriante @f»lp sur Gr (combinaison linéaire de caracteres de GRr), et une
fonction orbitale propre R ¢ E(GRr). La formule d’inversion décrit Igy(f)
comme “somme” de fonctions orbitales propres:

Ie, (f Z/ 0%, [YWlEda*,

ou 34y signifie qu'on fait la somme sur un ensemble de représentants des classes
de conjugaison de sous-groupes de Cartan.

L’intégrale orbitale Ig./q,(f) d’une fonction f € CX(Gc/Gr) est définie
comme ci-dessus en intégrant le long des orbites régulieres de G¢/Gr. On intro-
duit de méme les espaces Z(Gc/GRr) et E(Ge/Gr) avec leurs topologies. L’ap-
plication I, /g, (f) est continue et sa transposée identifie Z(Gc/Gr)" a l'espace
des distributions invariantes sur Gi¢/Gr. L’algebre Z(g) s’identifie a I’algebre des
opérateurs différentiels Go-invariants sur Gc/Gr; elle opere aussi sur Z(Ge/Gr)
et £(Ge/Gr), et commute avec I, qy -

La formule d’inversion sur G¢/Gr est similaire a celle décrite sur Gg: les
sous-espaces de Cartan se substituent aux sous-groupes de Cartan, mais, comme
ceux-la ne sont pas des groupes, le groupe des caracteres est remplacé par un
ensemble de fonctions élémentaires, que I’on notera aussi A pour un sous-espace
de Cartan A; les notations ©O,s Ge /Gy et \I/GC/ ® désignent encore une fonction
généralisée Spherlque et une fonction orbitale propre associées a a* € A. Alors

IGCC/GIR Z / GC/G]R GC/GRda*a

ou, comme ci-dessus, 3 (4 signifie qu’on fait la somme sur un ensemble de
représentants des classes de conjugaison de sous-espaces de Cartan.
Dans les deux formules les @,« forment une “base” de I'espace des distribu-
tions invariantes et les W« forment “ la base duale”. Toutefois les @fiR ressemblent
(C/ R’

. Ge/G
qu’aux OFT/Gr et vice versa; par exemple, les O et les W c/Gn

plus aux Ui
sont obtenus par “recollement” de transformées de Fourier d’orbites sur certaines
sous-algebres de gg, alors que les ©Fc/%x et les TSR sont obtenus par des séries &
la Duflo-Vergne [6]; d’ailleurs c’est en nous inspirant de la construction de certaines
fonctions ©¢/%= [11] que nous avons construit les WS dans [2].

Le but de cet article est d’apporter quelques éléments d’explication au

phénomene de dualité que I'on vient de décrire. En nous inspirant de la théorie
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des groupes endoscopiques de Langlands-Shelstad, nous avons chercher a établir
une correspondance entre les orbites qui pourrait expliquer la dualité. L’idée est la
suivante. On identifie G¢/Ggr avec la sous-variété M de G formée des éléments
de la forme go(g™'), g € G¢ (o désigne la conjugaison de Gg par rapport a
Gr). On pourrait alors associer a la Gg-orbite d’un élément = € Gr l'intersection
de sa Gg-orbite Gg[z] avec M; mais, pour certains groupes, par exemple 5L,
cette intersection est trop souvent vide, et quand elle ne 'est pas on obtient
plutot ce qu’on appelle une classe de conjugaison stable (deux éléments z et y
de Gr ou M sont dits stablement conjugués s’il existe g € G tel que y = gzg™')
ou simplement une orbite stable, qui est une réunion finie d’orbites. Cela nous
force a faire deux concessions : la premiere concerne la classe de groupes pour
lesquels la correspondance pourrait etre établie, on verra au paragraphe 2 qu’il
suffit de se restreindre aux groupes déployés dont le groupe de Weyl contient —1,
la seconde est qu’il faut remplacer les orbites ordinaires par les orbites stables, et
donc travailler avec des objets stablement invariants (i.e. constants sur les orbites
stables) plutot qu’avec des invariants.

Signalons que la correspondance ci-dessus n’est pas 'unique fagon d’aborder
le probleme de la dualité. Par exemple, si G est obtenu par restriction des
scalaires a partir d’un groupe semi-simple défini sur R, alors G¢/Gg s’identifie
canoniquement a Gpr; pourtant G n’est pas déployé et n’entre donc pas dans le
cadre ou nous nous plagons.

Décrivons brievement le contenu de cet article. Soit G un groupe algébrique
semi-simple connexe et simplement connexe défini et déployé sur R. On suppose
que le groupe de Weyl de GG contient —1. On note Og, (resp. Own) l'ensemble
des orbites stables de Gg (resp. M). Nous montrons que Iapplication

t: Ogp — Owm,

définie par ((w) = w N M, est bijective.

Par intégration le long des orbites stables dans GR®, on définit comme
ci-dessus l'intégrale orbitale stable d’une fonction f € C°(Gr), que l'on note
Igm(f); elle est constante sur chaque orbite stable. Tout ce qu’on a dit sur les
intégrales orbitales a un analogue pour les intégrales orbitales stables; on utilise
alors les mémes notations avec I’exposant “st” pour désigner les objets relatifs aux
intégrales orbitales stables. Ainsi on a I%(Gg) et £ (Gr) avec leurs topologies.
On introduit de méme les objets analogues sur M.

On peut énoncer la dualité sous la forme suivante qui sera précisée au para-
graphe 5. Pour z € Z(g), on note Z son image (dans Z(g)) par 'antiautomor-
phisme principal de I'algebre enveloppante de g.

Théoréeme . [l existe une application bilinéaire non nulle ((-,-)) sur
T (Gr) x EF(M) séparément continue telle que,

((z-,0)) = (Y, 2-9)), pourtout z € Z(g).

Cette dualité induit une application de £¢(M) dans T*(Gr)’, et donc, en
composant avec la transposée de IsGtm, une application u de (M) dans l'espace
des distributions stablement invariantes sur Gg. Soit ¥ € &%(M). Alors la
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distribution u(W) est définie par une fonction localement sommable © de classe
C™ sur GR®. Pour la décrire remarquons que la fonction Wor est définie sans
ambiguité, car U est constante sur les orbites stables. Soit 7' un tore maximal de
G défini sur R. On fixe Rt un systeme de racines positives de T', et on note h,
la coracine d’une racine « de T'. Alors

1
ha)
HaER‘*‘(ea/z —a/z H t

a€ERt

O(z) = (Wor)ir, €T NGR™.

On peut remplacer dans ’énoncé du théoreme 'espace I (Gr) x (M)
par E%(GRr) x I%(M). Ceci permet, comme ci-dessus, d’associer a toute fonction
orbitale stablement invariante propre sur Gr une distribution sphérique sur M.

Comme application de la dualité, on montrera comment on peut déduire la
formule de Plancherel de M de la formule d’inversion des intégrales orbitales sur
GR.

Je remercie Patrice Tauvel pour m’avoir fourni la démonstration du lemme
2.4.1, et P. Harinck pour ses commentaires sur une premiere version de ce texte.

1. Généralités

Si H est un groupe algébrique défini sur R, on I'identifie au le groupe de ses points
complexes et on note Hg le groupe de ses points réels, f (resp. hr) lalgebre de
Lie de H (resp. Hgr). On note oy (ou simplement o quand aucune confusion
n’en résulte) la conjugaison complexe de H (resp. h) par rapport a Hp (resp.
bR )-

Si A est une partie de H, on note H[A] = {hah™',h € H,a € A}.

1.1 SOUS-GROUPES DE CARTAN

Dans ce paraggraphe H désigne un groupe semi-simple, simplement con-
nexe, défini et déployé sur R.

Si T est un tore maximal de H, on notera R(H,T) I’ensemble des racines
de t dans h; on dira, par abus de langage, que R(H,T') est ’ensemble des racines
de T dans H. Si a € R(H,T), on note e* le cractere de T' correspondant.
On notera N(H,T) le normalisateur de T' dans H et W(H,T) = (H T)/T. Le
groupe W(H,T) sera identifié au le groupe de Weyl du systeme de racines R(,t).
Quand aucune confusion n’est a craindre on notera R(T'), N(T'), W(T') a la place
de R(H,T), N(H,T), W(H,T). Quand le tore T est défini sur R, on a une
action naturelle de o sur R(T), N(T) et W(T).

Rappelons qu’un sous-groupe de Cartan de Hp est I’ensemble des points
réels d'un tore maximal de H défini sur R. On note Tr(H) I’ensembles des tores
maximaux de H définis sur R. L’application: 7' — Ty est une bijection de Tr(H)
sur ’ensemble des sous-groupes de Cartan de Hp.

Le groupe Hp opere par conjugaison dans Tr(H); on notera (T') la classe
de conjugaison d’un tore T' et Tr(H) I'ensemble des classes de conjugaison dans
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Tr(H). D’apres ([18], page 44), pour tout 7' € Tr(H), le groupe T est dense
(pour la topologie de Zariski) dans T'; il en découle que deux tores T,T" € Tp(H)
sont conjugués si et seulement si Tp et Ty sont conjugués. Donc I'application
T + Tr induit une bijection de Tr(H) sur 'ensemble des classes de conjugaison
de sous-groupes de Cartan de Hp.

Fixons A € Tp(H) déployé sur R. Soit 7" un tore maximal de H défini
sur R et soit h € H tel que hTh™' = A. Alors o(h)h™' € N(A). La classe w
de o(h)h™! dans le groupe de Weyl W(A) vérifie o(w) = w™'. Or A étant
déployé, tout élément de W(A) est fixé par o; on a donc o(w) = w, dou
w = w™. Cette involution dépend du choix de &, mais sa classe de conjugaison
(par automorphismes intérieurs) dans W(A) ne dépend que de T'. En effet, soit
x est un autre élément de H vérifiant 2T2z7" = A. On note u (resp. v) la classe
de o(z)z™" (resp. xh™") dans W(A). Comme o fixe chaque élément de W(A),
v est aussi la classe de o(zh™") dans W(A). On déduit alors de

o(x)z™t = o(ah ™Yo (h)h ™ (xh™)!

que u = vwv~t. Ainsi, a chaque tore maximal de H défini sur R, on associe une
classe de conjugaison dans W(A) formée d’involutions que I'on notera wr; dans
la suite, wr désignera indistinctement la classe de conjugaison ou un élément de
cette classe. Il est clair que si T, T" € Tp(H ) sont conjugués (sous l'action de Hp ),
alors wr = wy.

Cette correspondance est souvent présentée en termes de cohomologie ga-
loisienne de la fagon suivante. Notons I' = {1,0} le groupe de Galois de C/R.
Alors I'ensemble des classes de conjugaison d’involutions dans W (A) s’identifie au
groupe de cohomologie H'(T', W (A)): a I'involution w on associe le cocycle ¢,
défini par

cw(l) =1; cw(a) = w.

La proposition suivante, valable en fait pour tout groupe semi-simple quasi-
déployé, est bien connue, mais, faute de référence précise, on en donne une preuve
dans le cas qui nous intéresse (voir [7], chapitre III, pour I'analogue p-adique).

Proposition 1.1.1. La correspondance ci-dessus €tablit une bijection entre
Tr(H) et Uensemble des classes de conjugaison d’involulion dans W(A).

Démonstration.  Commencons par la surjectivité. Soit w une involution dans
W(A). On considere le tore A’ obtenu a partir de A en tordant par le cocycle
¢w; le groupe des points complexes de A’ s’identifie a celui de A, donc selon nos
conventions A’ = A, et 'action de I' est donnée par

oafa) =w-o4(a), pour tout a € A,

D’apres le résultat de Rosenlicht ([18], page 44) cité plus haut, le groupe A
est dense dans A’; il contient donc un élément ag régulier dans H, car I'ensemble
des éléments réguliers est un ouvert non vide de A’. On a donc w - o(ag) = ao,
d’ou o(ag) = w - ag; cela montre que la classe de conjugaison de ag dans H est
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définie sur R. Donc, d’apres ([24], théoreme 1.7), elle contient un élément de Hp.
Il existe donc h € H tel que

U(haoh_l) = haoh™".

Le tore T = hAR™! est donc stable par o, c’est a dire défini sur R. De
plus, on a

w-ag = o(ag) = U(h_l)haoh_la(h).

Comme H est simplement connexe, A est le centralisateur de ag et de
o(ap) dans H [25]; il en découle que o(h~')h appartient au normalisateur de A
et que I'élément de W(A) correspondant est égal a w. Ceci prouve la surjectivité.

Pour prouver linjectivité, considérons T,T" € Tr(H) et h,h' € H tels
que hTh™" = A, W'T'W ™" = A, et supposons que les deux involutions définies par
a(h)h™" et o(h')A'~" sont conjuguées. 1l existe donc = € N(H, A) et a € A tels
que

O'(hl>h,_1 = xa(h)h_lx_la.

Sachant que o(z) € A, un calcul simple montre que I'aplication:
t b ahth™ e

de T dans T" est définie sur R ; les tores T et T” sont donc stablement conjugués
(terminologie de [17]). L’injectivité découle alors du lemme suivant (voir [22],
corollaire 2.3) dont on aura besoin dans la suite. ]

Lemme 1.1.2. Deuz tores dans Tr(H) sont stablement conjugués si el seulement
s’ils sont conjugqués par Hy.

Par la bijection de la proposition 1.1.1, la classe de A correspond a l'identité.
Notons ¢4 Iautomorphisme involutif de A: a + a~', alors Hg contient un sous-
groupe de Cartan compact si et seulement si t4 € W(A); dans ce cas la classe de
conjugaison des sous-groupes de Cartan compacts correspond a t4. Ceci découle
de la proposition ci-dessous.

Rappelons que deux racines a, 8 € R(A) sont dites fortement orthogonales,
si a # £ et a+ 3 ne sont pas des racines.

Proposition 1.1.3. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Hg contient un sous-groupe de Cartan compact

(ii) R(A) contient un ensemble de racines fortement orthogonales deuxr a deux
ayant dim A éléments.

(iit) 14 € W(A)

(iv) les composantes irréductibles de R(A) sont de type Ay, B,,C,, Doy, Fr, Eg, Fy
ou (5.

Démonstration.  L’équivalence entre (i) et (ii) est établie dans ([26], propo-
sition 11). Pour les équivalences entre (ii), (iii) et (iv) voir par exemple ([15],
proposition 2.7). [ ]
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1.2 HYPOTHESES SUR (&

Dans la suite G désignera un groupe algébrique semi-simple connexe et sim-
plement connexe défini et déployé sur R et vérifiant les propriétés de la proposition
1.1.3.

On notera M la composante connexe, contenant 1’élément neutre de G, de
I'ensemble des = € G tels que o(z) = 27!, C’est une sous-variété (réelle) fermée
de . Le groupe G opere dans M par

g-r = g;va(g)_l.

On note p la projection canonique de G sur G/Ggr. Alors 'application

v p(g) = go(9)™
est un difféomorphisme G-équivariant de G/Gr sur M.

[action de Gr dans M, obtenue par restriction de celle de G, n’est autre
que l'action par automorphismes intérieurs; dans la suite, on supposera que G
opere de cette fagon dans M.

1.3 Sous-ESPACES DE CARTAN DANS L'ESPACE SYMETRIQUE

Définition 1.3.1. On appelle sous-espace de Cartan de M l'intersection de M
avec un tore maximal de G défini sur R;s1 T est un tel tore, on note Ty = T'NM.

Modulo I'identification de M a G/GRr, cette définition coincide avec la
définition habituelle des sous-espaces de Cartan dans I'espace symétrique G/GR.

Comme pour les sous-groupes de Cartan, il est clair que "application 7" +—
Ty est une bijection de Tr((G) sur 'ensemble des sous-espaces de Cartan de M.
Elle induit aussi une bijection de I’ensemble Tg(G) sur 'ensemble des classes de
conjugaison de sous-espaces de Cartan.

1.4 ORDRE DE HIRAT

Nous allons rappeler la définition de I’ordre de Hiral; pour des détails voir
[14], [21].

Soit S € Tr(G). Rappelons qu'une racine a € R(T) est dite réelle ou
imaginaire selon que 0-a = @ ou 0-a = —a. Si «a est imaginaire, la sous-algebre
de Lie s de g engendrée par les sous-espaces radiciels correspodant a « et —a est
de dimension 3 et est définie sur R; on dit que a est compacte ou non compacte
selon que sp est isomorphe a s0(3,R) ou s/(2,R).

Soit T' € Tr((G) et soit a une racine réelle de T'. On note

Y, ={z e T;e"(zx) =1}
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On choisit deux vecteurs radiciels X,, X_, dans gr de poids a, —a tels
que si 'on note H, = [X,, X_,] on ait

[Ha, Xa] = 2Xa, [Ha, X_a] = 2X_,.

On appellera élément de Cayley associée a « ’élément de G
i
N, = exp —ZW(XQ + X_,).

Cet élément a les propriétés suivantes. Il commute avec tout élément de ¥, ,
les éléments n lo(n,) et o(n;')n, de N(T) représentent la réflexion s, € W(T')
par rapport a la racine a, le tore T’ = n,Tn}" appartient a Tr(G) et la racine (3
de T" image par Adn, de a est imaginaire non compacte. Ona TNT"' =%, et
t' =kera @ C(X, — X_,). Le tore T" dépend du choix de X, et X_,, un autre
choix fournit un tore dans la méme classe que 7T".

[’application

vo=Adn,: T — T'

sera appelée transformation de Cayley associée a «.

On définit la relation d’ordre de Hiral sur ?R(G) par: (S) <(T) s'il existe
une suite finie Ty, ..., T € Tr(G) tels que (Ty) = (T), (Tx) = (S) et chaque Tj,
1 < j <k, est obtenu par une transformation de Cayley par rapport a une racine
réelle de T;_;. Il existe un unique élément minimal et un unique élément maximal
pour cet ordre qui sont respectivement la classe d’un tore anisotrope et la classe
d’un tore déployé dans Tr(G).

Plus précisément 'ordre que nous avons défini est I'inverse de celui de Hirai.
Nous allons en donner une autre présentation due a W. Schmid: il s’agit d’inverser
la procédure décrite ci-dessus.

Si S € Tr(G) et si B est une racine imaginaire non compacte de S, on
choisit deux vecteurs radiciels Xg, X_g dans g de poids 3, —f tels que si 'on
note Hz = [X3, X_3] on ait

[Hp, Xg] = 2Xp,[Hp, X_p] =2X_p,0(Xp) = X_p.

Comme précédemment, on appelle élément de Cayley associée a 3 1’élément

de G |
mg = exp ZW(X_@ — Xp).

Alors mg commute avec tout élément de Yz, mgla(m@) € N(S) représente
la réflexion sg, le tore 5" = AdmgS appartient a Tr(G) et la racine a de S’ image
par Admg de 8 est réelle. Ona SNS" =Yg et 8" =ker & C(Xg + X_3). Le
tore S est I'image d’une transformation de Cayley par rapport a la racine a. On
peut maintenant décrire la relation d’ordre de Hirai par: (S) < (T') s§'il existe
une suite finie Sp, ..., Sk € Tr(G) tels que (So) = (S), (Si) = (T') et chaque Sj,
1 <5 <k, est obtenu par une transformation de Cayley par rapport a une racine
imaginaire non compacte de S;_;.

L’application

cg=Adcg: S — 5

sera appelée transformation de Cayley associée a 3.
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1.5 INVERSION DE LORDRE DE HIRAT

On reprend les notations du paragraphe 1.1. Comme ¢4 est central dans
W(A), la multiplication par ¢4 induit une bijection dans H*(T', W (A)). On notera
7 l'application correspondante dans Tgr(G); pour T,7T" € Tp(G), on a T' € 7(T)
si et seulement si wp = tqwr.

Soient T' € Tr(G) et T" € 7(T'). 1l existe alors z,y € G tels que

aTax™' = A;yT'y™" = A;o(y)y™" = tao(z)a™" (dans W(A)).
On pose g = y~'z. On vérifie alors facilement que

o(glg™') = go(t™")g™" pour tout t €T, (1)

Pour simplifier la référence aux éléments de GG vérifiant la propriété (1), on
dira qu’un tel élément est une inversion de T'.

Proposition 1.5.1. La bijection T renverse lordre de Hirai (i.e. si (T) < (9),
on a 7(S) < 7(T)).

Démonstration. Il suffit de montrer que si T' € Tr(G) et si a est une racine
réelle de T, alors 7(T) < 7(v, - T), ou v, est une transformation de Cayley
correspondant a «.

Soit g une inversion de T'. On note 7' = gTg™" et 8 =g -a. Alors 3 est
une racine imaginaire de T". Notons W(T")? le sous-groupe de W (T") formé des
éléments qui commutent avec 0. Comme G est déployé, d’apres ([23], lemme 9.2),
il existe w € W(T")? tel que w - 3 soit imaginaire non compacte. Soit z € N(T")
un représentant w, alors en remplacant ¢ par zg, on voit que I'on peut supposer
que 3 est imaginaire non compacte.

Fixons des éléments de Cayley n, et mg correspondant respectivement a o
et B, et posons h = mggn;'. Alors en utilisant le fait que o(n;")n, et mgla(mg)
représentent respectivement s, et sg, un calcul simple montre que h est une
inversion de n,Tn;'. De plus hn,Tn'h™" = mgng_lmgl; ce qui montre notre
assertion. |

2. Correspondance d’orbites stables

On se propose d’établir une correspondance entre I'ensemble des orbites stables
dans G et I’ensemble des orbites stables dans M.

2.1 ORBITES STABLES

Rappelons la notion d’orbite stable dans Gr et dans M. Pour simplifier
les énoncés, dans la suite la lettre X désignera Gr ou M, et si T € Tp(G), Tx
désignera T'N X, c’est a dire le sous-groupe ou le sous-espace de Cartan associé a
T selon que X = Gr ou M. On notera G™® 'ensemble des éléments semi-simples
réguliers de (G, et, pour toute partie P de G, P™8 = PN G™®.
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Définition 2.1.1. On appelle orbite stable de z € X I'ensemble G[z] N X, que
I'on notera w,. On notera Ox ’ensemble des orbites stables dans X et O%® le
sous-ensemble des orbites stables des éléments de X8,

Cette définition est adaptée aux groupes simplement connexes. Pour la
définition dans le cas général, voir par exemple [16].

Chaque classe de conjugaison stable dans X est réunion d’un nombre fini
de classes de conjugaison sous l'action de Gr. On va les décrire brievement pour
les éléments de Ox*.

Soit x € X" et soit y € w,; on note T' (resp. S) 'unique tore maximal
de G qui contient z (resp. y); T et S appartiennent a Tr(G). Il existe g € G
tel que y = gzg™'. Comme o(z) = z ou 7! (idem pour y), selon que = € Gy
ou z € M, on en déduit que g7'o(g) commute avec z, d’ou g7'o(g) € T, car G
est simplement connexe. Cela montre que 1’application

Adg: T — S =gTg™* (2)

est définie sur R (quand G n’est pas simplement connexe, cette propriété fait
partie de la définition de la conjugaison stable). Donc T et S sont stablement
conjugués, et, d’apres le lemme 1.1.2, ils sont conjugués par Gr. On en déduit
que la Gg-orbite de y rencontre T'. On note W(T')? le sous-groupe du groupe de
Weyl W (T') formé par les éléments qui commutent avec . On déduit alors de (1)
que

w, NT ={W(T)" -2} N Tx.

Maintenant pour décrire les Gg-orbites dans w,, il suffit de reconnaitre les éléments
conjugués par Gg dans {W(T)7 -z} NTk.
Lorsque X = GR, on a

{W(T)” -2} N T ={W(T)" - 2},

mais ces deux ensembles peuvent étre distincts quand X = M, car W(T)? ne
stabilise pas forcément Ty;.

Remarque 2.1.2. Le fait que W(T')? ne stabilise pas Ty peut compliquer la
correspondance entre les orbites stables de Gr et de M que 1'on se propose
d’établir. Pour pallier cet inconvénient, on pourrait, comme nous ’avions fait
dans une premiere version de ce texte, introduire I'espace G~ des x € (G tels que
o(z) =a7" (il est égal a M si et seulement si H'(T', G) est trivial). On peut alors
définir tous les objets qui interviennent dans cet article pour G77 de la méme
fagon que pour M. L’avantage, dans ce cas, est que W(T')7 stabilise Tiz-o .

2.2 CONJUGAISON STABLE ET SOUS-ESPACES DE CARTAN

On reprend les notations du paragraphe précédent, en particulier, pour tout

groupe algébrique H défini sur R, on note H™7 I'ensemble des © € H tels que

U(;v) =zt
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Lemme 2.2.1. Soit T € Tr(G). Alors, pour toute composante connexe C de
T=7, il existe w € W(T)? tel que w-C C M.

Démonstration.  On note Car’(G™7) l'ensemble des composantes connexes
des T=7, T parcourant Tr((). Chaque élément C' de Car’(G=7) est inclus dans
un unique élément de Tr(G): son centralisateur dans . Le lemme est alors
équivalent a la propriété (P) suivante:

(P) Pour tout C € Car®(G=7), si T désigne l'unique élément de

Tr(G) qui le contient, il existe w € W(T')? tel que w-C C M.

Suivant Hiral ([14], §3.4), on définit une relation d’ordre < sur I’ensemble
des classes de conjugaison par Gg dans Car’(G=7): comme pour les espaces de
Cartan, on note (C) la classe de conjugaison d’une composante C'. On écrit alors
(C) < A{C") sl existe C°,...,C* € Car’(G77) tels que (C°) = (C), (C*) = (C")
et, si 'on note 77, 1 < j < k, 'unique élément de Tr(G) contenant C7, alors
chaque 77 est obtenu par une transformation de Cayley par rapport a une racine
imaginaire non compacte 3 de T77! telle que YN CiIT'NCY # B, ot ¥l désigne
I’ensemble des éléments = € Y3 tels que e?(z) # 1 pour toute racine v € R(T)
différente de +3.

Supposons que la propriété (P) n’est pas vérifiée. Fixons une composante
C € Car’(G77) dont la classe est maximale pour < parmi les éléments de
Car’(G77) ne vérifiant pas la propriété (P), en particulier ¢ ¢ M. On note
T le tore maximal de G qui la contient.

On commence par montrer que T' n’est pas déployé. Supposons qu’il 'est.
Alors 777 est le sous-groupe compact maximal de T'; il est donc connexe. Cela
montre qu’il est forcément égal a ', et, puisqu’il contient 1’élément neutre, il est
inclus dans M. Donc €' C M contrairement a I’hypothese.

Puisque, comme on vient de le voir, T n’est pas déployé, R(T') contient des
racines imaginaires. Toute racine imaginaire de T ne prend que des valeurs réelles
sur T=7. Donc, comme (' est connexe, pour toute racine imaginaire «, on a ou
bien e*(C') C R} ou bien e*(C') C RX.

Supposons qu’il existe 3 € R(T') imaginaire telle que ¢(C') C RX. Il existe
alors w € W(T')? tel que w-f3 soit une racine imaginaire non compacte ([23], lemme
9.2). Donc, quitte a remplacer C' par w-C', on peut supposer que (3 est imaginaire
non compacte. On voit facilement que ¥ N C' # @; on fixe alors un élément
de cet ensemble. On considere la transformation de Cayley cg associée a (3, et
on note 7" = ¢5 - T et C' la composante connexe de T"77 contenant zy. Alors
(C) < (C"). Donc C" vérifie la propriété (P). Il existe donc w € W(T")? tel que
w-C"C M. On note R/(T") le systeme de racines imaginaires de 7", W(R;(T"))
le groupe de Weyl de ce systeme de racines et Wgr(T') = N(Gr,Tr)/Tr. Alors
W(Ri(T") et Wr(T") s’identifient naturellement a des sous-groupes de W(T") et
on a, d’apres ([22], théoreme 2.1), W(T")” = Wr(T" )W (R;(T")). On écrit alors
w=wuv, u € Wg(T"), ve W(Ri(T"). Comme le groupe N(Gr,TRr) laisse stable
toutes les composantes connexes de G=7, on obtient v - C’' = vw™ - ¢’ C M. En
particulier on a v - 2y € M, et donc, tenant compte du fait que v -3z C Xg, on
obtient

v-xg € MN Xg.

Or cg-2 = x pour tout = € ¥z, donc cﬁ'uc[_al-:z;o = v-z9. On pose 7 = c@v(;gl, alors
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T - 29 € M. Comme ¢; identifie orthogonal de 8 dans R;(T) a R;(T"), on voit
que 7 appartient W(R;(T')) et celui-ci est inclus dans W(T')7. Il est clair que 7-C'
est inclus dans I'une des composantes connexes de G=7; comme son intersection
avec M contient 7z est donc non vide, on a forcément 7-C' C M. Ceci contredit
I'hypothese faite sur C'. Donc ¢’(C') C RX pour toute racine imaginaire 3 de T .
On déduit de ce qui précede que la somme (resp. la différence) de deux
racines imaginaires n’est pas une racine, car une telle racine enverrait ' dans
RX. Donc Ri(T) est un produit de systemes de racines de type A;. Le tore
T se décompose de fagon unique en produit direct de deux tores définis sur R:
T =T,T,, T, anisotrope (i.e. le groupe de ses points réels est compact) et T, est
déployé; on note respectivement t,, t; les algebres de Lie de ces tores. On note

AR(T)) = {) e t;2(\,a)(a,a)”" € Z pour tout a € R(T)}

ARH(T)={) e t’;2(\ a)(a,a)™ € Z pour tout a € R(T)},

ot (-,-) désigne le produit scalaire sur ’ensemble des racines déduit de la forme

de Killing. Alors
tout X € A(R;(T)) est la restriction a t, d’un élément = A(R(T)). (3)

On va déduire cette propriété de l'assertion 2.41 de [21]. On fixe une inversion
g de T, et on note S = gTg~"'. Alors S, = gTyg~"' et Sy = gT,g~". On note
Rpr(S) Uensemble des racines réelles de 5, et on définit comme ci-dessus A(R(S))
et A(Rg(S)) C s5. Il est alors clair que g Ri(T) = Rr(S), g-A(R(T)) = A(R(S))
et g- A(R(T)) = A(Rg(S)). L’assertion 2.41 de [21] affirme que tout élément de
A(RRg(95)) est la restriction a 54 d’un élément de A(R(S)); donc (3) en découle.
Comme R;(T) est un produit de systemes de type A;, pour toute racine

a€ Ri(T),ona 5 € A(R(T); il existe donc A, € A(R(T)) tel que
«
§(X) = A (X)VX € #,.

Si c € C',on a (' = cexpitg, comme on a aussi T = exptrexpitg, on
voit facilement qu’il exsite Xy € tgp tel que C' = exp Xgexpitr; les relations
o(exp Xo) = exp —Xp, car exp Xy € M, et o(exp Xy) = exp Xy, car Xy € tg,
impliquent que exp2X, = 1, et donc Xy € t,r. Puisque G est simplement
connexe, tout A € A(R(T')) est la différentielle d'un caractere de T'; en particulier
on a A(Xp) € iwZ. Donc pour tout a € R;(T), on a %(XO) = M(Xo) € inZ;
d’ou e*(exp Xp) = 1. Ceci contredit le fait que e*(C') C RX. Donc tout élément
de Car®(G~7) vérifie la propriété (P); ceci acheve la preuve de la proposition. m

2.3 CORRESPONDANCE ENTRE LES ORBITES STABLES REGULIERES

La proposition suivante décrit la correspondance dont on aura besoin dans
la suite.
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Proposition 2.3.1. Pour toute orbite stable w € Og%, on a Glw]NM # @. De
plus Uapplication
L2 OgE — Oyf

définie par (w) = Glw] M est une bijection.

Démonstration.  Soit z € GR*® et soit T le tore maximal de GG qui le contient.
Comme on ’a vu plus haut, 7" € Tr(G). Soit alors ¢ € G une inversion de
T. Comme o(z) = z, on voit que o(gzg™") = ga~'g~' = (gxg™")™", donc
grg~' appartient a T=7. On note ' la composante connexe de 7~ qui contient
grg~'. 1l existe, d’apres le lemme 2.2.1, w € W(gTg™') tel que w-C C M.
On choisit n € N(gTg™") un représentant de w. Alors ngzg~'n~" € M. Donc
I’ensemble Glw,;] N M est non vide; il est clair que c’est une orbite stable de
M. L’application ¢ est donc bien définie. Son injectivité est une conséquence
immédiate des définitions. Pour la surjectivité, considérons un élément o € Mg,
Alors, en prenant une inversion g du tore maximal qui le contient, on voit que
grg~! € Gr. [ |

2.4 CORRESPONDANCE ENTRE LES ORBITES STABLES

Dans la suite, nous n’aurons pas besoin des résultats de ce paragraphe, mais
il nous semble que leur validité explique un peu le résultat principal de cet article.

Lemme 2.4.1. Soit H un groupe algébrique réductif connexe défini sur C et soil
~ un automorphisme de H. On suppose qu’il existe un tore mazimal T de H tel
que ¥(t) =71 pour toult t € T. Alors v fize toutes les orbiles unipotentes de H .

Démonstration.  On note aussi v la différentielle de v. L’application exponen-
tielle réalise un isomorphisme H-équivariant de la variété des éléments nilpotents
de I'algebre de Lie h de H sur la variété des éléments unipotents de H; il suf-
fit donc de prouver que v fixe toutes les orbites nilpotentes dans . Si e est un
élément nilpotent de §, il existe un sly-triplet {e, h, f} dans h contenant e, c’est a
dire [h, €] = 2¢, [h, f] = =2f et [e, f] = h. Quitte a remplacer e par un conjugué,
on peut supposer que h appartient a l'algebre de Lie t de T'. Les éléments e et
v(€e) sont conjugués par H si et seulement si il en est de méme pour h et y(h)
(voir [5], proposition 5.6.4). Or y(h) = —h, et il est facile de voir que h et —h sont
conjugués; en effet, notons ¢ I’homomorphisme d’algebres de Lie ¢ : sl,(C) — b

(oo )=eet(p D p=net( ]9 )=r

Il existe alors un homomorphisme de groupes de Lie ¢ de SLy(C) dans H dont
0 1

la différentielle est . On note m = . Alors

-1 0

(3 %)== (0 )

D'oit Ad@(m)-h = —h. »

définie par
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Proposition 2.4.2. Pour toule orbite stable w € Og,, on a Glw] "M # @. De
plus, Uapplication v : w — Glw] N M est une bijection de Og, sur Owu.

Démonstration.  Soit w € Og, et soit & € w. On écrit x = sn la décomposi-
tion de Jordan de . Alors s et n appartiennent a Gr. On note 7 le centralisateur
de s dans (. C’est un sous-groupe réductif connexe (voir [25], corollaire 8.5) défini
sur R de méme rang que GG. On a s € 7.

On fixe un tore maximal 7" de Z défini sur R tel que T soit un sous-
groupe de Cartan fondamental de Zg, c’est a dire R(Z,T) ne contient aucune
racine réelle, et on fixe une inversion g de T'.

lo(g). Alors u € N(G,T) et utu™' = t=! pour tout
1

On note u = g~
t € T. En particulier usu~
lemme 2.4.1, Ad(u) fixe toutes les orbites unipotentes dans Z. On en déduit que
unu™' € Z[n]. Tl existe donc z € 7 tel que

= 571 cela implique que uZu~! = Z. D’apres le

gta(g)na(g™)g = zna"t

On note T" = gTg™" et ' = gsg~'. Alors &' € T' et o(s') = (s')7'. On
note C’ la composante connexe de T'"7 contenant s’ et on choisit, d’apres le
lemme 2.2.1, w € W(T")? tel que w-C" C M. Soit h € N(T") un représentant
de w. Alors hg est aussi une inversion de T' et hgsg~'h™' € M. Donc, quitte a
remplacer g par hg, on peut supposer que s’ € M.

On note Z' le centralisateur de s’ dans G. C’est un sous-groupe réductif
connexe de G défini sur R. Comme Z' = gZg~" et R(Z,T) ne contient pas de
racines définies sur R, on voit que R(Z’,T’) ne contient pas de racines « vérifiant
o(a) = —a; cest a dire R(Z',T") ne contient pas de racines imaginaires. Donc
7' est un groupe quasi-déployé sur R. On a

1

o(gng™) = g9~ o(g)no(g™")gg™"

1

=gznz"'g7" = (gzg7" )gng~ (92" g 7).

Donc o(gng™) € Z'[gng™"']. Comme Z' est quasi-déployé, Z'[gng™'| N Z'r # O
([16], théoreme 4.2). Mais une Z’-orbite unipotente dans Z’ qui rencontre Zp
rencontre aussi Ml; en effet, si X € 3 est nilpotent, exp X et exp X sont conjugués
et expiX € M. Donc Z'[gng™'] N M # . 1l existe alors 2/ € 7' tel que
Zgng='z'"" € M. D’on Pon déduit que z'gsng™'z'"" € M, donc G[z] "M est non
vide et il est évident que c¢’est une orbite stable dans M.

L’application ¢ est donc bien définie et clairement injective. Pour la surjec-
tivité, il faut montrer que pour tout y € M, G[y|NGr # @. La démonstration est
la méme que ci-dessus (avec la simplification due au fait que 'on considere tout
(g et pas seulement la composante connexe de ’élément neutre); nous omettons
les détails. ]

3. Intégrales orbitales stables

On reprend les notations des paragraphes précédents; en particulier X désignera

Gr ou M.
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3.1 NORMALISATION DE MESURES

Nous adoptons la normalisation de mesures de [6], que nous rappelons
brievement pour la commodité du lecteur. On note k la forme de Killing de
I’algebre de Lie réelle sous-jacente a g.

Si V' est un sous-espace vectoriel de g sur lequel £ est non dégénérée (on

dira dans la suite simplement que V' est non dégénéré), on note fy la densité sur
V' définie par

ﬂv(fla sy En) = |det(l‘i(fz’,fj))|l/2; n = dim V.

Soit X une sous-variété (réelle) fermée de . Si en tout point =z € X
I'espace tangent T, X de X est non dégénéré, on munit X de la mesure associée
a la densité définie en @ € X par fBr,x. En particulier, si de plus X est un
sous-groupe (donc forcément unimodulaire), cette mesure est une mesure de Haar.

Soient H et K deux sous-groupes de Lie fermés de G vérifiant K C H.
On suppose que h et € sont non dégénérés et on note V l'orthogonal de € dans
h. On munit alors H/K de la mesure H-invariante associée a I'unique densité
H-invariante définie par (v .

Les sous-groupes et les sous-quotients de GG que I'on munira dans la suite
de mesures entrent dans le cadre défini ci-dessus; la vérification des hypotheses est
toujours immeédiate et sera souvent omise.

3.2 TFORMULES INTEGRALES

Comme on ’a déja remarqué, l'espace M s’identifie a G/Gg; mais I'isomor-
phisme naturel ¢ (voir paragraphe 1.2) n’envoie pas la mesure de GG/Gg sur celle
de M. Plus précisément, on a pour toute fonction intégrable f sur M:

[, fmydm =280 [ f(p(g))dg.

G/Gy

On note £ lerang de G' et D, ou Dg s’il y a risque de confusion, la fonction
analytique complexe sur (G définie par:

det(1 4+ A —Adz) = D(z)X"  (mod A,
Alors "¢ est 'ensemble des z € G tels que D(z) # 0.

Si x € X™8 et si on note T son centralisateur dans G, qui est 'unique tore
maximal de G qui le contient car G est simplement connexe, alors 'orbite Gr[z]
s’identifie a Gr/Tr, et, pour toute fonction intégrable f sur Ggrlz], on a

Wduy = | D(x ra-dag.
/GMM J(y)dy = | (»L)|/GR/Tmf(gw )dg
Si T € Tr(G), on note Wgr(T') le groupe N(Ggr,T)/Tr. On note |E| le

cardinal d’un ensemble fini F. Avec ces notations on a la formule d’intégration
de Weyl pour toute fonction intégrable f sur X

1
i taria = % Wa(T)| /T /Gmm Sy,
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la notation 37y signifie que la somme est prise sur un ensemble de représentants
des classes de conjugaison dans Tr(G).

Soit * € X™. La mesure définie selon les conventions du paragraphe
précédent sur son orbite stable w, est Gr-invariante, et sa restriction a chaque

Gr-orbite dans w, coincide avec la mesure fixée sur celle-ci. On définit l’intégrale
orbitale stable de f € C*(X) en x par

B () = D@I [ fy)dy.

T

En utilisant les intégrales orbitales stables, on déduit facilement de la de-
scription des orbites stables du paragraphe 2.1 la formule d’intégration suivante
sur Gpr:

/Gm dw_ZWJ |/ (NI 15, () (7)dy. (4)

Pour écrire la formule analogue sur M, on introduit sur chaque sous-espace
de Cartan Tiy la fonction localement constante ¢ définie par ¢p(y) = |G[y] N Tl .
On a alors

/ z)dr = Z-/TM ppoy (NI (7)d. (5)

On dira qu’une fonction sur X' est stablement invariante si elle est con-
stante sur chaque orbite stable dans X8,

Rappelons la bijection + de Og% sur Oyf® (voir proposition 2.3.1). Soit f
une fonction stablement invariante dans M™&. Alors si x € GR® et si y € 1(w,), le
scalaire f(y) ne dépend que l'orbite stable de z: on définit ainsi une fonction
stablement invariante dans Gp® que l'on notera for. Si h est une fonction
stablement invariante sur G®, on définit de méme la fonction hor™' sur M™s.

Lemme 3.2.1. Soit f une fonction stablement invariante sur Gg® telle que,
pour tout T € Tp(G), la restriction de f a Tr est intégrable. Alors, pour toul
T € Tr(G), la restriction de for a Ty est intégrable; de plus, on a

~Hy)dy.

1
> ) =2

Ty CT

Démonstration.  Soit 7" € Tr(G) et soit g une inversion de 7. On note
T' = gTg~"'. Alors gTyig~" est un ouvert de Ty, et il résulte facilement du choix
des mesures que, pour toute fonction intégrable h sur Tg, on a

-/gTMg—l h(z)dz :/T h(gyg™")dy.

M

Cela montre I'intégrabilité de la restriction de for a Ty. La formule intégrale en
découle aussi par un calcul simple vu le lemme 2.2.1. ]
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3.3 FONCTIONS ORBITALES

Nous introduisons les espaces de fonctions orbitales stables sur X, voir [1]
pour X = G et [12] pour X = M. Les relations de sauts sont présentées ici d'une
facon légerement différente de celle de la bibliographie citée. Cette présentation,
valable seulement pour les groupes que nous manipulons, est adaptée aux besoins
de cet article; le point essentiel qui simplifie les relations de sauts est le fait que
dans un tore T € Tr((@) les racines imaginaires compactes sont conjuguées par
W7(T) a des racines imaginaires non compactes.

Soit T € Tp(G). On note tx = {€ € t;expté € Tx Vt € R}; cest une
forme réelle de t. A chaque € € tx, on associe un champ de vecteurs 9(¢) sur Tk
par

06/ () = & Tz exp t€)yco

L’application @ se prolonge en un homomorphisme d’algebres sur C de 1’algebre
symétrique S(t) dans I'algebre des opérateurs différentiels sur Tx invariants par
translations par le groupe T%.

On notera I*(X) D'espace des fonctions ¢ € C*°(X"8) stablement invari-
antes et vérifiant les quatre propriétés suivantes pour tout 7' € Tr(G). On notera
¢ la restriction de ¢ a Tx'®.

I1(X) Pour toute partie compacte K de Tx el pour tout uw € S(t), on a

sup_[9(u)ihr ()] < oc.
e KT8

I2(X) On note T%(I) Uouvert des © € Tx tels que €*(x) # 1 pour toute
racine imaginaire o de T. Alors ¥ se prolonge en une fonction C'™

dans T%(1).

Pour énoncer la troixieme propriété nous avons besoin de quelques nota-
tions. Soit [ une racine imaginaire non compacte de T et soit 77 € Tr(G) un
tore obtenu par une transformation de Cayley c¢g par rapport a 3. Rappelons les
notations:

Y =TNT' = {z € T;e’(z) = 1}, ¥ ={r € X¥ge”(z) #1,Va € R(T),a # £5}.

On pose alors ¥} = ¥ NX.. Puisqu’aucune racine dans R(T) ne s’annule
sur tx, on voit facilement que ¥ ¢ est non vide. Remarquons que Yj,  est inclus
dans Tg([); donc 7 se prolonge en une fonction C* au voisinage de chaque
élément de Z'ﬁ’x.

I5(X) Pourtout w € S(t) vérifiant sg-u = u, la fonction O(u)r se prolonge
en une fonclion continue au voisinage de chaque élément de Y ¢ et
on a

I(u)pr(z) = d(cg - u)pri(z), Vo € E'ﬁ’X.
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14(X) L’ensemble des x € T5® tlels que (x) # 0 est relativement compact
dans Tx.

Remarque 3.3.1. Dans la relation de saut décrite dans I3(X), on ne fait inter-
venir que les v € S(t) invariants par sg. Pour les u tels que sg-u = —u, la
"relation de saut” découle de l'invariance de @ par sg.

On notera &(X) I'espace des fonctions ¢ € C>(X"™8) stablement invari-
antes et vérifiant les trois propriétés I;(X), I,(X) et I3(X) ci-dessus.

3.4 TOPOLOGIE SUR L’ESPACE DES FONCTIONS ORBITALES

On notera K(X) I’ensemble des parties fermées L de X telles que L contient
I'orbite stable de chacun de ses éléments et son intersection avec tout sous-espace
de Cartan est compacte.

Si L € K(X), on notera Z°°(L) 'espace des fonctions orbitales ¢ € T%(X)
nulles sur X™&\ L. On munit Z*(L) de la topologie d’espace vectoriel topologique
définie par la famille de semi-normes pr,, T € Tr(G), u € S(t):

pru() = sup [O(u)r(z)]

eTI8

Muni de cette topologie, T%(L) est un espace de Fréchet. Il est facile de voir que
T(X) est la réunion des (L), L parcourant K(X). On munit alors 7°(X) de
la topologie de la limite inductive des Z5(L). On montre facilement que Z%(X)
est une limite inductive stricte d’une suite croissante d’espaces de Fréchet.

On munit £%(X) de la topologie d’espace vectoriel définie par la famille de
semi-normes pr, 1., T € Tr(G), u € S(t) et L € K(X):

prru(¥) = sup  |O(u)r(z)l.

c€LNTy &

(Vest un espace de Fréchet et U'inclusion Z%(X) C £%(X) est continue & image
dense.

3.5 CARACTERISATION DES INTEGRALES ORBITALES

On rappelle qu’une distribution sur X est dite stablement invariante si elle
est dans "adhérence, pour la topologie faible, de 1'espace vectoriel engendré par
les mesures invariantes sur les orbites w,, © € X™. On notera Dist*(X) I'espace
de ces distributions, et £’ le dual d’un espace vectoriel topologique F. Alors

Théoreéme 3.5.1. Pour loule fonction [ € C>(X), I¥(f) appartient ¢ T°(X).
Lapplication: T : C2°(X) — I%(X) est conlinue, surjective, el sa transposée esl
une bijection de (I°°(X))" sur Dist™(X).

Ce théoreme est démontré dans [1] pour X = G, et dans [12] pour X = M.
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3.6 ACTION DU CENTRE DE I’ALGEBRE ENVELOPPANTE

Une des particularités de 'espace symétrique M, qui le distingue parmi les
espaces symétriques semi-simples, est ’existence d’un isomorphisme naturel entre
le centre de 1’algebre enveloppante de g et ’algebre des opérateurs différentiels sur
M invariants par I'action de (. Nous allons le décrire brievement.

On notera D(M) 1’algebre des opérateurs différentiels sur M invariants par
(/. Onnotera U(h) l'algebre enveloppante d’une algebre de Lie fy, et Z(h) le centre
de U(h). On notera u +— @ l'antiautomorphisme de U(h) définie par X =-X.
L’algebre Z(g) s’identifie a I’algebre des opérateurs différentiels sur G invariants
par translation a droite et a gauche.

[’algebre de Lie g est I'algebre des champs de vecteurs holomorphes sur G
invariants par translation a gauche. I’algebre de Lie réelle sous-jacente a g, que
I’on notera g pour éviter toute confusion, s’identifie a I’algebre de Lie du groupe
de Lie réel sous-jacent a G de la facon suivante. A chaque élément ¢ de g on
associe le champ de vecteurs ¢ sur ¢ définie par

d
&f9) = 5 fgexpt)=o, [ € CT(G).

La structure complexe de GG se traduit par I'isomorphisme d’espace vectoriel J de
g qui correspond a la multiplication par ¢ dans g, c’est a dire J(E) — i€ pour tout
¢ € g. On a une décomposition de 'algebre complexifiée de g en somme directe
de deux idéaux correspondant aux valeurs propres £: de J:

gc =gt S ac.

L’algebre g s’identifie a I'idéal gc® par lisomorphisme d’algebres de Lie
complexes: ¢ +— %(S — zJ(g)) Dans la suite on regardera g comme un idéal de
gc par cette identification. L’idéal gn est l'algebre des champs de vecteurs anti-
holomorphes sur ¢ (i.e. annulant toutes les fonctions holomorphes) invariants par
translation & gauche. L’automorphisme o permute les deux idéaux g et gg.

A tout élément i € g on associe un champ de vecteurs v(n) sur M par

vin)f(z) = %f(exp —tn xexpto(n))=o, [ € C™(M).

L’application v se prolonge de fagon unique en un morphisme d’algebres sur C de
U(gc) dans I'algebre des opérateurs différentiels sur M. L’image de tout élément
de Z(gc) appartient a I'algebre D(M). Pour z € Z(g), on pose u(z) = v(2).

Pour tout 7' € Tr(G), on note yr l'isomorphisme de Harish-Chandra de
Z(g) sur lalgebre S(t)W(T) formé des éléments de S(t) invariants par le groupe
de Weyl. Pour tout systéme de racines positives Rt dans R(T'), on note

Ap+ = ]___[ (e2% —e™2%);

a€RtT

cette fonction est bien définie sur T', car G est simplement connexe.
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Proposition 3.6.1. i) Pour toute fonction holomorphe F sur G, on a
(z- F)m = p(z) - (Fjm), pour tout z € Z(g).

ii) Pour toute fonction f € C*(M) invariante par Gr, pour tout z € Z(g)
et pour tout T € Tp(G), on a

u(z) - (@) = (Dps () 92(2) - (e fir)(2), Ve € TS

Démonstration.  Voir [20] ou [3]; remarquons que p est en fait un isomor-

phisme de Z(g) sur D(M). ]

On définit une action de Z(g) dans £(X), X désigne toujours Gr ou M,
comme suit. Pour z € Z(g), pour ¢ € £*(X), et pour T' € Tr(G), on pose

2 b(a) = y2(2) - brla), w € T

Cette action laisse stable le sous-espace 7% (X).

Proposition 3.6.2. Pour tout z € Z(g), on a
Igm(z f)==z- Igm(f), pour tout  f € CF(Gr).
Gi(u(z) - f) = z-Tg(f), pourtout f & CF(M).

Démonstration.  Voir ([10], théoreme 3) pour X = Gy, et ([3], lemme 7.13)
pour X = M. ]

4. Un lemmme de Hiral

4.1 TUN ESPACE DE FONCTIONS SUR GR

Pour tout tore maximal 7' de (7, la notation R* désignera un systeme de
racines positives de T'; on pose

—_— AR+ .
AR+

CER+

c’est une fonction sur T8 sa restriction a Tp™® (ou Ty ®) est localement constante
. P . LEN P o, 7
a valeurs dans ’ensemble des racines quatriemes de I'unité.

On introduit Pespace J5(Gr) des fonctions ¢ € C*(GE®) stablement
invariantes et vérifiant les quatre propriétés J,, Jo, J3 et J4 suivantes pour tout

T € Tr(G).

J1- Pour toute partie compacte K de Tr et pour toul u € S(t), on a

sup[0(u)pr(o)] < ox.

T€KNTy
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Jo- On note Tg(R) Douvert des x € Ty lels que e*(xz) # 1 pour toule
racine réelle de T'. Alors eg+@r se prolonge en une fonction C'* dans

Ta(R).

Pour énoncer la troixieme propriété nous avons besoin de quelques nota-
tions. Soit « une racine réelle de T et soit 7" € Tr(G) un tore obtenu par une
transformation de Cayley v, par rapport a «. Rappelons les notations:

Yo =TNT' ={z € T;e"(z) =1}, ¥, = {z € X,;e’(x) # 1,VB8 € R(T), 3 # +a}.

On pose alors Y| p = X, N Tr. Remarquons que X p est inclus dans
Tr(R); donc @7/ se prolonge en une fonction C'™ au voisinage de chaque élément

Js- Pour tout u € S(t) vérifiant sg-u = —u, la fonction O(u)(er+pr) se
prolonge en une fonction continue au voisinage de chaque élément de
YLp €lona

O(u)(epror)(z) = Ove - w)(€py.reer)(T), VI € Z;R.

Ja- Lensemble des x € Tg® tlels que o(x) # 0 est relativement compact
dans Ty .

On notera F*(Gr) V'espace des fonctions ¢ € C*(GR®) stablement invari-
antes et vérifiant les trois propriétés J, Jo et J3 ci-dessus.

On définit une action de Z(g) dans F*(Gr), comme suit. Pour z € Z(g),
pour ¢ € F*(X), et pour T € Tp(G), on pose

z-p(x) = yr(z) - pr(z), e Tx™

Cette action laisse stable le sous-espace J*(Gr). Ces définitions se justifient par
le théoreme suivant. Rappelons que, par le théoreme de régularité de Harish-
Chandra, toute distribution invariante © sur G, vecteur propre de Z(g), est
donnée par une fonction localement intégrable, analytique sur 'ouvert des éléments
réguliers; dans la suite cette fonction sera aussi notée ©.

Théoreme 4.1.1. Soit © une distribution stablement invariante sur Gg, vecteur
propre de Z(g). Alors la fonction ¢ = |D|'/?© appartient @ F*(Gr). Réciproque-
ment, soit U € F*(GR), vecteur propre de Z(g). Alors la fonction |D|='/*V
définit une distribution stablement invariante sur Gg.

La partie directe du théoreme est due a Harish-Chandra, et la réciproque est due a
Hiral (plus précisément, les théoremes de Harish-Chandra et Hiral concernent les
distributions invariantes, mais le passage aux distributions stablement invariantes
est trivial). Remarquons qu’avec les notations du théoreme, pour tout z € Z(g),
on a

2 o =|D|'"*(z-0); (6)

c’est a dire que la correspondance © — ¢ commute avec I'action de Z(g).
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Comme pour les fonctions orbitales (§3.), on définit, pour toute partie
L C K(Gr), le sous-espace J*(L) de J*(Gr) que I'on munit de la topologie
définie par la famille de semi-normes g7, T € Tr(G), u € S({):

qru(e) = sup |0(u)pr(z)].

On vérifie aisément que J(L), muni de cette topologie, est un espace de
Fréchet. On munit J%(Gr) de la topologie de la limite inductive des J%(L), L
parcourant K(Gr).

De méme on munit F*(Gr) de la topologie, qui en fait un espace de Fréchet,
définie par la famille de semi-normes gr 7., L € K(Gr), T € Tr(G), u € S(1):

qwrulp) = sup  [0(u)pr(z)].

xEL[‘]TR

L’inclusion de J*(GRr) dans F*(GRr) est clairement continue.
4.2 ENONCE DU LEMME

Pour ¢ € F*(GR) et ¢ € T%(GRr), ou bien ¢ € J¥*(Gr) et ¢ € EY(GR),

oLl pose

1
(p,0) = % W] I (7)Y (v)dy.

Pour expliquer l'origine de cette formule, considérons la situation ou on a
© = |D|'/?©, © étant une distribution stablement invariante propre sur Gg, et

Y =TI%(f), [ € C(Gr), il découle alors de la formule (1) du paragraphe 3.2 que

(0:0) = (O, f).

Continuons avec ces notations et soit z € Z(g). Il découle alors de la formule (6)
et de la proposition 3.6.2 que

(z 0, 0) = (2-0,f)
= <®7éf>
= (p,2-9).

Le lemme suivant affirme que ceci est vrai pour tout ¢ dans F*(GRr) ou dans

T (Gr).
Lemme 4.2.1. Avec les notations ci-dessus, pour toul z € Z(g), on a

<Z'9‘9a¢>: <50aé'1/)>'

De plus la forme bilinéaire (p, ) — (@, v) est séparément conlinue.
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Démonstration.  Cet énoncé est 'analogue "stable” d’un lemme de Hiral
([14], lemme 6.4); on le déduit de celui-ci en faisant la moyenne sur les groupes
de Weyl W?(T). Dans loc. cit. 1’énoncé differe légerement de celui-ci en deux
points: d’une part les fonctions ¢ et ¢ sont multipliées sur chaque sous-groupe
de Cartan par une fonction 7signe” (i.e. localement constante sur 'ouvert des
éléments réguliers et a valeurs dans {—1,1}), mais dans la formule définissant
(p, 1) les deux signes se compensent, d’autre part I’énoncé de Hiral ne concerne
que les fonctions ¢ vecteurs propres de Z(g) (et donc ¢ € I°(Gr)), mais dans
la démonstration il n’utilise que la traduction des propriétés de ¢ en termes des
propriétés Jq, Jy et J3; le cas ¢ € J*(GRr) et ¢ € E(GR) se traite de la méme
fagon.

Pour la continuité séparée de la forme bilinéaire sur F*(GRr) x I%(GR), il
suffit de montrer que, pour tout L C K(GR), sa restriction a F*(Gg) x I%(L) est
continue. Or pour tout ¢ € F*(Gr) et tout ¢ € I%(L), on a

(o001 < 3 ey a4

ou vol(L NT) désigne le volume de la partie compacte L NT. Ceci prouve notre
assertion.

La continuité sur J5(L) x £*(Gr) se démontre de la méme fagon. [

5. Dualité

5.1 TRANSFERT D’INTEGRALES ORBITALES

On continue de noter « la forme de Killing de 'algebre de Lie réelle sous-
jacente a g. Si T € Tp(G) et si @ € R(T), on note h, I'unique élément de t tel
que a(X) = (X, h,) pour tout X € t, et, pour tout systeme de racines positives
R* dans R(T), on pose

TRt = H he.
a€RT

On voit alors facilement, comme dans ([8], lemme 36), qu’il existe un
opérateur différentiel invariant Vg, sur GR® tel que, pour toute fonction f
indéfiniment différentiable et Gr-invariante sur Gg®, pour tout T € Tr(G) et
pour tout systeme de racines positives Rt dans R(T'), on ait

1

er+(T)

Ve f(z) = Newrpe) - Jr(e), @€ Ty™

reg

ou fr désigne la restriction de f a Ty

Proposition 5.1.1. Pour loute fonction ¢ dans I*(M) (resp. E(M) ), on pose

2(2) = Vg + (po1).
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Alors T&m(ap) appartient a J*(Gr) (resp. F*(Gr)). De plus Uapplication
'rl\(/;ﬂm est continue et commute avec laction de Z(g).

Démonstration.  Posons ¥ = T&R(@>. Il est clair que v est stablement
invariante.

Si T € Tr(G) et si C est une composante connexe de T, il existe une
inversion g de T telle que, notant S = gT'¢~", on ait gCg~' C M. Alors

pou(z) = p(gzg™"), Vo e C™®.

Cela montre que por est de classe C%; il en est donc de méme de . Le méme
argument montre que la fonction ¢ vérifie la propriété J,, et, lorsque ¢ € I5(M),
elle vérifie de plus la propriété J,.

On fixe T € Tr(G) et RT un systeme de racines positives dans R(T'). Soit
C' une composante connexe de Ty et soit g une inversion de T' comme ci-dessus.
Alors, pour tout = € C™®, on a

errbr(z) = cp——B(@m)(pse Ad g) ()

= 0w, z+)es(grg™). (7)

Comme Ad g échange les racines réelles de T' et les racines imaginaires de
S, il induit un isomorphisme entre C'N Tp(R) et (gCg~") N Syy(1). Or d’apres
I,(M), la fonction s se prolonge en une fonction C'* sur Si;(7), donc eg+ipr
se prolonge en une fonction C* sur C' N Ty(R), et ceci pour toute composante
connexe de Tr; donc @ vérifie J,.

Solent « une racine réelle de T' et ' une composante connexe de Tgr tels
que ¥, p N C # . On a alors I'assertion suivante

(A) 1l existe une inversion g de T vérifiant: gCg™' C M et g-
est une racine imaginaire non compacte.

Supposons que cette assertion soit démontrée. On pose 3 = g-«a, on fixe un
élément de Cayley n, (resp. mg) associé a a (resp. ), et on note U = n,Tn*
et V = mgsmgl. Alors (voir démonstration de la proposition 1.5.1) y = mggn;*
est une inversion de U et V = yUy~!.

D’apres [3(M), pour tout u € S(s) vérifiant sg-u = u, on a

d(u)ps(z) = d(mg - u)pv(z), Vo € Xy

Done, par un calcul analogue a celui fait ci-dessus, pour tout v € S(t) vérifiant
So-u=—uettout z€X, 5 NC,ona

d(u)(ers)(z) = (g (uwps))ps(geg™) (dapres (1))
d(mgg - (u,wﬁ+))gov(g$g_l) (d’apres I,(M))
= a(yna . (uw§+))gov(y;vy_1) (Car YNy = mﬁg,y;vy_l = g;cg_l)
(
(

O(na - () (v Ad ) ()
= 0(n,-u)e,, g+u(z) (d'apres (1)).
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Donc 1 vérifie J3. La continuité de 'rl\(/;ﬂm, ainsi que sa commutation avec 'action
de Z(g), est évidente.

Il nous reste a prouver I'assertion (A). Fixons une inversion ¢, de T' telle
que ¢:Cg7' C M et notons T} = ¢;T¢g;'. La racine 3, = ¢, - a de T est
imaginaire, et on sait, d’apres ([23], lemme 9.2), qu’il existe w € W7(T}) tel que
w - (1 soit une racine imaginaire non compacte; comme W7(T;) ne stabilise pas
forcément Ty, il faudrait montrer qu’on peut choisir w de sorte que de plus
w - (g1Cg7") reste dans ML

On note T, (resp. T,) la composante anisotrope (resp. déployé) de T, de
sorte que T'=T,Ty, b la sous-algebre de Lie de g engendrée par 1’algebre de Lie
ty de T, et les sous-espaces radiciels correspondant aux racines réelles de T' dans
g, et H le sous-groupe de Lie connexe de G correspondant a fj. Alors H est défini
sur R et, d’apres ([21], proposition 2.44), il est semi-simple déployé (T, y est un
tore maximal déployé), et vérifie les propriétés de la proposition 1.1.3; de plus si
TR désigne la composante connexe de 1’élément neutre de Tr, on a C C TRZ(H),
Z(H) désigne le centre de H (pour étre precis, I'énoncé de Schmid ne concerne
que le groupe des points réels de H, mais il est facile d’en déduire la formulation
que nous en avons donnée).

Le groupe H; = g, Hg7" est aussi défini sur R, car Ty, = ¢, Tyg7" est défini
sur R et I’ensemble de ses racines dans H;p, qui sont toutes imaginaires, est stable
par 0. Le tore Ty, est anisotrope et R(H;,T;;) contient un systeme de racines
fortement orthogonales deux-a-deux ayant dim 7} éléments (par transport d’un tel
systeme de racines dans R(H,T,), qui existe d’apres la proposition 1.1.3). Donc
H; est déployé d’apres ([21], lemme 2.15).

Comme f; (ou plutdt sa restriction a Ty ) est imaginaire, d’apres ([23],
lemme 9.2), il existe w € W(H;y, Tyy)(= W (Hy,Tyy)) tel que w-3; soit imaginaire
non compacte. Soit n € N(H;,Ty;)) un représentant de w. Alors n € N(G,Ty),
car g1 T,g7" commute avec H;; donc n représente un élément de W7(Ty) et n- (3
est une racine imaginaire non compacte. Montrons que ng;Cgy'n™" C M. On a
vu que C' C TRZ(H), et il est clair que g1 Z(H)gy' = Z(Hy) et g1 TRg7" = Ti%y,
ou Ty désigne la composante neutre de Ty done ¢1Cgy' C TiygZ(Hy), clest a
dire qu’il existe z € Z(H;) N M tel que ¢1Cg;' = Tiygz. Alors

ngCgr'n™' = T\z = gCg7' €M
Ceci prouve 'assertion (A) et complete la démonstration de la proposition. ]

On définit, comme pour Gr (au signe pres), un opérateur différentiel in-
variant Vi sur M™# par

Vor - [(2) = s ()@ r.a8) - fr(),

ou T désigne le tore maximal contenant z et Rt désigne un systeme de racines
positives de T'. 1l existe une unique fonction stablement invariante ng, (resp.
nvi) sur GRp® (resp. M), a valeurs dans {£1}, telle que, utilisant les mémes
notations que ci-dessus, on ait

nx(z) = 6R+($)2, X=M ou Gp.
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Alors ng, = nuiet, et si f est une fonction stablement invariante de classe
C> sur M8, on a

Vg + (for) = muoe(V - f)oe. (8)

Proposition 5.1.2. Pour toute fonction ¢ dans J*(Gr) (resp. F**(Gr)), on

pose
Tom(9) = V- (gor™).
Alors 88 (p) appartient ¢ T(M) (resp. €(M)). De plus Uapplication

Tgﬂﬂk est continue el commute avec laction de Z(g).
Démonstration.  Elle est en tout point analogue a la démonstration de la
proposition précédente, sauf qu’on n’a pas besoin de 'assertion (A). ]

On note wy I'élément de Z(g) tel que pour tout tore maximal 7' de G et
pour tout systéeme de racines positives Rt de T, on ait

Vr(wg) = H hZ.

aERt

Proposition 5.1.3. Pour toute fonction ¢ dans J*(Gr) (resp. F*(Gr)), on a

T o T (9) = W - @
De méme, pour toule fonction ¢ dans T3 (M) (resp. (M) ), on a

oo T () = wg " .

Démonstration. Elle découle des définitions et de la formule (8). n

Remarque 5.1.4. Comme pour G, on peut définir les espaces J (M) et F(M)
sur M, et leurs analogues stables J°(M) et F*(M). Je pense qu'’il est plus
simple d’établir la formule d’inversion dans ces espaces et en déduire la formule
d’inversion des intégrales orbitales dans M comme dans le paragraphe 6. En effet,
Iespace Z(GR) est naturellement filtré, et son gradué associé est (topologiquement )
isomorphe a une somme directe ©ryC°(Tr)*, ou C2°(Tr)* désigne un sous-espace
de C*(Tw) formé de fonctions vérifiant une propriété d’invariance par rapport au
groupe de Weyl Wr(T) ([1], corollaire 7.4.3). Mais la filtration analogue de Z(M)
n’est pas scindée; ceci est a l'origine de nombreuses difficultés pour établir la
formule d’inversion [13]. Par contre on peut montrer que la filtration naturelle de

J (M) est scindée.

5.2 DESCRIPTION DE LA DUALITE

On peut maintenant énoncer le résultat principal de cet article. Pour

Y € T(GR) et ¢ € EF(M) (resp. ¥ € E(GR) et ¢ € IT%(M)), on pose
((¥,0)) = (%, ag"p)-
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Théoreme 5.2.1. La forme bilinéaire: (v, p) — ((¢,p)) est séparément con-
tinue sur I (Gr) x E(M) (resp. E(Gr) x (M) ). De plus on a

((z -9, 0)) = (¥, 1(2) - 9)), Vz€ Z(a).

Démonstration.  Découle du lemme 4.2.1 et de la proposition 5.1.1. [ ]

On en déduit:

Corollaire 5.2.2. La dualité du théoréme définit deux applications lin€aires qui
commutent avec Uaction de Z(g):

u: & M) — T*(Gr) ~ Dist™(Gr)

v: ENGR) — TH(M) ~ Dist™(M).

Remarque 5.2.3. Les applications u et v sont continues lorsqu’on munit I“(GR)I
et (M)’ des topologies fortes; en effet, pour X = Gr ou X = M, £%(X) est un
espace de Fréchet et 7°(X) est une limite inductive stricte d’une suite d’espaces
de Fréchet, donc ils sont tous les deux des espaces tonnelés ([27], corollaires 1 et 3
de la proposition 33.2), il s’en suit ([27], théoreme 41.2) que I"application bilinéaire
du théoreme est hypocontinue; notre assertion est une conséquence immédiate de
I’hypocontinuité.

Explicitons les applications u et v. Soit U € £¥(M). Il découle aisément
des définitions que la distribution u(¥) est définie par la fonction © suivante:
pour tout 7" € Tr({), et, pour tout systéme de racines positives Rt de T', on a

1 —

O(z) = 7|D@($)|1/2VGR (Wor)(x)
1 reg
- AR+($>a(wT,R+) S(Wou)(z), we Ty 9)

Quand U est vecteur propre de Z(g), la distribution © est celle associée a T&R(KD)
par le théoréme 4.1.1. Le lemme suivant décrit v(¥), U € £%(Gr).

Lemme 5.2.4. Soit U € &%(Gr). Alors la distribution v(V) est définie par une
Jonction © sur M8, Si T' € Tp(G) et st RT est un systéme de racines posilives
de T', on a

1

Oy) = (—1)Htmeene s

O(wr Rt) - (\IIOL_I)(y). (10)

Démonstration.  Par définition, pour tout f € C'*(M), on a

W) = Sy, W Ve (D))

=¥ nMéy)(\TJoz/)(y>VM'ISt(f)(y>dy; (11)
(T) Tv CT y)
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la deuxieme égalité découle de la formule (8) ci-dessus et du lemme 3.2.1.
Si f est a support dans Mre8 | la restriction de I°(f) a Ty est de classe C'*°
et son support est inclus dans Ty®. Comme U est C'* sur cet ouvert, on peut

appliquer la formule d’intégration par parties dans les intégrales qui figurent dans
la formule (11); d’on

O(y) = (—1)%(&’“9_“’““) ] )|1/277M(y>6R+(y>a(wT,R+> (Wor™h)(y).

|Da(y
Le lemme découle alors de

1 1
W) = T e,

et
1Da(y)]'* = [Ag+(y)]. u

Les applications u et v ne sont ni injectives ni surjectives. Toutefois si,
pour chaque caractere y de Z(g), on note avec un indice x le sous-espace propre
correspondant a ce caractere, et u,, v, les restrictions a ces sous-espaces de u et
v, alors

Proposition 5.2.5. Les applications

uy : E* (M), — Dist™(Gr)y

Uy (‘:St(GR)X — DistSt(M)X
sont des isomorphismes si x est réqulier et nulles si x est singulier.
Démonstration.  L’expression locale des éléments de £ (M), et la formule (9)

montrent que l'application u, est nulle si x est singulier et est injective si y est
régulier. Supposons que x est régulier et considérons 1’application

wy, @ Dist™ (GRr)y, — (M),
définie par w,(0) = T%(|Dg|l/2®). Alors
Uy 0Wy, = X(wg)ldDistSt(Gﬂg)X'

Cela montre la surjectivité de u,, car x(wg) # 0. On montre de la méme fagon, a
partir de la formule (10), que v, est un isomorphisme. ]

6. Application

Pour illustrer la dualité, on va montrer comment on peut obtenir la formule de
Plancherel de M a partir de la formule d’inversion des intégrales orbitales sur Gp.
On le fera avec peu de détails; voir [13] pour une description plus complete.
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6.1 RAPPEL DE LA FORMULE D’INVERSION

Dans ce paragraphe, nous rappelons la formule d’inversion des intégrales
orbitales dans G, voir [2] pour les détails.

On note sans I'exposant “st” les objets concernant les intégrales orbitales
(non stables) dont la définition est analogue a ceux du paragraphe 3, mais ou la
conjugaison ordinaire par Gp remplace la conjugaison stable (voir [1] ou [2] pour
les détails). Ainsi on dispose des espaces Z(Gr) et E(GRr) (noté I°°(Gr) dans
loc. cit.), et de l'intégrale orbitale de toute fonction f € C°(GRr), notée I, (f);
I’application

IG]112 : CEO(GR) — I(GR)

est continue, surjective, et sa transposée réalise une bijection entre le dual Z(GRr)’
de Z(GR) et lespace Dist(GR)GIR des distributions invariantes sur Gg.

Soit T' € Tr(G). On note YE le groupe des caracteres (unitaires) de T,
que 'on munit de la mesure duale de celle de Tg. On associe a tout t* € T[\g
une distribution invariante O sur Gr ([2], p.171), et donc un élément 64 de
Z(Gr)" tel que Tgy(0is) = O, et un élément ¥y de E(GR) vecteur propre de
Z(g) ([2],p- 161). En fait O et U dépendent aussi du choix d’un systeme de
racine imaginaires positives Bf de T, et sont notés @t*’R?, \I/t*’R? dans [2]; mais,
pour alléger les notations, nous avons préféré omettre 'indice RY. Pour simplifier
les formules, on modifie aussi légerement la normalisation et la paramétrisation
des Wy« de sorte que, si t* désigne le caractere z +— t*(z7'), Wy désigne ici la
fonction

[We(T)|¥ 5
de [2].

On peut maintenant énoncer la formule d’inversion ([2], corollaire 8.3.2).
Pour toute fonction f € C°(Gr), on a

vy YWpdt?™, 12
IGma Z|WR |/ ®f t ( )

comme au paragraphe 3., 3°py signifie que I'on prend la somme sur un ensemble
de représentants des éléments de (Tr(G)). Dans cette formule I'intégrale converge
scalairement dans 'espace réflexif £(GRr) (voir [4] pour des détails sur I'intégration
des fonctions a valeurs dans un espace vectoriel localement convexe).

6.2 FORMULE D’INVERSION STABLE

Dans ce paragraphe, nous allons déduire de la formule d’inversion (12) une
formule d’inversion des intégrales orbitales stables.

On dispose d’une application linéaire continue surjective ([1], page 593):

S 5(GR) — ESt(GR)
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définie, pour ¢ € E(GRr) et x € GR®, par
1
8 r) = — w_l ),
W= g T )

weWe(T)/Wr(T)

ou T désigne le tore maximal de G contenant x.
En appliquant ([4], §1, N© 1, proposition 1) a la formule d’inversion (12),
on obtient

(Selay)(f) = %Wlw [ (e n)S e Vi e CR (G (13)

chacune des intégrales dans cette formule est scalairement convergente et sa somme
est un élément de E%(Gr).

Par définition de S on a ISGt]R(f) = (Selgy)(f). Pour tout T € Tr(G) et
tout t* € 7%, on pose
TS = S(T).

La formule (13) s’écrit alors
1
I (f) = 7/A O, [YULdL". 14
Gm(f) (27«;|W]R(T>| T]R< t f> t ( )

Soit T' € Tp(G) et soit t* € Tr. Comme nous I’avons remarqué plus haut,
la définition de W et ©4 dépend du choix d’un systeme de racines imaginaires
positives. Cela nous amene a définir une action de W7(T') dans ’TI\R, qui en tient
compte. Soit RT un tel systeme, on note p = 1/2 ZaeR; «, alors wp — p est une

somme de racines; donc le caractere €?~# de T est bien défini. On pose alors
wett(e) = w2 (2), we WT).
On définit la signature imaginaire ¢;(w) de w € W7(T) par
HaEij o= ﬁl(w)HaeRja-
Alors ([2], pages 163 et 171)
Uyerr = €1(w0)Wir, Oparr = €7(w)Op,  w € Wr(T). (15)

L’argument de ([2], proposition 7.5.4) montre alors

= )V, w e WOT) (16)
On pose
1
L 1(10)Opare. (17)
o

Le méme type d’argument que celui de la démonstration de ([2], proposition 7.5.4),
basé sur le théoreme d’unicité de Harish-Chandra, montre que ©% est stablement
invariante. Il existe donc une forme 65 € £(Gr)' telle que

(0%, f) = (03, 15 ()
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elle est définie par la fonction |Dg|1/2®§*, que I'on note aussi 65%, c’est a dire
(03, 9) Z |Wg / |De(2)| /202 (2 ) (z)de. (18)

Les formules (15), (16) et (17) donnent

TR o (Oue Wi = o 3 ()@, 0

weW(T) weW(T)
= (0%, /).

On déduit alors de (14):

1
T (f) = 7/ O, YU, Ve C™(Gr), 19
Gm(f) XT:)|WJ(T)| ,1/152< t f> t f c ( R) ( )
et donc, en utilisant la surjectivité de Tgm,

1 st st * st
Y= XT; W/ﬁg<9t*7¢>\pt*dt ;Y e IM(Gr), (20)

6.3 UNE FORMULE LIMITE

Soit T € Tr(G) et soit x¢ € T®. Tl existe alors un voisinage V' de z¢ dans
T® tel que pour tout w € W7(T), w # 1, ona w-V NV = 0. On voit alors
facilement que toute fonction f € C(V), se prolonge de facon unique en une
fonction F' stablement invariante de classe C°° a support dans Gg®. La fonction
F' appartient a Z5(GRr). On peut alors construire une suite de fonctions (1, )nen
dans T°(Gr) ayant les propriétés suivantes:
(1) ¥u(z) > 0 pour tout = € GR®,
(i1) le support supp ), de 1, est inclus dans Ggr[TR®], supp ¢nt1 C supp ¢, et
Ny, supp ¥, est égale a l'orbite stable de .
(iii) WITR Py (z)dz = 1.

Lemme 6.3.1. On utlilise les notations ci-dessus.
a) Pour tout S € Tp(G) et pour tout s* € Sp, on a

lim (0%, 4,) = 6% (z0).

n—00

b) Pour toute fonction ¢ € T5(M) (resp. ¢ € E(M)), on a

dim ({0, ¥n)) = nua(e(0)) Vi - (e(20)).
Démonstration.  La suite de fonctions (¢,) a été choisie de telle sorte que si
f est une fonction intégrable au voisinage de z¢ dans Tg et continue en 1z, alors

b
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Alors la premiere assertion est une conséquence immédiate de la formule (18). On
a

1

(o) = g Jo 9@V (o))

= W/TR Vo) (e(2)) Vi - @(e(z))dz  (d’apres §.5 (8);

la seconde assertion en découle par passage a la limite. ]

6.4 FORMULE DE PLANCHEREL DE M

Lemme 6.4.1. Soient ¢ € T5(M) et « € M'™8. Alors, pour tout T € ITp(G), la
Jonction t* — [(058e™1)(2)((U5h, 0))| est intégrable sur Tr, et on a

ma(2)V ZWJ 757 S e @ . (21)

Démonstration.  Soit S € Tr(G). Alors les fonctions [65%| sont uniformément
(relativement a s*) bornées; pour S compact, cela résulte de ([9], corollaire du
lemme 60); le cas général s’en déduit par induction.

Tenant compte des estimations de ([2], lemme 7.5.2) et du fait que, pour
tout z € Z(g), on a

((z- W5, 0)) = (W5, u(2) - ),

on montre par un argument standard, voir par exemple la démonstration de ([1],
lemme 7.2.2) que la fonction t* — |<<\I/§*,g0>>| est intégrable; d’ou la premiere
assertion du lemme.

Dans la formule d’inversion (20) les intégrales convergent scalairement dans
T%(Gr), donc, utilisant les notations du paragraphe précédent, pour tout n € N
et tout p € T%(M), on a

({n, ) ZWJ 77 s (O e (O ) (22)

Comme pour tout S € Tr((G), les fonctions |#5] sont uniformément bornées,
il est clair qu’il existe une constante Cs telle que

(0%, 4p,)| < Cs,  Vs* € Sp, VneN,

On peut donc passer a la limite dans les intégrales de la formule (22); le lemme
6.3.1 implique alors la formule (21). [ |

On va déduire du lemme précédent la formule de Plancherel de M. Pour
cela rappelons la formule limite suivante. Soit B € Tg(() anisotrope; alors
d’apres ([12], lemme 7.1), pour toute fonction f € C°(M), la restriction a By® de
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V- Ii(f) se prolonge en une fonction continue sur By, et il existe une constante
eu (indépendante de f) telle que

V- T () 18u(1) = e f(1)

(la fonction bp+ de [12] est égale a |g—:jeRﬁL ).

Soit A € Tp((G) déployé. Alors d’apres ([14], théoreme 1), pour tout
T € Tr(G) et tout t* € 7/& la fonction 65 se prolonge en une fonction continue
dans Ag; sa valeur en 1 ne dépend pas du tore déployé A, on la note simplement
63:(1). Notons alors que pour B € Tr((G) anisotrope, la restriction a By® de la

fonction #5io,t

se prolonge en une fonction continue dans By, qui vaut donc
03:(1) en 1, car toute inversion de B ’envoie sur un tore déployé.
Comme e*(Byr) C R pour toute racine a de B, la fonction ny est constante

et vaut 1 sur By®. Donc lorsque z tend vers 1, la formule (21) donne

owf(1) = 32 T PO B ar, v € o)

)| T

Le calcul de la constante ¢y a été fait dans [12]; celui de la constante #5(1) est
analogue a ([12], proposition 7.2). Pour comparer cette formule avec la formule
donnée dans ([12], théoreme 7.4), il faudrait comparer les distributions f
(U5 T30 (f))) aux distributions sphériques C'(i2) qui interviennent dans la formule
de [12]; ceci n’est pas difficile vu la construction de ces distributions, mais nous ne
le ferons pas.
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