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Estimations a I’infini des fonctions de Bessel
associées aux représentations d’une algebre de Jordan

Antonis Kalliterakis
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Résumé. Nous donnons le développement asymptotique et des estima-
tions uniformes et précises pour la fonction de Bessel associée a une repré-
sentation d’une algebre de Jordan euclidienne.

Abstract. We give asymptotic expansions and sharp uniform estimates
for the Bessel function associated to a representation of a Euclidean Jordan
Algebra.

Introduction

I’étude des fonctions spéciales définies sur des espaces de matrices et en parti-
culier de la fonction de Bessel a été entreprise par C. Herz [8]. Cette étude a
ensuite été reprise pour des applications a la statistique par A.G. Constantine
[4] et R. Muirhead [9]. Dans le cadre des algebres de Jordan euclidiennes, les
fonctions de Bessel ont été introduites par J. Faraut et G. Travaligni [7]. Plus
précisément: soit V une algebre de Jordan simple euclidienne de dimension n,
de rang r et d’élément neutre e. Soit 2 le cone symétrique associé a V. Soit
¢:V — H(E) une représentation ou H(E) est l'algebre de Jordan des endo-
morphismes symétriques de ’espace euclidien F. Il lui correspond une appli-
cation quadratique Q:E — V, qui est & valeurs dans Q. En supposant la
représentation réguliere (cf., [2]) on peut définir la variété de Stiefel X = {o €
E | Q(0) = e} qui est une sous-variété analytique compacte de F.

La fonction de Bessel associée a la représentation ¢ est définie comme la
transformée de Fourier de la mesure normalisée do induite sur ¥ par la structure
euclidienne de E.

i(€) = /2 exp(—i(€, o)) do.

Dans [7] il a été montré que j est radiale et que son profil J s’écrit

J(x2):/Eexp(—i<¢(a:)a,ao)E) do,
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ou z € Q et op est un point fixe, mais arbitraire, de la variété de Stiefel. On
montre également que J est K-invariante ou K est la composante connexe de
lidentité de Aut(V'). Et par conséquent on peut supposer que x appartient a
une chambre de Weyl fermée de V.

En utilisant la méthode de la phase stationnaire nous déterminons le
développement asymptotique de la fonction J(z?) quand z tend vers I'infini le
long d’un rayon singulier, (le cas régulier a été traité par J. Faraut et G. Travaligni
([7], [11]). La fonction de phase associée & z est g,: X — R et elle est définie par
9z(0) = (¢(x)o,00)g. Les points critiques de la fonction de phase forment des
variétés qui en général ne sont ni connexes ni de dimension pure mais elles sont
non dégénérées (transversalement). Nous avons quand 7 — oo

1 o
J(m22?%) ~ Z exp(itg. (o) + stgngw Z T~ ml
meM(z) 1=0

ou M(z) est un ensemble de multi-indices qui dépend seulement de la multi-
plicité des valeurs propres de z.

Ensuite nous obtenons des estimations uniformes de J(z2) sur Q en
utilisant les résultats des J. J. Duistermat, J. A. C. Kolk et V. S. Varadarajan [5]
sur les intégrales oscillantes dépendant d’un parametre. Nous montrons que le
parametre de l'intégrale oscillante définissant J(z2?) prend ses valeurs dans une
chambre de Weyl ouverte qu’on fixe. Nous définissons une filtration de la variété
de Stiefel accosiée a une partition en “secteurs” multidimensionels de la chambre
de Weyl fermée de V.

Il existe alors une constante positive C telle que pour tout z € Q
| J(z?)| < CB(z)
ou

Ba)=| Y. Jla+Ive) )% | [] (+lv) )2

ec{l,—1}" vE€EEL YEES

=1, 29 sont deux parties du systeme des racines positives de V', d une constante
positive qui ne dépend que 'algebre et § est une constante positive qui dépend de
I'espace de la représentation. Les estimations sont précises, en ce sens que dans
chaque direction I'estimation est exactement de ’ordre de grandeur du terme
dominant du développement asymptotique.

1. Notations et résultats préliminaires

Afin de décrire les propriétés de ’ensemble critique de la fonction de phase
nous aurons besoin de quelques résultats sur la variété différentielle des éléments
involutifs d’une algebre de Jordan et sur la variété de Stiefel associée a une
représentation réguliere d’une sous-algebre de Jordan.

On considere un systéeme complet d’idempotents primitifs orthogonaux
(s.cip.o) (ci)i<i<r de lalgébre de Jordan euclidienne qu’on fixe. Soit A le
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sous-espace vectoriel de V' engendré par les ¢;. Soit (A;)i<i<r la base duale de
(ci)i<i<r . Ainsi, si a = 219.9, pic; avec p; € R, on a \;j(a) = ;.
Considérons maintenant une nouvelle base (b;)i1<i<, de A, définie par

%
bi= E Cj
j=1

pour 1 < ¢ < r. Notons que chaque b; est un idempotent de trace 7. Soit
(ai)1<i<r la base de A* duale de (b;). Elle est donnée par

a; = Ai — Ai1

pour 1 <4 < r, avec la convention A\.y; = 0. Notons que, pour 1 < i < 7,
Ai=o;+ -+ .

Notons A lensemble {aq,...,a,}, Z; lensemble des A; + A; pour
1<i<j<r, Ey lensemble {\1,..., A}, et E la réunion de Z; et de Z5. On
appelle racines de ’algébre de Jordan V les éléments de A U E.

On définit enfin la chambre de Weyl fermée de A par rapport a A comme
étant

C(A)={a€e A|la;(a)>0pouri=1,...,7}

c’est & dire 'ensemble des 22:1 wic; pour lesquels p; > ... > p, > 0.

On sait que le groupe K des automorphismes de V' opere transitivement
sur ’ensemble des s.c.i.p.o. de V ([6], Corollary IV.2.7). Par conséquent, d’apres
le théoréeme de la décomposition spectrale ([6],Theorem III.1.1), tout z € V
s'écrit x =ka ou k€ K et a € A, ou

T
GZZMCZ‘, pi € R.

1=1

Les éléments k et a ne sont pas uniquement déterminés a partir de z. Quitte a
remplacer k par kki 1 et a par kia pour un automorphisme k; de V induisant
une permutation des c¢;, on peut supposer que p; > ... > .. Sous cette
restriction, ’élément a de A est bien déterminé. On l'appelle la a—composante
de z et on le note a(z). L’ensemble des a—composantes de V' est le cone

'
At = {a € A| il existe p1 > ... > u, tels que a = Zuici}.
=1

On appelle décomposition polaire de x 1’écriture x = ka(z), ou k € K et
a(x) € At

Soit z € Q. Soit Sp(x) 'ensemble des valeurs propres de x. D’aprés
([6], Theorem III.2.1) elles sont positives ou nulles. Comme Sp(z) = Sp(kz),
x € Q si et seulement si les valeurs propres de sa a—composante sont positives
ou nulles. Ce qui précede et le théoreme de la décomposition spectrale montrent
que I'ensemble des a—composantes de €2 est exactement C(A).
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La décomposition spectrale d’un élément z € C(A) s’écrit alors

k

ou [;(z) sont les valeurs propres distinctes non nulles de z, plus précisément
vérifient

Bi(z) > ...> Br(z) > 0.

Les idempotents C; sont donnés par

T

Ci = Z Cj

j=ri—1+1

ounrg=0et,pour 1<i<r,r=rg(Ci+---+C).
La multiplicité de la valeur propre §;(x) est égale a tr(z) = r; — ri—1.
Si 0 est valeur propre de z, sa multiplicité est égale a la trace de I'idempotent

Co:=e—e, ou
k
er = E C;.
i=1

On sait que les éléments involutifs J de V sont de la forme J =e—2c¢, ou ¢ est
un idempotent de V. On note J l’ensemble des éléments involutifs de V. On

fixe un s.c.i.p.o. (¢;)i<i<r. Pour chaque entier m € {0,...,r}, on pose
m T
W = E C; — E Ci.
i=1 i=m—+1

Considérons 'action naturelle de K sur J. On note O, 'orbite de W,,, suivant
K et K,, le stabilisateur de W,,, dans K. Il est clair que O,,, est difféomorphe a
lespace homogene K/K,, et par conséquent, est une variété compacte connexe,
puisque K Dest.

Lemme 1.1. L’ensemble J des éléments involutifs de V' est réunion disjointe
des orbites O,, :

T = Uo<m<rOm-
Démonstration. Soit J € J. Il existe un s.c.i.p.o. (c;)i<i<r de V tel que

T
/
J == E Gic,i
=1

pour un r-uplet € = (&)i<i<r € {—1,1}". Soit m le nombre d’indices ¢ pour
lesquels ¢; = 1. On sait que le groupe K opere transitivement sur ’ensemble des
s.c.i.p.o. d’une algebre de Jordan simple et, comme Sp(z) = Sp(kzx), J € Op,.
Par conséquent,

T C Up<m<rOm.

et cette inclusion est une égalité, I'inclusion inverse étant triviale. De plus, la
réunion est disjointe. En effet, si J € O,,, les valeurs propres éventuelles de
J sont 1 et —1 et m est égale a la multiplicité de la valeur propre 1. Par
conséquent, les orbites O,, sont distinctes. [ ]
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Lemme 1.2. Soit C un idempotent de V. Alors lalgébre V(C,1) est simple.

Démonstration. Supposons que l'algébre V(C,1) ne soit pas simple. Il
existe alors un idempotent non trivial ¢ de V(C,1) tel que 'on ait

Vie )N V(e 5) = {0}

D’apreés ([6], Théoréme III.1.1), il existe un systéme complet d’idempotents
orthogonaux di,...,ds tels que C = Y7 | d; avec s < r. Le résultat ([6],
Theorem 1V.2.1), les relations Cc = ¢ et ¢ = ¢ et le fait que ¢ est un idempotent
non trivial impliquent qu’on peut écrire ¢ = Zle d; avec 1 <t < s (en
réordonnant les d; si nécessaire). En utilisant ([6], Proposition IV.2.3) il existe
z € V(di,3)NV(ds,3) (z#0). On aalors Cx = z et cx = 3 autrement dit
z € V(c,1)NV(c,3) ce qui est absurde. n

On note J,; l'ensemble des éléments involutifs de V' (e, 1).

Un élément involutif J de la sous-algeébre V(eg,1) sera dit adapté d la

décomposition spectrale de x s’il a la forme

J=Y_J

=1

ou J; € Jy,i- On désigne par J; € J, I'ensemble de ces éléments.
Soit i € {1,...,k}. Pour chaque entier m € {0,...,r;—r;_1}, définissons
I’élément involutif W; ,,, de J,; par

ri+m T
Wi,m = E Cj — E Cj.
j=ri-1+1 j=ri—1+m-+1

Soit M(z) Densemble des k-uplets (mgq,...,mg) d’entiers tels que
0 <m; <7 —ri_y pour tout ¢ € {1,...,k}. Pour chaque m = (m;)1<i<k €
M(z), soit

Wm = Z W’L,mz
i=1
C’est un élément involutif adapté a la décomposition spectrale de z.

Par ailleurs, soit K; la composante connexe de l’identité du groupe
Aut(V(C;,1)) des automorphismes de l'algebre V(C;,1). On définit Ty :=
Hle K; et il est clair que c’est un groupe de Lie compact et connexe. On
définit ’action de I'y sur J, par

k
(9,7) — gJ ==Y giJi,
=1

oll g = (gi)1<i<r avec g; € K; et J = Zle J; avec J; € Jy ;. Pour m € M(x),
on note O, l'orbite de W, sous 'action de T'j.
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Lemme 1.3. Soit x € C(A). Avec les notations précédentes, la variété J,
des éléments involutifs adaptés a la décomposition spectrale de x est réunion
disjointe d’orbites suivant 'y .

Jo = UmeM(a) Om.-

Démonstration. Soit J = Zle Ji un élément de J, avec J; € Jp ;. La
décomposition spectrale de J; est

Jj=ri—1+1

ou (c}) est un s.c.i.p.o. de I'algebre V(Cj,1) et ¢; = +1. Soit m; le nombre
d’indices j pour lesquels 7,1 < j < r; et ¢, = 1. En appliquant le lemme 1.1,
a lalgebre V(C;, 1) on aura J; = ¢;W; p, pour g; € K;.

Finalement, si g = (91,...,9%) € I'x et m = (mq,...,mg) € M(z), on
aura J = gWy,.

Les orbites Oy, sont distinctes car, étant donné un élément de J de
Om , U'entier m; est égal a la multiplicité de la valeur propre 1 de JC;, donc m
est entierement détermineé par J. [ ]

En utilisant le fait que la représentation ¢ est réguliere et la décomposi-
tion polaire de E nous obtenons la décomposition orthogonale de F |,

E=¢(V)oadT,%,

ou T,X est I’espace tangent de la variété de Stiefel ¥ au point o.

Dans [11] G. Travaligni a construit une base orthonormée de E contenant
une base orthonormée de T,X.

Plus précisement on considere la décomposition de Peirce de V par
rapport au s.c.i.p.o. (¢;)i<i<r

V =®i<icj<r Vi

ou V;; = Re; et pour tout 72 # j, dimV = d. On fixe une base orthonormale de V
en réunissant (c;)i1<i<r et une base orthonormale (Ufj)lgtgd de chaque V;;. On
montre ([11], Lemma 9) que la famille formée par les vecteurs ¢(c;—c;)@(vf;)o de
E (1<i<j<r,1<t<d)est orthonormale. Soit F le sous-espace vectoriel
de E engendré par ces vecteurs. Pour 1 < j < r, on définit le sous-espace
vectoriel

Aj=E;n(Fo¢(V)o),

ol E; = ¢(c;)E. Les sous-espaces F' et ¢(E)o sont orthogonaux ([11], Lemma
8). Soit R; le supplémentaire orthogonal de A; dans E;. On a la décomposition
en somme directe orthogonale

E'j = Aj@Rj.
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Pour tout j (1 < j <r)ladimensionde R; est égaled § = g—rd%—d—l
ou N = dimFE. Dans chaque R;, on fixe une base orthonormée ri (1<h<56)
et comme les F; sont deux a deux orthogonaux, on obtient une base orthonormée
de

R =®1<j<r R;.

D’apres ce qui précede on a la décomposition en somme directe orthogonale
E=¢(V)o®FOR,

et par conséquent
T,Y=F & R.

famille B formée par les vecteurs be et dlei — c¢j)b(vf;)o
<h<j<d,1<i<ji<r,1<t<d)estune base orthonormée de
Y. Une telle base B de T, sera appelée base orthonormée standard.
Soit C' un idempotent de V. Soit F¢ le sous-espace vectoriel de E défini
par Ec = ¢(C)E. On considere la représentation ¢c: V(C,1) — H(¢p(C)E) qui
est définie par

(*) dc(y) = ¢(y) e

et ’application quadratique a valeurs vectorielles associée a ¢¢ .

La
(1
T,

Proposition 1.4. La représentation ¢ est réguliére.

Démonstration. Il suffit d’établir qu’il existe ¢ € E¢ tel que Qc(éc) =C
([2], Proposition 4.1). Or, il est clair qu’il existe {c € E¢ tel que Q¢ (éc) = C il
suffit pour cela de choisir {¢ = ¢ (C) ou o € ¥, En particulier, Q(¢) € V(C,1).
Par ailleurs, pour tout z € V(C, 1) et pour tout ¢ € E¢, on a

(Q(ne), z)v = (Q(nc), 2)vc,1)

Compte tenu du fait que Q(£¢) = C, la relation (x) implique Q¢ ({c) =C. =

On définit la variété de Stiefel correspondant a la représentation ¢¢ par

Yo = {O'C € Fo | QC(UC) = C}

Lemme 1.5. L’application ¢(C):% — Yo est une submersion.

Démonstration. Compte tenu de la forme des vecteurs de la base B I'image
de lespace tangent T, par I’application linéaire tangente ¢(C) admet une base
formée par:
(i) les vecteurs r/ (1 < h < §) pour lesquels ¢;C = c¢j,
(ii) les vecteurs ¢(c; — ¢;)¢(vf;)o (1 < s < d) pour lesquels ¢;C =c; et
(iii) les vecteurs ¢(c;)¢(vi;)o (1 < s < d) pour lesquels ¢;C =0 et

c;C=cj.

Si I'on pose ' =rg(C), alors

(1) dim ¢(C)ToS = 18 +
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ol § =dimR; = ¥ —rd+d—1. Si o/ = ¢$(C)o, la dimension de I'espace tangent
a Yo en o' est donnée par la relation

(2) dimT, 3 = dim¢(C)E — dim ¢(V(C, 1))o" = 1/ g _ (T, N 7"(7"27—1) d)

Les relations (1) et (2) impliquent que dim¢(C)T,X = dimT,X¢, et par
conséquent ¢(C) est une submersion. n

Proposition 1.6.  La fonction de Bessel J est K —invariante.

Démonstration. Pour tout £ € E on a I'identité
/ e lelP =il ge — o ¥ o= 4lnl”,
E
en changeant £ en ¢(z%)§ et n en qﬁ(z_%)a, ou z € Q+1V, il vient
/ = REOE—(EE ge = ¥ dot T (2)e—d =R s.
E

La formule intégrale pour la décomposition polaire généralisée ([7], proposition
p-130) et la définition de la fonction de Bessel impliquent
(%)
/ e~ 5((2Y2)0) (det >~ 3) dx = T (N/r)det ™" (z)e~ 7 (= e)m,
Q

Le changement de z en kz dans (*) et injectivité de la transformée de Laplace
montrent que j((zY?)o) = j(p(kz¥?)o), mais j est radiale ce qui implique que
J est K -invariante. |

2. Ensemble critique de la fonction de phase

Désormais, compte tenu du fait que la fonction de Bessel J est K -invariante
(proposition 1.6.), et de la décomposition polaire des éléments de V', on supposera
que z appartient a C(A).

On sait ([7]) qu’un élément o de la variété de Stiefel ¥ est un point
critique de la fonction de phase g, si et seulement s’il existe y € V' tel que

(+) ¢(z)o0 = ¢(y)o.

D’apres ([7], Lemma 1), pour tout z € V et £ € E, Q(¢(x)§) = P(z)Q(§), ou
P est la représentation quadratique de V', et par conséquent,

P(z)Q(a0) = P(y)Q(0).

Mais og,0 € 3, d'ot Q(0g) = Q(0) = e, ce qui implique y? = x2.
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Lemme 2.1. Soient x € C(A) et y € V. Alors, z° = y* si et seulement s’il
eriste des éléments J; € Ty tels que y = Zle Bi(x)J;

Démonstration. Considérons la décomposition spectrale de y. Elle sera de
la forme y = Z?zl pjcj. Les nombres p; sont les valeurs propres de y et
(cf)1<j<r est un s.c.ip.o. de V. L’égalité z* = y? implique

k
Z pii =yt =a2=3 f(x)C
=1

Le théoreme de la décomposition spectrale implique qu’il existe une partition
(Ai)o<i<k de {1,...,7} telle que, pour tout ¢ € {0,...,k},

E C = Cj,
JEA,

et, pour tout j € A;, p} = B, donc pj = +f;(x), out Uon a posé fy = 0. Dans
cette partition, les A; sont non vides pour ¢ > 1. Soient alors, pour 1 <37 <k,

P={jeAi|p;=pi(x)}, Ni:={j€Ailp=-PFi(r)}

et

_ I ’
=2 4= <

JEP; JEN;

Il est clair que J; est un élément involutif de V(C;, 1) et que y = Zle Bi(x)J;
Et inversement, tout élément y de cette forme vérifie

k
-3 e = A - -
On a la caractérisation suivante des points critiques.

Lemme 2.2. Soit x € C(A). Soit g, la fonction de phase associée a x. Un
élément o de la variété de Stiefel ¥ est un point critique pour la fonction g, si
et seulement s’il existe un élément involutif J € T, tel que

d(er)o = ¢(J)oy.

Démonstration. Le point ¢ est un point critique de g, si et seulement s’il
existe y € V tel que

(*) ¢(z)o0 = ¢(y)o.

D’apres le lemme 2.1, il existe des éléments involutifs J; € J;,; tels que y =
Z§=1 Bi(xz)J;. Posons

£= 3 ()

=1
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ce qui est possible, puisque S;(xz) > 0. Alors, zz = J et yz = e. De plus, les
opérateurs symétriques ¢(z), ¢(y) et ¢(z) commutent deux a deux, puisqu’ils
sont combinaisons linéaires des ¢(c;), qui sont des projecteurs deux & deux
orthogonaux.

De la relation (x) on déduit, en composant par ¢(z), que

¢lex)o = dp(yz)o = ¢(2)d(y)o = ¢(2)p(z)o0 = d(xz)a0 = ¢(J)o0,

ce qui montre que la relation est nécessaire.

Et réciproquement, s’il existe J € J, tel que ¢(ex)o = ¢(J)op, alors il
suffit de poser y = xJ pour avoir (). En effet, si J =) J;, avec J; € Ty, on
ay=>Y, B;(x)]; et les opérateurs ¢(z), ¢(y), ¢(J) commutent deux a deux.
Donc, comme zJei = yeg,

(@)oo = p(zJ*)o0 = d(x])00 = (xT)d(J)o0 = d(y)p(ex)o = p(y)o. =
Les notations étant les mémes, si m € M(z), on considére la partie
Ym:={0€X | ¢lex)o € p(Om)oo} de X.

Proposition 2.3.  Soit x € C(A). Chaque ¥y, est une sous-variété compacte
de Y. Les variétés Y, sont deuxr a deuxr disjointes et leur réunion, quand m
parcourt M(z), est l’ensemble ¥, des points critiques de la fonction de phase
gz

Y2 = UneM(z) Ym-

Sim #m', alors Xy, et X ne sont pas contenues dans la méme composante
connexe de ..

Démonstration. Nous savons déja que X, est réunion des ¥,,. En effet, il
résulte des lemmes 2.1 & 2.2, qu’un point critique de la fonction g, correspond
a un élément involutif J € 7, et, comme 7, est réunion des orbites O, Y,
est réunion des X, .

Montrons que la réunion est disjointe. Pour commencer, nous constatons
que, si o € ¥, alors 'élément y de V qui vérifie y? = 22 et ¢(x)og = d(y)o
est unique. En effet si un élément z avait les mémes propriétés, on aurait

¢y — 2)o = ¢(y)o — ¢(2)o =0,

donc y — z = 0, car o est régulier ([2]), en tant qu’élément de . Ainsi, la

décomposition
k

y=>Y_ Bi); (Ji € Tuy)
i=1
est bien déterminée par o. Si 'on note m; la multiplicité de la valeur propre 1
dans J;, alors m est bien déterminé a partir de ¢, donc la réunion des ¥, est
disjointe.
Montrons que les ¥, sont des sous-variétés compactes de Y. Chaque
Om est une sous-variété compacte et connexe de V difféomorphe a l’espace
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homogene T'y,/S(Wm), o S(Wp,) est le stabilisateur de W,,. Les notations
étant celles du paragraphe 1 ci-dessus, on considere la variété de Stiefel

Yr ={o € ¢(ex)E | Qrlox) = ex}-

On définit Papplication x: Op — X par x(J) = ¢(J)o, qui vérifie x(Om) =
#(Om)op. Lapplication x est injective, car, si x(J) = x(J'), alors ¢p(J'—J)og =
0. Donc, comme ¢ est réguliere et Q(op) = e, on aura J' = J. Par un argument
identique, on montre que x est une immersion. Il est clair par ailleurs que 'image
réciproque de ¢(Om)og par ¢(ex) est Xp,. Mais ¢(eg) est une submersion
(lemme 1.5) et, par conséquent, Y, est une sous-variété fermée donc compacte
de 3.

Supposons que Yy, et Y, soient contenues dans la méme composante
connexe de Y. Il existe alors un chemin dans ¥ joignant le point ¢ & ¢’ ou
0 € X, et 0/ € L. Compte tenu de la connexité des ¢(Om)oo et ¢(Om)oo
nous avons un chemin dans ¢(ex)X joignant le point ¢(Wm)oo & ¢(Wm)oo.
Comme m # m’ il existe ¢ € {1,...,rger} tel que &(c;)p(Wm)oo = €;d(c;i)oo

et ¢(ci)p(Wm)oo = €t¢p(ci)oo avec €€, = —1 par conséquent il existe donc dans
I'image du chemin un élément ¢(ex)oy tel que ¢(c;)p(ex)or = 0. Nous avons,
alors 01 =35 _, d(cj)or et Q(o1) =e =375, c; ce qui est absurde. ]

Remarque. Il est clair que ¥, ne dépend pas des valeurs propres de x mais
seulement de leurs multiplicités.

3. Développement asymptotique de la fonction de Bessel

Soit z un élément de la chambre de Weyl C(A). On considére sa dé-
composition spectrale z = Zle Bi(z)C;. On sait que les C; s’expriment par
Ci= i 41 G- Soit €= (e1,...,6) € {=1,1}". On définit les éléments

T3 k
eC; = Z €jc; et onpose €r= Z Bi(z)(eC;).
j=ri—1+1 =1

Pour € € {—1,1}", on définit les ensembles de racines de V

Ei(e, ) :={y € &1 | v(ex) # 0} et Ez(e,z):={y € Es | y(ex) # 0}.

Pour i € {1,...,k}, on désigne par m;(e) la multiplicité de la valeur
propre 1 dans €C};, c’est a dire le nombre d’indices j tels que r;_1 < j < r; et
€; = 1. On pose

m(e) := (ma(e),...,m(€)) € M(x).

de sorte que Je € Ope). Si €,€ € {—1,1}" vérifient m(e) = m(€'), alors les
ensembles Zq (€, x) et Zo(€’, ) sont égaux, tandis que les ensembles = (€, x) et
Z1(€’, ) sont de méme cardinal. Par conséquent on peut parler, pour m € M(x),
de Card(E1(e,x)) = Card(E1(€,z)).
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On sait que le hessien de la fonction de phase g, au point critique o € ¥,
([7], [11]) est donné par

gZ(O’)(X,X) = _<¢(y)X’X>E' ou X € T,%,

ou y est de la forme Zle Bi(z)J; avec J; € Tz
Soit J 1I’élément involutif de V(eg, 1) défini par

J=>J

=1

Nous allons déterminer une base de T,X, orthogonale pour g¢//. On considére
un s.c.i.p.o. (¢;) de V contenant les idempotents primitifs & ’aide desquels J
s’exprime. Ensuite on considére une base orthonormée de V formée par les ¢;
(1 <i<r) et les vecteurs ﬁfj (1<i<j<r,1<t<d)obtenus a partir des ¢;
exactement comme les Ufj ont été obtenus a partir des c;.

Proposition 3.1. Soit m € M(z). Soit o un point critique de g, appar-
tenant @ ¥, . Alors la base orthonormée B de T,% formée par les vecteurs

A (L<h<) et §&—E)dph)e 1<i<j<r, 1<t<d)

est orthogonale par rapport au hessien de g, .
La dimension du noyau, le rang et la signature du hessien gll(o) sont
constants sur X, et valent respectivement

dimker g/ (o) = d Card{y € E1 | v(ex) = 0} + § Card{y € E5 | v(ex) = 0}

rg g. (0) = d Card(Z1 (e, z)) + 0 Card(Zz(€, 7))

sgugy(0) =—d Y sgn(y(ex)) —6 ) sgu(y(ex)).

YEE1 (€,) YEE2(€,x)

Le déterminant de la forme bilinéaire induite par le hessien sur [’espace
quotient
N(o) := T,%/ ker gl (o)

est donné par

rea (o 1 1
det(2(0)lney) = (~17= @[] (Grten)® ] (3r(ew)”
7651(573:) 7652(€7$)
La fonction de phase est constante sur Y., , avec comme valeur
9z(0) = Z v(ex).
YEE2(€,x)

Démonstration. On considére le hessien

g;(O')(X,X) = _<¢(y)X7X>E' ou X e€T,X.
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Notons ¥ la forme bilinéaire qui lui est canoniquement associée. En utilisant
([11], Lemma 8) on montre que B est orthogonale par rapport & ¥. Nous allons
calculer ses éléments diagonaux. On a Q(7) = ¢; et

(1) U, 7)) = ($)H, #) e = —(1, QFH))y = —(y, )y

Alors le dernier membre de (1) est non nul si et seulement §’il est de la
forme y(ex) pour une racine v € Zy(€,z). La multiplicité de y(ex) est alors
égale & 0, la dimension commune des espaces R;. On a aussi

U($(& — &)b(T3;)0, (& — &)d(T;)0)

N .

=(y, Q(C — ¢&;)(v};)o)v = —5(3/, &+ v

(2)

En effet, d’apres ([7], Lemma 1),
Q((& — ¢;)d(v];)0) = P(& — &;)Q(¢(9};)0) = P(é — &) P(v7;)Q(0)
et 1
P(w;)e = [2L°(5;) — L(55)")]e = (& + &) — 5(& + &)

d’ou (2). Donc

(G)F, 607 = — (afis(x) + €555 (x).

Le deuxiéme membre de (2) est non nul si et seulement si v € =4 (€, x), auquel
cas sa multiplicité est égale a la dimension d de ’espace V; ;.

Les formules donnant dimker(o), rggy (o), sgngy (o), det(g;(o)|n())
sont alors immédiates.

Comme o € ¥,, il existe un élément J € 7, tel que

o= ¢(ex)o + ¢(Co)o = ¢(J)og + ¢(Cop)o.

Les vecteurs ¢(Co)o et ¢(x)og étant orthogonaux dans F, on a

92(0) = (¢(x)0,00) & = {0, $(x)o0) & = ((J)00, p(2)00) E = (00, $(J)¢(z)00)

et, compte tenu de la décomposition spectrale de z = = Y. B;(z)C; et du fait
que ¢(J) commute avec ¢(z), on obtient la valeur critique g,(o). n

On rappelle que y est un point critique non dégénéré par rapport a une
sous-variété Y de X par rapport a la fonction de phase g si g;’ induit une forme
bilinéaire non dégénérée sur I’espace normal

N,Y/X := T,X/T,Y

a Y dans X . Si cette propriété a lieu pour tout y € Y, on dira que Y est une
variété critique non dégénérée.
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On détermine l’espace tan%ent T,Ym en chaqun de ses points. On
considére le groupe de Lie I'y = [[;_; K;. Soit gi son algebre de Lie. Alors,
gk = Di<;<i & ou E est l'algebre de Lie de K;, laquelle est canoniquement
isomorphe a l’algébre des dérivations de Vj.

Soit 0 € X, . On sait qu’il s’écrit sous la forme

o = ¢(ex)o + ¢(Co)a = ¢(J)oo + ¢(Co)oo
ou J € Oy C J,- Comme e = e+ Cp, tout vecteur tangent X € T,X,, vérifie
(1) X = ¢(ex) X + #(Co) X.
Le vecteur ¢(ex)X appartient & I'espace tangent T' := Tyw,.)00 (#(Om)0oo) &

#(Om)og au point ¢(Wyy)og. Mais x: O — ¢(Om)op est un difféomorphisme
(proposition 2.3), et ’espace tangent T est engendré par les vecteurs du type

k
¢ DiJi)ay ot D €t

=1

et, par conséquent, (1) implique

k
(2) X = ¢ DiJi)oo + ¢(Co)X.
i=1
Proposition 3.2.  Soit m € M(x). Si o est un point critique de g, appar-
tenant o Yy alors, TyXm = kergl(o).
Démonstration. Soit ¢ un point critique appartenant a ¥, . On sait qu’il
s’écrit sous la forme

o = ¢(ex)o + ¢(Co)o = ¢(J)ao + ¢(Co)o,

o J €Oy C Ty et J= Zle Ji. Posons ¥ = ¢g/(0) comme précédemment.
Nous montrerons que ker W = T, X, .
L’inclusion T,¥,, C ker ¥ étant évidente, montrons 'inclusion inverse.
Soit X € ker . On sait (proposition 3.1) que ker U a une base formée
par .
(i) les vecteurs 77, ou 1 <h <4 et Jé; =0,
(ii) les vecteurs (& —¢;)p(0f;)o0 ot 1 <i<j<r, 1<t <det J&=J¢ =0,
et
(iii) les vecteurs ¢(é; — Ej)qﬁ('f)fj)a pour lesquels il existe [ € {1,...,k} tel que
Jléi = Giéi, Jléj = Gjéj et €65 = —1.
Si X est du type (i) ou (ii), alors la relation (2) ci-dessus implique que
XeT,Xm.
Si X est du type (iii), alors il suffit de montrer qu’il existe une dérivation
D deT’algébre V(Ci, 1) telle que le vecteur ¢(¢;—c;)¢(9;;)o soit égala ¢(DJi)oy .
En supposant que ¢; =1 et ¢, = —1, on a
¢(Ci—C;)p(0;;)0 = ¢(Ci — ) d(0;;)b(Ci — E5)o0 = $(P(Ci—C5)0;;)00 = —d(¥;;)00-
Soit D la dérivation de I'algebre V(C,1) définie par D = [L(¢&; — ¢&;), L(7;)].
Comme DJ; = =0, on a ¢(¢ — ¢;)¢(v;)0 = ¢(DJj)og. Comme
dimker ¥ a une base formée de vecteurs de T,¥,,, on a le résultat. [
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Remarque. D’apres la proposition 3.2. une variété critique ¥, est dégénérée
si et seulement si, rg g7/ (o) = 0, et d’apres la proposition 3.1, il faut et il suffit que
Zi1(e,x) =0 et 6 =0. L’ensemble Z; (e, x) est vide si rgV =2, z = s(cy + ¢2)
avec s > 0 et € = (e1,€2) ou €163 = —1. Une algébre de Jordan euclidienne
et simple de rang 2 est isomorphe & 'algébre associée au cone de Lorentz ([6]).
Une telle algebre est de la forme V =R x W ou W est un espace euclidien de
dimension ¢. En utilisant le théoréeme 3 de [2] on détermine les représentations
régulieres des algebres de Jordan de rang 2 dont I’espace de la représentation E
est tel que 0 = 0. Elles sont données par la liste (i) ¢ =4 et dimE = 8, (ii)
g=28et dimE =16, (ili) ¢ =2 et dimE =4. Mais dimVis =qg—1et § =0
et par conséquent dim > = g — 1. Par conséquent toutes les variétés critiques de
la fonction de phase g, sont non dégénérées sauf celles qui apparaissent dans les
cas cités plus haut.
Notons, pour m € M(z), I'espace normal N(o) = T;3/T, %, et

Nm = dimN(o) = dimT,¥ — dimT, X ,.

Théoréme 3.3.  Soit x € C(A) tel que pour tout m € M(x) la variété critique
Ym Soit non dégénérée. Alors, la fonction de Bessel

J(m%z?) = /2 exp(—iTg, (o)) do

admet quand T — oo le développement asymptotique

1 1
J) Y explinga(o) + pimsengl(@)) Y " p
meM(x) =0

Le coefficient de plus haut degré pygo est donné par

Pao = |det(g(0) |noy)| / dom

m

ot doy désigne la mesure riemannienne induite sur la sous-variété ¥, de 2.

Démonstration. Soient Aq,..., A, les composantes connexes de X, . Pour
j€{l,...,h}, on note
U; = (E\Em)U Aj,

qui est un voisinage ouvert de A; dans ¥ tel que U;NY¥, = A;. Les U; forment
un recouvrement ouvert de ¥. On consideére une partition de 'unité (a;)1<j<n
subordonnée a (U;) et on applique le théoréme de la phase stationnaire ([1], [3])
a la variété Uj;, avec fonction de phase g, |UJ. , et variété critique A;. Ensuite, on
prend la somme des h développements asymptotiques ainsi obtenus et on obtient
le résultat. [ ]

Remarque. La signification précise du développement asymptotique est que
le reste d’ordre ¢, défini comme
2,2 . 1. " - —1nm—l1
R,(1) = J(t°z%) — Z exp(iTg. (o) + stgngw(a)) Z T2,
meM(x) =0
vérifie

[Ry(7)| = O(r~2mm=a=1),
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Proposition 3.4.  Soient ¢:V — H(E) la représentation d’une algébre de
Jordan de rang deuz ou E est un espace euclidien tel que 0 =0. Alors il existe
x € Q tel que la fonction de Bessel J(t%x?) tend vers une constante ¢ # 0 quand
T — Q.

Démonstration.  On sait que les composantes connexes (X;)i<j<p de X
sont ouvertes et fermées. Soit x = s(c1 + c2) ol s > 0. Soit € = (e1,¢€2)
avec €1€a = —1. On considere la sous-variété ¥, . de la variété critique .
D’apres la proposition 2.3, ¥, ¢ = ¢(O¢)oy et par conséquent est une sous-variété
compacte et connexe de X. Il existe alors j € {1,...,p} tel que ¥, C X;, en
particulier ¥, . est un fermé de ¥;. L’espace tangent T,X; ¢ est égal a ker ¥
(proposition 3.2.), dont la dimension est égale & ¢ — 1, d’ott ToX; e = T,X%;
par conséquent Y, . est un ouvert de ¥; d’ou ¥, = X;. Pour 0 € ¥, on a
9z(0) = (p(e1c1 + €2¢2)00,00) g = 0 par conséquent la fonction de Bessel s’écrit

J(r?z?) = / do; + Z /exp —i1g,(0)) doy,
P

1<I#£5<p
et d’apres ce qui précede J(7%222) — ¢ quand 7 — o oll ¢ = [s. doj. [ |
J

Remarque. Si S est une sous-variété analytique compacte d’un espace eu-
clidien F dont aucune composante connexe n’est contenue dans un hyperplan
affine de F, alors la transformée de Fourier de la mesure induite par la structure
euclidienne sur S tend vers 0 & linfini ([10], Theorem 2). D’aprés le théoréme
3.3. et la proposition 3.4, les seuls cas ol une composante connexe de la variété
de Stiefel est contenue dans un hyperplan affine sont ceux qui sont cités dans la
remarque qui suit la proposition 3.2.

4. Estimations uniformes pour la fonction de Bessel

Soit B la fonction K -invariante définie sur Q par

B)=| Y [la+Ive) 2| [] O+ v@) D%

ec{l,—1}r vy€E, YEE2
Théoréme 4.1. Il existe une constante positive C telle que pour tout = € Q,
|J(z?)| < CB(z).

Remarque. Les estimations ainsi obtenues sont précises, car, pour tout z € Q
et tout € € {—1,1}" fixé, le développement asymptotique de J(72z?) quand
T — oo obtenu au théoreme 3.3 est équivalent, modulo des facteurs constants,
au terme correspondant de B(x).

La démonstration du théoréme 4.1 occupe tout ce paragraphe. On
commence par une réduction du probléme. La K -invariance de la fonction J(z?)
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(proposition 1.6.), nous permet de supposer que z appartient & une chambre de
Weyl C(A) de V', qu’on fixe.

Nous allons démontrer le théoréme en utilisant les résultats de [5] sur les
intégrales oscillantes dépendant d’un parametre. Plus précisement on appliquera
a la fonction de Bessel la proposition suivante qui est une conséquence directe de
([5], Proposition 12.2., Corollary 12.3.).

Proposition 4.2. Soit X une variété compacte de classe C*° de dimension
d. On suppose qu’elle est munie d’une densité positive dx de classe C*°. Soit ©
une variété différentielle. Pour chaque 6 € © on considére la fonction vectorielle
de classe C*

8o = (91,97 . '795,9)3X — R®
s

Pour T = (11,...,75) € R®, on note Tgo(x) = >_;

lintégrale oscillante

_1 Tigje(z) et on consideére

I(gp, T) := /Xexp(—irgg(x)) dx.

On considére la partie ©y compacte de ©. On fait les hypothéses suivantes:
1. Il existe une filtration

X=XpD2X1D...0X;D0Xs41=0

de X par des sous-variétés compactes, chacune munie d’une densité positive, et
un ensemble fini P d’indices satisfaisant les conditions:
(i) Pour tout p € P et tout i € {1,...,s}, X, , est une sous-variété compacte
de X de dimension pure d;,, munie d’une densité positive de classe C*°.
(ii) Pour tout i € {1,...,s}, X; est une réunion disjointe des X, :

Xi = Upep(i) Xip
ot P(i) est une partie de P dépendant de i.
(iii) Pour tout p € P fixé, on a la filtration

X:XO,]) DX]_J)D “ e DXS,p DXS_|_]_,p:@

2. Pour tout i € {0,...,s—1}, X;11 est la variété critique non dégénérée de la
fonction git16 |x, -
3. Pour tout i € {0,...,s — 1}, on considere le fibré tangent TX;, 1 comme un

sous-fibré vectoriel de (TX;) |x,,,. On suppose qu’il existe un sous-fibré N1
de (TX;) |x,,, tel que

(a) (TXi)|x,,, = TXiy1 ®@ Niy1 et

(b) pour tout j >i+1, dgje |n,.,=0.

On fize une fonction de classe C* croissante [: [0, +oc[— R telle que

1 s17<1
T S1T>2

I(7) :{



290 KALLITERAKIS

Alors il existe une constante C > 0 et un réel n > 1 suffisament grand tel que
pour tout 0 € Og et tout T qui vérifie T >N > ... > 0711, >0, on ait

° _ dip—djti,p
I(gs, [ <C D ][ U(my) CH

peP j=1

Nous allons maintenant montrer que la fonction de Bessel J(z2) est une
intégrale oscillante dépendant d’un parametre qui appartient a la chambre de
Weyl ouverte C(A)°. Pour cela a chaque partition ordonnée de A on associera
une partie conique de C(A). Plus précisement soit II I’ensemble des partitions
ordonnées de ’ensemble A des racines de V. Un élément de Il aura la forme
m = (S1,...,5s) ou chaque S; est une partie non vide de A et

A = UlSlSS Sl-
Pour z € C(A) et m = (Sy,...,Ss) € I, et pour chaque I € {1,..., s}, on définit
la S;-composante de © comme étant
Silz] = ) a(x)ar,
aES’l

et,si 7= (11,...,7s) € R®, on pose
S
(T ) =Y _7Sa].
=1

Pour p > 1, on considére la partie compacte P(u) de la chambre de Weyl ouverte
C(A)°

P(p) ={z € C(A)° | pour tout « € A, — < a(z) < 1}.

=~

Pour tout n > 1, on définit I’ensemble
Prypn)={z=(12")s | 2’ €P(p)et 7o >nmp>...>n"" 11, >0}.

D’apres ([5], Lemma 11.5 et la relation 11.24, p.376) la chambre de Weyl est
une réunion finie d’ensembles de la forme P(m,u,n). Par conséquent pour un
élément = de C(A) on peut supposer = € P(m, u,n). La fonction de phase g,(o)
de J(x?) s’écrit alors

gw(o-) = <07 ¢(x)00>E' = Z Tjgj,ﬂﬂ’(o-)ﬂ

952 (0) = (o, $(S;[z'])00) &-

La fonction J(x?) avec les notations de la proposition 4.2 s’écrit

J(a?) = /E exp(—iTg(0)) do = I(gu, 7)
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ol g, est la fonction vectorielle g, = (91,275---,9s27): 2 — R® c’est-a-dire
I'intégrale oscillante associée a la fonction g, .

Nous allons définir une filtration de la variété de Stiefel ¥ qui vérifie
les hypotheses de la proposition 4.2. Compte tenu de ’hypotheése 1. (ii) de la
proposition 4.2, et les fonctions de la phase g, pour j € {1,..., s}, les éléments
de la filtration seront les sous-variétés critiques décrites a la proposition 2.3, qui
dépendent de la donnée d’une partition ordonnée 7 € II. Pour les définir nous
aurons besoin d’introduire quelques notations.

Soit m = (S1,...,8s) € I. Pour chaque j € {1,...,s}, on note

S;j=581U...US; et k(j):=CardS;

ce qui implique évidemment que k(s) = CardA =r.
On considére I'ensemble des idempotents a* € A tels que a € §;. On
ordonne ces éléments selon 'ordre croissant de leur rang:

* o — * * \ e *

{a* e Alae St ={a] ... 0py it T <. <Tr(),; OU Tij =180,
Ensuite on pose, pour 1 <17 <k, C; ; := a; ;— o4 ; en convenant que o ; = 0
(et donc 79; = 0). Les idempotents C;; s’expriment aussi en fonction du
s.c.l.p.o. (¢) quon a fixé: C; ; = Z;;ii_1j+1 ¢;. Notons e; I'idempotent

k(3)

ej = Cij.
=1

Soit alors m; = (my j,. .., Mmgy),;) € Mj = Higl){o, e i —Tic1) un k(5)—
uplet d’entiers vérifiant les inégalités 0 < m; ; < r; j —r;—1 ;. On lui associe

I'élément involutif de 'algebre V' (e;,1)

k(5)
Wj,mj = E Wi,j,mja
=1

ou
Ti—1,j 1t Ti,j
W’i,j,mj = E C] — E Cy
I=ri_1,;+1 I=ri_1,;+m; ;+1

est un élément involutif de V(C; ;,1).

Soit K; ; la composante connexe de I'identité du groupe Aut(V(C; ;,1))
des automorphismes de ’algebre de Jordan V(C; ;,1). Soit O;,jm,; lorbite de
W;m; sous l'action de K; ;. Un élément involutif J;; de O;;m; sera de la

forme
Ti,j

/
Jij = E €1cy,

l=r;_1;+1

ol ¢ € {—1,1}, m; est le nombre d’indices [ pour lesquels ¢, =1 et (c]) est un
s.c.ip.o. de V(C; ;,1).



292 KALLITERAKIS

Un élément involutif J de V(ej,1) sera dit compatible ¢ © §’il a la
forme J; = Y°F9) J, 5 ot J; est un élément involutif de V(C;;,1). On note
Jj(m) Pensemble de ces éléments J. Le groupe produit I'; := Hfgl) K, ; opere
naturellement, sur J;(m). Soit O m, l'orbite de W; , sous I'action de T';. Les

éléments de O m; sont de la forme J; = ngl) Jij ou chaque J;; appartient

é’ 07'7.771113 :
On fixe maintenant une partition 7 = (S1,...,Ss) € II. Pour chaque
j €{1,...,s}, pour chaque m; € M;, on définit la sous-variété ¥; ,, de ¥ par
k(5)
Sim; ={0 €% | 6> Cij)o € $(Ojm;)o0},
i=1
en convenant que Yo m, = ¥ et 3, = O pour j > s. Soit maintenant
€= (€1,...,€) € {—1,1}". On lui associe I'’élément involutif J. = >";_; €c ce

qui nous permet de définir €C; ; = J.C; ;.

Soit alors m; ;j(€) la multiplicité de la valeur propre 1 de €C; ;. Cest
aussi le nombre d’indices [ tels que r;_1 ; < 7 < r;; et ¢ = 1. Il nous permet
de poser

m;(€) 1= (mq ;(€),.. .,mk(j),j(e)) €eM; et jc:=X;m, (e

Proposition 4.3.  Soient 7 = (S1,...,5s) €Il et € = (e1,...,€6) € {—1,1}".
Pour chaque j tel que 1 < j < s, la sous-variété ¥j de X est compacte et de
dimension pure. On a les inclusions ¥j¢ C Xj_1¢.

Démonstration.  D’apres la proposition 2.3, ¥; . est une sous-variété com-
pacte de Y. La proposition 3.2 montre qu’elle est de dimension pure. Soit
o € Yje. Il faut montrer que

k(3—1)

(%) $( Y Cij—1)0 € $(Oj_1,m;_,(e))00-

=1

Soient r; = minrg8*, et R; = maxrgB*, ou 8 € 5']-. Dans un premier temps,
on suppose que S; ne contient qu'une racine, soit «. Ainsi S‘j = ~j_1 U {a}.
On distingue trois cas:

Premier cas: rga* < r;. Soit S I'unique élément de S'j tel que rgB* = r;.
L’hypothese o € ¥, ¢ implique alors

k(3)

(b(z Ci,j)O' S ¢(Oj,mj (6))0’0.

Compte tenu de I'hypothése rga* < r;,ona a* = () ; et f*—a* = Cj4q1,;. Ilest
clair par ailleurs que Cj ; +Cj41,; = f* = C; j—1. Par définition méme des m; ;,
la multiplicité de la valeur propre 1 de I'involutif Wi ;m () est mi; +miy1,; =
myj—1- Donc Wu,mj(e) + Wl—}—l,j,mj(e) € Ol,j,mj(e)- ~COIIlI{le Kl,j X Kl+1,j est
un sous-groupe de Kj ;_1, et comme, par hypothese, S; = S;_1U{a}, on a (x).
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Second cas: r; < rga* < R;. Soient B et [, les deux racines appartenant a
S'j_l dont les rangs sont consécutifs et telles que g* < a* < 7. L’hypothese
o € ¥ implique que o s'écrit sous la forme o = ¢(J)og + ¢(e — e;)o pour un
élément involutif J de V(e;, 1) appartenant & O m (-

Soit I l'indice (1 <1 < k(j)) tel que Cp;_1 = B7 — B*. L’idempotent C;;_1 se
décompose en C; ;1 =Cy;+Ciy1 5 ou Cpj = = pB* et Cpyq1; =pf —a* la
multiplicité de la valeur propre 1 de I’élément involutif W ; m () est my;—1 =
myj +myp1,5. Done Wi;+ Wity ; € Opjm;e)- 1l est clair que Kj; x Kjq1,5 est
un sous-groupe de K ;_;. Par conséquent o vérifie (x).

Troisiéme cas: rgo* > R; L’hypothese o € X; , implique que o a la forme
o = ¢(J)oo+¢(e—ej)o pour un élément involutif J € O . Comme les algebres
V(Ci,j,1) sont orthogonales

k(j—1) k(j-1)
(Y Cij-))I=J €0j1m,_1e € (>, Cij1)le—e;)=0
=1 =1

et par conséquent
k(j—1)

é( Z Cij—1)0 = ¢(J)og

ce qui montre (x) dans le troisieme cas aussi.
Si S; contient plusieurs racines, on raisonne de proche en proche en
combinant les trois cas précédents, et on obtient le résultat. [ ]

Pour 1 < j < s, on considere la sous-variété réunion disjointe des X;
Y = Uee(1,13r e

de la variété de Stiefel, ce qui d’apres la proposition 4.3, nous donne bien une
filtration
Y=%1D¥X1D...0%8; D ¥ =0.

Proposition 4.4. Pour 0 < j < s, l’ensemble critique de la restriction de la
Jonction gji1,. a X; est la sous-variété ;.

Démonstration. Soit ¥' = {0 € ¥ | g}, ,,(0) = 0} I'ensemble critique de
la fonction gjy1,. Il faut alors montrer que X' NY; = X,4;. On suppose que
S;j+1 ne contient qu’une racine, qu’'on note . Si o € ¥’ N, d’apres le lemme
2.2, et la définition de X;, o vérifie les deux conditions

o= ¢(J)oo + ¢le —a*)o avec J? = a*o = ¢(J;)oo + (e — e;)o.
Avec les notations de la proposition 4.3 on distingue trois cas:
Premier cas: rga* < rj. Alors on a ¢(Cij )0 = ¢(J1,;)00 avec

JIZ’J == Cl,j et

¢(Cr,5)0 = ¢(a*)o + ¢(C1 — a*)o = ¢(J)oo + ¢(C1 — a*)o
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il vient donc

¢(J1,5 — J)oo = ¢(C1,; — a*)o.
On calcule Q(¢(J1,; —J)oo) = Q(¢(C j —a*)o) ce qui implique que J; j —J est
un élément involutif de I'algebre V(C; ; — a*, 1), et par conséquent o € ¥;1.
Second cas: r; < rga* < Rj. Soient B et i les deux racines appartenant

a S‘j dont les rangs sont consécutifs et telles que rg8* < rga* < rgfi. Soit
[ Tindice (1 < I < k(j)) tel que Cj; = B — *. On a alors ¢(Cy )0 =
¢(J1.4)o0 avec J7; = Cij et ¢p(a*)o = ¢(J)oo = ¢(8*)oo + dp(a* — f*)o et
comme ¢(S*)o = ¢(J')op on montre comme dans le premier cas que J” =
J — J' est un élément involutif de 1'algebre V(a* — *,1). Mais ¢(87 — 5*)o
= ¢(B7 — a*)o + ¢(a* — B*)o ce qui implique que ¢(B7 —a*)o = ¢(J;,; —J")oo
donc J; j—J" est un élément involutif de algebre V(8 —a*, 1) et par conséquent
o c Ej+1.
Troisiéme cas: rgo* > R;. Alors ¢(a*)op(J)og = ¢p(a* —e;)o + ¢(ej)o, donc
¢(a* —ej)o = ¢(J —Jj)oo, ce qui implique que J —J; est un élément involutif de
lalgebre V(a* —ej,1) et par conséquent o € ¥;11. Si Sj41 contient plusieurs
racines, on raisonne de proche en proche en combinant les trois cas précédents,
d’ou l'inclusion ' N¥; C ¥,4;.

Réciproquement soit ¢ € X;;;. Compte tenu de la proposition 4.3
il sufffit de montrer que o € ¥'. On peut supposer que ¢ € X 1. Soit
a € S;41 la racine telle que rga* = maxrg 8* ot B € Sj41. Il suffit de mon-
trer qu’il existe y € V(a*,1) tel que ¢(S;+1[z'])o0 = ¢(y)o. Mais, comme
0 € Yjt1,, il existe un élément involutif J;,, € Oj+1,mj+1 tel que l'on ait
o= ¢(Jjt1)00 + Pp(e — ejtr1)o. Cet élément vérifie J; 1 = Zk( it 41 avec
Ji2,j+1 = Ci,j_lr_]_ et Ji7j+1Jil,j+1 = 0 pour i # i’. Soit Sj+1 = {011,34_1, .. ap,ﬁ_l}
avec, pour tout ¢ € {1,...,p— 1}, rgoz;*jJr1 <rgajy i Alors

Sjy1la’] = Zo‘i,j-l-l( g-|-1 Z Brj+1(z) (o] J+1 07—1,j+1)

olt Brj1 1= Dimj Qi1
On considere les éléments Jj de V(a*,1) définis par Jj := of ;1 Jj41
pour 1 <[ < p. Il est clair alors que Jl’2 =0y, En effet, il existe un indice
s€{l,....k(F+ 1)} tel que of ;,, = >/, Ciji1, donc
k(j+1) s
g =0ofj1di = Z Cij+1)( Z Tigi) =Y Jigea=Ji,
i=1
et
S
Z 2= Cijri =0l
i=1
Soit y I’élément de V(a* ,1) défini par y = >0, Bij+1(2")Jj4+1. On a donc
P(y)o = ¢(y)$(Jj+1)00 =¢(ij+1)00

=¢ Z Brj+1(2') I 41)00 = ¢(Sjr1[z']) o0,

et par conséquent o € ¥’ NY;, d’ou le résultat. [ ]
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Soient Gj . les fonctions définies sur la variété de Stiefel par

Gja (o) = ((b(gj[ml])aa 00) E-
pour 0 < j <s. D’apres la proposition 2.3, ’ensemble critique de G . est X;.

Proposition 4.5.  Pour tout j € {0,...,s — 1}, le hessien g7, ,,(0) de la
restriction de la fonction g1, 4 X est non-dégénéré sur l’espace normal

Nj—l—l,e = Tozj,e/Tan—i—l,e-

Démonstration. Pour chaque j € {0,...,s — 1}, on considére I’élément

k(5)

yi =Y Bii(Sile')Ji;
i=1
de sorte que, pour X € T,X,

(1) Gy (0)(X, X) = —(¢(y;) X, X) p.

On utilisera aussi cette relation avec j + 1 a la place de j. Il s’ensuit que

(2) G o (0)(X, X) = Gy i (0)(X, X) = (¢(y; — yj+1) X, X)p

et, par polarisation,

(3) Gy (0)(X,Y) = Gy o (0)(X,Y) = (d(y; — yj4+1) X, Y ) B

On considére maintenant la restriction de la forme bilinéaire définie par (3) a
I'espace tangent T,%; . D’aprés la proposition 3.2, ker G ,.(0) = T,;X;e, et
par conséquent (3) implique

(4) 410 (0)(X,Y) = (d(y; — yj+1) X, Y)p.

pour X,Y € T,¥; .. Et comme y; et y; 1 sont tels que ¢(y;)o = ¢(S;[z'])o0

et ¢(yj+1)0 = ¢(Sj11[z'])oo, on a

(5) d(y; — yj+1)0 = ¢(Sjt1[z])oo

ce qui montre que o est un point critique de la restriction de gj 1. a Xj¢
(proposition 4.4), et par conséquent on a ’égalité

©) 1w (@)X, Y) = gy (0)(X,Y) XY €T, 50
Donc pour montrer que g7, ,(0) est une forme bilinéaire non dégénérée sur

9 . . A s 1"
lespace normal Nji1.e:=To¥je/To¥jt1,e , il suffit de montrer que G7; /(o)
est non dégénérée sur ce méme espace.
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On considere I'élément involutif J; = Zfﬁjl) Ji; avec la convention
Jo,e = 0. D’apres la proposition 3.1, une base standard B de T,X est or-
thonormée pour le produit scalaire de E et orthogonale pour GY,, ,/(0). Une
base de Nj;1 ¢ est formée par les vecteurs des trois types suivants de la base B:
(i) les vecteurs 7 ot 1 < h <4, CiJje =0 et ¢;Jjr1,.e #0,
(i) les vecteurs ¢(&; —&)p(05)c ou 1 <i<I<r, 1<s<det ¢Jje=20Jje=
0=0cJj+1e=0,et ¢;Jjt1.e ;é 0 et
(iii) les vecteurs les ¢(¢; — ¢;)¢(9;;)o pour lesquels il existe:
(a) un indice 1 € {1,...,k(j)} tel que ¢;Ji; = €iCi, CiJ1j = €;Cj, €65 = —1,
(b) deux indices p,q € {1,...,k(j+ 1)} tels que

Cin,jJrl = €;C; et Cqu,j+1 = EjCj.

(les vecteurs (i) et (ii) apparaissent si et seulement si rge; < rgejiq1 et d # 0).
La matrice de G7,, ,,(0) par rapport a cette base étant diagonale, il suffit d’en
calculer les éléments diagonaux. Les calculs sont analogues a ceux faits dans la
preuve de la proposition 3.1,

o () = ~(@lug127h i) =~ (00700, QU
— (Yj+1, G)v = €Bi(Sj31["])

(7)

qui est non nul car ¢;Jj41,. # 0.
Pour les vecteurs du type (ii), on a

G412 (0)(D(& — &) p(V7y)0, $(E — &) (7))

(8) = — (Yj+1, Q(¢(&i — a)p(V)0))v
= e E @y =~ pefign (Gl

qui est non nul car ¢;Jj41,e # 0.
Pour les vecteurs du type (iii), on a

12 (0)(D(E — &) (050, (& — &) () )
(9) 1 & ' 1 S !
=§615q,j+1(5j+1[$ D) - §€l5p,j+1(51‘+1[$ D

qui est non nul car B, j41(Sj4a[2]) # By 1 (Sale’])

Donc G” el /(o) est non dégénérée, puisque sa matrice dans la base B
est diagonale avec tous ses éléments diagonaux non nuls. ]

Remarque. Les relations (7), (8) et (9) ci-dessus nous permettent, connaissant
une partition m € II et un élément z' de C(A)°, d’exprimer la dimension de
I'espace normal N, (o) en fonction des racines de V. Pour cela, considérons

élément S;[z'] = ngl) Si[z"] de C(A), dont la décomposition spectrale est

k(5)

Sjla’] = Z Bi,i (Si[2')Cs ;-
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Les racines f3; ; appartiennent a =, et les ,Bm-(gj [2']) sont les valeurs propres

strictement positives et distinctes de S;[z']. Pour € € {~1,1}", on note comme

précédemment
k(4)

eSi[2']1 = Bii(Sila']) i e,
i=1

ou pour tout i € {1,...,k(j)}, Jije = €Ci; = E;;]}i_l,j+1€lcl avec

Tij = I8 22:1 Cp,; - Posons
= (€,5;x"]) := {y € E1|7(eS;[z']) # 0 et v(eS;_1[z']) = 0},

Zh(e, §le')) = {7 € Zalr(eS;[a’]) #0 et y(eS;_ale')) = 0}.

Soient v; = Card 2 (e, S;[z']) et p; = CardZ)(e, S;[z']). Le nombre p; s'ex-
prime aussi par p; =7 j —Ti41,j41- Alors, la dimension du sous-espace vectoriel
N1 de Nji1, engendré par les vecteurs du type (i) est égale & dp;q1. La
dimension du sous-espace vectoriel Ny de Njii . engendré par les vecteurs du
type (ii) et (iii) est égale & dvj;1. Comme Njiqe = N1 @ Na,

(*) dim Nj+1,e = 5/1'3'—}-1 + de+1.

Enfin on remarque que, pour &’ € C(A)® et pour 7 € II fixée, les nombres ;41 et
vj+1 ne dépendent que des multiplicités des valeurs propres de S;[z'], Sjy1[z'] et
Je. On considere I'injection canonique %;41: %41, —+ 3j ¢ et on identifie le fibré
tangent TX;1 ¢ & son image dans 4}, ,TY; ¢ par I'injection canonique. On note
Nji1,e le supplémentaire orthogonal de TX;; . dans z;‘ +1T%; ¢, de sorte que
1541725 = TXj11,.e ® NXje. Clest un fibré vectoriel sur ¥;11 ¢, dont la fibre
au-dessus de o, notée N, 1 ¢, est canoniquement isomorphe & ToX; ¢/ToX 11 .

Lemme 4.6. Pour tout oo € A pour tout j € {1,...,s — 1}, et pour tout
ec{-1,1}",

(Njt1,e; 0(a*)o0)E = 0.
Démonstration. Soit 0 € ¥;11 . On consideére la base de ’espace normal
Njt1.e vue dans la démonstration de la proposition 4.5. On montre que, si

¢(Ci — ¢;)$(97;)o est de type (iii), alors quel que soit a € A,

(9(¢; — ¢;)8(05;)0, d(a”)oo)E = 0.

G(Ci — &) p(05;)0 = (& — ;) p(v5;) (€ip(Ei)ao + €p(E5)a0) = £b(Ci — 5)P(05;) 00
et, par la décomposition orthogonale de E = ¢(V)o & T,X on a

((ci — ¢;)¢(07;)00, p(a*)o0) & = 0.

En particulier ceci montre le résultat si rge;j 1 =rge;.
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On suppose maintenant que rge; < rgejii. L’élément o de Xy
s’écrit alors

0 =¢(Jj11,e)00 + dle —ejr1)o

ou
rgejqt T
Jjt1,e = E €:Ct, € —€jy1 = E Cp-
t=1 p=rgejt1+1

On note A; ={1,...,r8e11}, As = {rgej41 +1,...,7}. On considére
les vecteurs de la base de ’espace normal des (i) et (ii), & savoir
(i) les vecteurs 7% ot 1 <h <4, ¢J;e=0 et ¢Jjr1e #0,
(ii) les vecteurs ¢(¢; —¢1)p(v5)c ol 1 < i<l <r, 1 <s<det ¢;Jje=0Cje=
0= 51Jj+1,e = 0, et EiJj+1,e 75 0,
On distingue deux cas.
Premier cas: rgo* <rge;iq. Alors,

(p(Ci — &) p(v;)) 0, d(a*)o0) B

@) = — €;(p(0;])(Ci) o0, (™) oo) e + —€i(B(77)p(Cr) o, d(a™)o0) E-

Le premier terme du second membre de (1) est nul car ¢(a*)E C ¢(ej41)E et
(p(ej+1)E, ¢(¢)E)E = 0 quel que soit | € Ay. L’espace ¢(¢;)E = E; admet la
décomposition en somme directe orthogonale

E; = ¢(Vii)o ® (#(ci)d(D1<izj<r Vijo)) © Ri.

En utilisant le résultat ([11], Lemma 7), on a encore la décomposition en somme
directe orthogonale

(*)  Ei=¢(Vii)o & (¢(ci)d(Djea,\ (i} Vis)o) ® ((ci)d(BpeaVip)o) & Ri.

On a évidemment

(2) 71 € R;

et, comme [ € As,

(3) P(U7)¢(@)o € d(c) p(DpeaVip)o-

Le fait que 7 € A; implique que

(4) ¢(Vii)o @ ((ci)p(Djearn iy Vi) o) = d(Vii)oo + (d(ci) p(Dje a\ a3 Vig)o0)-
L’hypothéese que o € A et que rga* < rge;jp; implique que

a* € V(ejt+1,1). On considere la décomposition de Peirce de I’algebre V(e;41,1)
par rapport au s.c.i.p.o. (¢j)jeca, - Par conséquent o* s’écrit

(5) ot =) et Y tym,

JEA1 j<m
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ou ajj € Vy; et oy € Vjp,. Alors, comme ¢ € Ay

(6) ¢(Ci)p(a)oo € p(Vii)oo + (¢(ci)d(®jea,\(i}Vij)o0)-

Compte tenu de la décomposition (x), (74, #(¢;)p(a*)og) g = 0 et par conséquent
(7) (Fh, $(a*)o0) 5 = 0.

Reste a étudier le second terme du second membre de (1). Il est égal a

(p()d(cr)o, ¢(”)oo)e = ((05)b(C1)a, 4(Ci)p(”)o0) E = 0.

Compte tenu des relations (6) et (3) et de la décomposition (x) de E;,

(8) (¢(vp)¢(@)o, ¢(a”)ao)E = 0.

Par conséquent le résultat est établi dans le cas ou rga* <rge;t;.

Deuzléme cas: rgeji1 < rga*. On considere a nouveau les vecteurs des types (i)
et (ii). L’hypothése implique que a* s’écrit comme somme de deux idempotents
orthogonaux

9) a* =ejr1+ " —ejta.

Pour un vecteur du type (ii), c’est a dire de la forme ¢(¢; — ¢)¢(95)o ou
57;Jj+17€ = Giéi et 51Jj+17€ = éiJj7e = éle7€ = 0,

(p(ci —a)op(v))o, p(a™)oy g = —€i{d(V5))P(Ci)o0, p(ej+1)00)E
(10) — €i{d(V5)P(Ci)o0, p(a™ — ej41))00)E
+ (#(05)9(C1)o, dlej+1)00) B
+ {¢(07)d(@)o, p(a* — ej41))00) B

Le premier terme du second membre de (10) est égal & 0 car V(i,j) € Az x Ay les
espaces E; et E; sont orthogonaux. Le troisieme terme est égal a 0 comme on
I’a vu au premier cas en prenant rge;y; =rga”. Le quatriéme terme est égal a
0 car E; C ¢(ej+1)E et (p(ej+1)E, p(a* —ejr1)E)p = 0. Il nous reste donc a
montrer que

(11) (#(071) (i) o0, p(a)o0) & = 0.
On considere la sous-algebre V(e —e;11,1). Alors
(e—ejr1)(a” —ejp1) =" —ejp1 —e€jp1 tejr1 =a” —ejn

et par conséquent, a* —e;y1 € V(e —ej41,1).
On considére le s.c.i.p.o. de V(e — ej41,1) et la décomposition de Peirce de
V(e —ejt1,1) par rapport a ce s.c.i.p.o. Alors

(12) @' =D apt Y. m

pEA3 p<m
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ou apm € Vpp,p (et en particulier oy, € V,,). Comme [ € Ay,

(13) $(@)p(e* — ejr1)o0 = dplom)oo + @) D dlam)oo).

meA2\{l}
Comme ¢(¢;)p(05)00 = $(05)P(¢1)00, la relation (11) s’écrit
<¢(El)007 d)(a’* - €j+1)0'0>E =0

et a laide de (13), ainsi que des lemmes ([11], Lemmas 6, 7) (i € Ay, j € Ag),
on trouve

(14)  {@(7)o0, d(au)oo) s + ($(35)00, (@) (Y $(um)oo))s = 0.

meA2\{1}
Il nous reste donc & montrer que, pour les vecteurs du type (i),
(15) (71, d(*)oo)g =0 ot GJji1.e =€ et GJje=0.
En utilisant & nouveau (9),
(16) (Fh $(ej11)00) B + (7, $(* — €j11)00) -
Le premier terme est égal & 0 car on est dans le premier cas avec rga* =rge; 1.
Le second terme est égal a 0 car E; C ¢(ej+1)E et (¢(ej+1)E, dp(a*—ej41)E)p =

0. Par conséquent, ’assertion est démontrée. ]

Proposition 4.7.  Pour tout 0 € Xj 11 et tout k> j+1, on a

g;c,:z:’ (U) ‘Na2j+1,s =0.

Démonstration.  Supposons que Sp = {a14,...,01k} avec rgay, < ... <
rgay - Soit
P
Sla'] =) airl(a)ogy.
i=1

On considere I'application g (o) = (o, ¢(Sk[z'])o0)E ol 0 € . On a

ko' (0) =Y (@) (0, $(0f 1) o0) E-

=1

Si o € Xjt1e, ona gp(0) = 30, k@)X, d(a])o0)r ol
X € TyXjt1,e. Mais d’apres le lemme 4.6,

g;c,w’(o-) ‘Nazj+1,s: 0. u
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Démonstration du théoréme 4.1: Les propositions 4.3. a 4.7. impliquent
que les hypotheses de la proposition 4.2. sont satisfaites pour les fonctions g; 4
et la filtration (X;) de la variété de Stiefel.

On prend comme O la partie compacte P(u) (u > 1) de la chambre
de Weyl ouverte C(A)°. D’apres la Proposition 4.2, pour tout = € II et tout
p > 1, il existe une constante positive C’ et un réel n(m, ) > 1 tels que pour
tout x € P(m, u,n(mw, 1)) on ait

(+) RICIE SN | GO

ou d’apres la remarque suivant la proposition 4.5 la dimension de ’espace normal
est donnée par

(1) Nje= dim Nj,e = 5,&] + dl/j.

Soit © € P(m,p,n(mw,pu)). Soit p le plus grand indice j tel que, pour tout
a € S, a(x) > 0. Ainsi, Spyi[z] = ... = Ss[z] = 0, ou, de fagon équivalente,
Tp41 = ... =T, = 0.

Pour € € {—1,1}" fixé,
5 1 P 1
(+%) [T tmpym=moe < IT Ury)~2me
j=1 j=1

puisque {(7;) > 1 pour tout j.

Soit v € E;. Soit le plus petit indice j € {1,...,p} tel que v €
=4 (€, 5;]]), ce qui implique que y(eS;[z])) # 0. Ceci entraine que, parmi les
racines dont < est combinaison linéaire, il y a o € S;. Il est alors clair que
a(S;j[z]) > 0. Par conséquent,

(2) 1+ |y(ex)| < (2r + 1)7;.

Soit v € E3. On suppose que y € Ey(e, S’l[m]) pour un indice I € {1,...,p}. A
nouveau vy(€S;[z]) # 0 et, pour la méme raison que ci-dessus,

(3) L+ [y(ez)| < (2r + 1)m.

Les relations (xx), (1), (2) et (3) impliquent

P
N U im _d _4
@ [ tmp2me <C'2r+ )™ T 0+ Iv(e)))2 [] @+ y(ex))) 2.
Jj=1 YEE, YEE2
On en déduit I'estimation de la fonction de Bessel
im _d _s
5) @) <@+ [T @+ v(ex))™2 ] A+ v(ex)) 2,

YEE, YEE,
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comme pour v € =5 on a |y(ex)| = |y(z)| en posant C'(2r + 1)4m= = C” on
obtient

© @) <" Y J[a+en))E ) ] @+ y(ex))) %,

ec{—1,1}7 y€E, YEE2

L’estimation (6) est uniforme sur P(m, p, n(7, ). Mais la chambre de Weyl C(A)
est réunion finie d’ensembles de la forme P(m,u,n(w, 1)) ([5], Lemma 11.5. et
la relation 11.24, p.376), par conséquent il existe une constante positive C' telle
que pour tout z € C(A)

M E)<cl > I a+hen=2 | I a+he))2.

ee{—1,1}7 v€E; YEE2

Compte tenu de la K -invariance de la fonction de Bessel, on obtient I'estimation
uniforme sur €2
|7(z*)| < CB(z)

et le théoreme est completement démontré. [ ]
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