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Résumé. Dans le cadre d’une algebre G nilpotente graduée de rang 3, nous
établissons d’abord quelques résultats algébriques et topologiques d’une trans-
formation de Fourier introduite par N.J. Wildberger [13] sur un groupe de Lie
nilpotent général. Ensuite, si P est un opérateur différentiel homogene invariant
a gauche sur le groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algebre de Lie G
et (¢ 3,) une représentation unitaire irréductible de ce groupe, nous contruisons,
sous une hypothese d’homéomorphisme linéaire, une paramétrix de 'opérateur
(e He) (P). Sous une deuxieme hypothese plus forte d’homéomorphisme linéaire,
nous construisons un inverse exact de W(g’Hg)(P). Cet inverse est un opérateur
pseudo-différentiel dont le symbole est dans une classe de R. Beals.

Introduction

Soient G une algebre de Lie réelle nilpotente et G le groupe de Lie connexe
et simplement connexe d’algebre de Lie G, l'application exponentielle est un
difféomorphisme global de G sur G et nous identifierons dans la suite le groupe G
avec l’algebre G.

L’algebre de Lie G est graduée de rang r si G est la somme directe de
sous-espaces G;,1 < i <r, tels que [G;,G;] C Giyj avec Giy; = {0} sii+j>r.

Si lalgebre de Lie G est graduée de rang r et si P est un opérateur
différentiel homogene invariant a droite sur le groupe G qui vérifie la condition
de Rockland, c’est-a-dire tel que pour toute représentation unitaire irréductible 7
de G, l'opérateur 7(P) est injectif dans I'espace de Schwartz de la représentation
7, Melin construit dans [10] une paramétrix de m(P) apres avoir développé un
calcul symbolique utilisant la transformation de Fourier classique.

Egalement dans le cas du groupe de Heisenberg, Melin donne dans [11] une
version sous forme de paramétrix des résultats de Geller [5] et dans le cas d'un
groupe de Lie nilpotent homogene, Christ, Geller, GLowacki et Polin développent
dans [4] un calcul pseudo-différentiel sur le groupe et, généralisant la condition de
Rockland, ces auteurs donnent un critere général d’existence d’une paramétrix.

Dans la suite, nous supposons que ’algebre est graduée et nous considérons
€ € G* tel que l'orbite O(&) dans la représentation coadjointe de G dans G* soit
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en position générale. Si ‘H est une sous-algebre de G maximale subordonnée a &
(< & [H, H] >= {0} ), nous notons 7 ) la représentation unitaire de G induite
par la représentation h +— e?<4"> de H dans C, d’apres [8] la représentation T(&H)
est irréductible .

Si G est graduée de rang r = 2 et ¢ appartient a l'espace de Schwartz
S(G), alors 'opérateur m () a un noyau qui ne dépend que de la restriction de
la transformée de Fourier ordinaire ¢ a l'orbite O(&) de £ dans la représentation
coadjointe de G dans G*. Si r > 3, le méme résultat est obtenu en remplacant
la transformée de Fourier ordinaire par une transformée de Fourier introduite par
Wildberger dans [13]. Cette transformée de Fourier utilise le calcul de Weyl (voir
[7]) pour composer des symboles définis sur 'orbite O(§).

Dans notre article, nous nous limitons au cas ou l'algebre de Lie G est
graduée de rang 3.

Au premier paragraphe, nous construisons une sous-algebre H, subordon-
ne¢ a ¢ maximale et nous réalisons explicitement la représentation 7 ) de G
dans un espace L?(X) (ot X est un certain sous-espace supplémentaire de Hg
dans l'algebre G), nous en déduisons une carte 0¢(x,p), (z,p) € R? xR, de O(¢).
L’opérateur (¢ ,)(w) a alors un noyau qui ne dépend que de la restriction de la
transformée de Fourier au sens de Wilbberger FW ¢ a lorbite O(€) (voir (1.18)).

Aux deux paragraphes suivants, a partir de la carte 6¢(x,p) nous intro-
duisons des fonctions poids ®(z,p), ¢(x,p) au sens de Beals [2],[3]. Ces fonctions
poids permettent de définir une métrique de Hormander [7] et des classes de sym-
boles S™(O(€)),m’ € R, adaptées a 'étude d'un opérateur sur R? de la forme
T(e,He) (P) olt P est un opérateur homogene appartenant a I'algebre enveloppante
complexifiée U(G).

A laide du calcul symbolique sur 1’orbite nous prouvons le résultat suivant
(Théoreme 3.5):

Théoreme.  Soit G une algébre de Lie graduée de rang 3, P € U, (G) tel
que (e ) (P) soit un homéomorphisme linéaire de H (X) sur L*(X) et ap le
symbole de P. Il existe ¢ € ST™(O(E)) et r € S"=°(0(€)) tels que

opettq=1+1 oi  opg(x,p) = op(f(—z,p)).

Dans cet énoncé, opg est le symbole de Weyl de 'opérateur ¢ 3, (P) (voir
la proposition 2.1) et la composition ope#q des deux symboles op¢ et ¢ définis
sur 'orbite O(&) est donnée par le calcul symbolique de Weyl.

En supposant de plus que 'opérateur P vérifie 'hypothese (H), c’est-a-dire
si pour tout s de N, I'opérateur 7 »,)(P) est un homéomorphisme linéaire de
HA™(X) sur Hi (X)), nous contruisons aux deux derniers paragraphes un inverse

de l'opérateur 7T(§7HE)(P), plus précisément nous démontrons le théoreme suivant
(Théoreme 6.10):

Théoreme.  Soit G une algébre de Lie graduée de rang 3. Si P € U,,(G) vérifie
Uhypothése (H), alors nous pouvons trouver un symbole ¢ € S™™(O()) tel que :

ope#q =1 ot ope(x,p) = op(be(—x,p)).
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Si G est graduée de rang r > 3, I'opérateur 7 x,)(P) peut encore s’expri-
mer sous la forme (2.3) qui suit et permet d’envisager l'introduction d’un calcul
symbolique par orbite.

1. Transformation de Fourier (au sens de Wildberger) et
représentation unitaire irréductible m )

Lemme 1.1. Posons n; =dim@G;, 1 <i <3, n=dim§G et notons:
- B¢ la forme bilinéaire définie sur G par

- 2q le rang de B¢,
- Ni le sous-espace de Gy défini par:

N = {a € G;| la forme linéaire £ o ad o s’annule sur Gy},

- S un sous-espace de G, supplémentaire de N .

- {e1,€9,. .., en} une base de S;.
Avec ces données, nous avons q < ny et il existe une suite libre de vecteurs
(eni41,€ni42, .- €ny) de Ni, une suite libre de vecteurs (ui,uy,...,uq) de G
vérifiant:

1) (& [uie5]) = =045, 1 <i,5 < q ;

.. . déf déf

i) Si nous posons X = Vect(ey,eq,...,e,), Y = Vect(egr1,€q42,---,6n,),

déf

He =Y © Gy @ Gs, alors G =X ®He ot He est un idéal de G subordonné
a & maximal;

i) u; € Gy st 1 <j<nf etu;€He sil<j<g.

Démonstration.  Soit {fu 11, fui42,.--,fn,} une base de N;. L’application
S — Gi,a — £ oadalg, est linéaire et injective, donc les formes linéaires
l; = £oadejlg,,1 < j < n} forment une suite libre dans G; que 'on peut
compléter pour obtenir une base B* = {1, 0y, ..., {1, lyr i1, .., oy} de G

Il existe alors une base B = {uy,us; ..., Un,, Vi 41, .-,V ) de Gy dont la base
duale est B*. Nous obtenons (&, [uj,ex]) = =0k, 1 < 4,k < nf et (& [er, ve]) =
0,1 <k<n,n]+1<0<n,.

Soit le sous-espace E = S; @ Vect(uy, ug, ..., Uy, ). L'orthogonal Et+ de E dans
G pour B est un sous-espace supplémentaire de £ dans G donné par E{ =
F @ Vect(Vpr 41, Unt 42, - -, Uny) @ Gz o0 F' = Vect(fr 11, fur o, fny) avec fj =
fj+223:1(§, [fj,ex])ur,n) +1 < j < ny. Larestriction Bf de Be & F est de rang
2q — 2n} et nous pouvons trouver une base (w;)1<j<n,—n de F' dont la base duale
(W})1<j<n, —n; dans F™* vérifie:

F _ % * * * * *
Be = wi ANwg_pr g W5 ANWy_pr g+ -+ Wo_pr N Wag o -
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Soit p la projection de G = G; ® G, @ G3 sur G; sur parallelement a Gy ® G3 et
posons:

déf . / déf /
enjj = P(w;), 1 < j <nyp — ni, U 1 = Wyn 1k, L Sk < g =

Avec ces définitions, la sous-algebre H, est subordonnée a ¢, de plus étant de
dimension n — ¢, elle est maximale. [ ]

En adaptant une méthode décrite dans Helffer-Nourrigat ([6]), nous réalisons
la représentation induite 7 ,) dans un espace L?*(X), puis nous en déduisons
une expression d'une carte 0¢(x,p) de 'orbite O(&) de £ dans G* et explicitons
la transformée de Fourier F" ¢ au sens de Wildberger [13] d’une fonction ¢ de
S(G). Le calcul de Weyl (voir par exemple [7]) donne ensuite une expression
des opérateurs 7w, (), 3 € G et T(en)(9), ¢ € S(G), en fonction de FWVo et

0c(x,p) (proposition 1.8). Etablissons d’abord deux lemmes:

Lemme 1.2.  Soient ey, eq,,... e, k vecteurs linéairement indépendants de
G1 et Uapplication

v RV — G, t= (t1,te, ...  tg) — Y(t) = (treq ) (taes,) . .. (trer, ),

ot Yi(t) est le produit dans le groupe G de tyeq,,taey,, ..., trep, .
Si, pour u € R¥, nous définissons une application Ag(u) : R¥ — G par

Au() v = ot o) )] ] (1.1)

alors Ay (u) est linéaire et a pour expression, pour v € R¥,

Ak(u)v = Ve, 4 eadmee1 V€, + eadmegl OeaduzeZQ U3€p, 4+ .. 4

eadulegl Oeadu2612 0---0 eaduk—1€£k71 Upeq,. (12)

Démonstration.  Par récurrence sur k. La propriété (1.2) est vraie pour k = 1,
supposons qu’elle soit vraie pour k. Posons

90(8) = :}/k(UQ + SV2, ..., Ug+1 + Skarl)H/k(uQa s 7uk+1)]71 )
ol
Tta, o o tin) = (baew)(taers) - - (threa,,) s (oo ti) € RS
Nous pouvons écrire

Vi1 (w0 + 50) [ (w)] 7 = (((ur + sv1)eq, ) (—uer,)) ((urer,)@(s)(urer) ™).

En dérivant par rapport a s a l’origine, nous obtenons que la propriété est vraie
pour k + 1. u
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A Torbite O(€) en position générale correspond une représentation unitaire
irréductible du groupe G. A une équivalence unitaire pres, cette représentation
peut étre déterminée comme une représentation me 3,y de G dans L?(RY?) induite
par une représentation scalaire de He.

Notons S" = {l1, {5, ... ,{,} une suite obtenue a partir d’un réarrangement
de la suite (1,2,...,q). L’application H¢ x R? — G donnée par

(hy (t1,ta, ... tg)) = hy(t) ou ~(t) = (tieq ) (taer,) - - - (tq€r,)
est un difféomorphisme global, I'image de la mesure de Lebesgue sur He x R? étant
la mesure de Lebesgue sur G. Ce difféomorphisme permet de définir une action a
droite de G dans R? | (¢,a) — o(t,a) telle que
A(t)a = hit,a)y(o(t,a)) (1.3)

Pour définir la représentation 7(¢ ) du groupe G induite par la représentation
h — e%&h du sous groupe H¢ dans C, nous introduisons 'espace & = &¢ des
fonctions définies sur G, a valeurs complexes, ayant les deux propriétés suivantes:

i) Vh € He,Vg € G, f (hg) = €&M f(g).

ii) La fonction ¢p(z) = |f(g)]* ou = désigne la classe de g dans He \ G (pour
toute fonction f vérifiant i), |f(g)|* ne dépend que de z), vérifie

/ o(x)dr < 400.
He\G

L’espace £ est muni du produit scalaire (f1, f2) = ng\g (f1(9), f2(9)) dz et la
représentation e x,) de G dans £ est définie par :

Vie&ENgegGVaeG [meny(a)f](9) = flga). (1.4)

Pour le produit scalaire ci-dessus, la représentation 7 ) est unitaire. D’apres
(1.3), (1.4) et la propriété i), nous avons:

VieEVteRILVa€G [men(a)f](v(t) = f(v(t)a)
— &R (£ 0 1) (0(t, ) (1.5)

La dernicre égalité nous permet de considérer que la représentation (e, est
définie dans I'espace L?(R?) de la maniére suivante:

Vf e LARY),Vt €RLVa €G  [meny(a)f](t) = €D f(o(t ). (1.6)

En notant pr, la projection de G = He @ X sur X parallelement a H,, puis pour
a €@, pry(a) = 1_, akey, , nous avons o(t,a) = (t; +ai,ta+as,... ,t;+a,). La
différentielle de la représentation (¢ ) est alors 'opérateur

q
e gt 0
Mo (@) = HE A (ha)) + Y aig
k=1

olt, par définition 1/(t,a) = L h(t, sa)|so -
L’expression de h/(t,a) dépend de l'appartenance de a a He ou X et
découle du lemme 1.2 ci-dessus.
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Lemme 1.3.  Avec les notations ci-dessus, nous avons pour a € He
W(t,a) =eW g (1.7)

et pour a € X

h/<t7 a) = [7@)7 a] + %[7(25)7 [7<t)7 @H - prl{alefl +erdhen -a2€q,t+

dt,—
+eadt1€gl o eadt26g2'a3ee3 N eadtlegl o e&dtQBZZ 60.--0 ea q 1eeq_1‘a/qe[q}, (18)

ot pry est la projection de G sur H¢ parallelement a X .

Démonstration.  D’apres (1.3), nous avons

-1

Vs eR 0 50 = 4(t)(sa) [y(£)] " = h(t, sa)y(o(t, sa)) [y(t)] " .

En dérivant par rapport a s a l'origine, nous obtenons
) g =1 (t,a) + Ay(t).(ar, a2, ,a,) .

Cette relation donne ensuite (1.7) et (1.8). |

Le symbole complet de I'opérateur différentiel 7 ,)(a) est

q
o(t;€,p,a) = i((& W (ta)) + > awpr) -
k=1
Ce symbole donne une carte 0¢(z,p) de l'orbite O(§):

Proposition 1.4.  Une carte R** — G*, (z,p) — b¢(x,p) de Uorbite O(E) de
& dans G* est donnée par:

1
Va € G, (0¢(x,p),a) = ;a(—x;f,p, a) ou r = (21,%2,...,%,) (1.9)
c’est a dire

Va € He, (0c(x,p),a) = (€072 q) (1.10)

q q
Va = Zakeﬁk € X, (be(z,p),a) = Zakpk + (o eadV(_z)a@_

k=1 k=1
< —adxlegl —ad:clegl —ad z2€p,
&, areq +€ .ageq, + ¢ oe .aze, +
—adziep —adxaey —adzg_1ep _
o te 1oe 20-.-0€ =1 .ageq,) . (1.11)

Proposition 1.5.  Dans le cas ou la suite (eg, )1<k<q €St :

€y, = en’l—i-l y oy = 6'rz’1—|—27 ceey €, = €q,

q—ny
Clyriy = Oy €Oy = Coy ey €y = Cps (1.12)
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une carte R* — G* | (x,p) — O¢(x,p) de Uorbite O(§) de & dans G* est donnée
par :

q

_ Zxa(f, lee, , ul) + % Z zo1-(, [er,, [ec,, u]]). (1.13)

o=1 U,T:t?—n’l—&—l
VEk € [LQ] <0§(1’,p),6ek> = Dk — Z $0<€> [eéaaeék]>+
o=k+1
q ZE2
+ Z xox‘r<€7 [6507 [efﬂ 6%”) + Z 70<€7 [6507 [6‘607 eka > (1'14)
g—ni+1<o<r<q o=k+1
>k q—ni+1<c

Dans la suite de cet article, nous considérons uniquement la carte parti-culiere
donnée par (1.13) et (1.14). A partir de cette carte, nous pouvons calculer le
symbole de Weyl exp*i(n, 3) de Uopérateur 7 s,)(8) donné par (1.6), et définir
la transformée de Fourier (par orbite) correspondante, comme dans [13].

Proposition 1.6. Le symbole de Weyl exp*i{fc(—x,p),B) de Uopérateur
T(ene)(B), B € G, est donné par:
exp” (¢ (—x, p), ) = {0 (=2.p).B) o

re 1 Bor_qer Bor_q€.1 B re s
ny nl—l nl—l Bieq nq ) nl—l nl—l ny nq

e*i<§37 ’Bn12 3 T (Ek:n/fklﬁkek) 27 2 2 > , (1.15)

ot ﬁ = 692@93 + 221:1 ﬂkek :

Démonstration.  D’apres (1.10) et (1.11), I'opérateur (¢ ) (3) s’écrit, pour
f € & telle que foy € S(RY) et pour 8 = By, +Bx ou By, = 592@93+Z?iq+1 Bie;
et Bx = Zi:l 641@6@:

[T (D) f] (1(2) = /@w e dp /R e et i Pt e (f o) (y) dy

avec () = fol (z,u) du ou
w($7 u) _ <£ o ead(ac1+ﬁelu)ezl o ead(:v2+ﬂ£2u)eg2 0.0 6ad($q+ﬁequ)eeq’/6>

_<€,ﬁ€ e + (@108, w)er, - Bryeq, + edd(@1+Be uee; o pad(@2+Buler, - B e,
1 1 3

4ot ead(a:lJnglu)egl o ead(:p2+ﬂ52u)652 0.0 ead(mqflJrﬁéq_lu)eéq_l . 6fq€5q>

)

donc son symbole de Weyl est exp* i(f(—, p), B) = &' Xk=1 FuPrei¥(®) o
W) = [ o) du= b0
~(&, 5 Sa [0(B.R). [0(8, 1), Breen] | + & iy [Buen [Bren, v(B,8)]|)

avec v(B, k) = > 7L 1 Biej + Buen + -+ Bo_ e, -
Si la suite (eg,) est donnée par (1.12), alors 'orthogonalité a G, pour By

des vecteurs ey, - -, e, ,, montre alors que le symbole de Weyl peut s’écrire sous
nt

la forme (1.15). ]
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Proposition 1.7.  La transformée de Fourier FV (au sens de Wildberger)
définie par

(f“&)@)ﬁ{éemw«—umﬁnfuﬂdﬁpmwjwzs«netnEQr, (1.16)

possede les propriétés suivantes:
1) L’application f v~ FWf est une application continue de S(G) dans S(G*).

2) Pour f € 8(G), Uapplication R?® (R?)* — C, (z,p) — (FVf) (b¢(x,p)) est
dans S(R? @ (R?7)*).

Démonstration.  Le résultat 2) provient du fait que nous pouvons exprimer
les variables 1, %9, ... ,24 €t p1,p2, ... ,p; comme des fonctions polynomiales de
(myug), 1 <k <qet(ne,)1<k<gqg. n

Nous allons exprimer l'opérateur m ) (), ¢ € S(G) en fonction de la
transformée de Fourier de ¢ restreinte a l'orbite de &.

Proposition 1.8.  Soit f € & tel que f o~y e S(RY), nous avons :
VBEG, [mem(B)f](v(2) = f(v(z)B)
:/ ¢! d‘p/ e P exp® (0 (=L, p), B)(f oY) (y) dy  (1.17)
(R9)* R

Yo € S(G), [memo(p)f](v(x) =
/ /Rq@mq)* e (FY ) (0 (=252 p)) (F o)) dydp.  (1.18)

Démonstration.  (1.17) résulte de la définition de exp*i(n, ), B € G, prou-
vons (1.18), nous avons:

hwxwﬂw@»—éwmﬂwmmw
= / v (3)dp e P qp / e P exp*i(f (— 52, p), B) (f o) (y) dy.
g (R9)* R4

Soit N assez grand tel que / de < 400, le deuxieme membre peut
Ra (1HIP
s’écrire

d i(p,x) 1 - di —i(p,y) — A N
Le@as [ ot [ o —a,)
{exp®i(f (=25, p) ,B) (fov) (y)} dy,

ce qui s’exprime aussi par l'intégrale d’une fonction intégrable sur R? ¢ (R9)* @ G

ilpr—y) __1 7 — A
e
///RQ@(Rq)*Qag (1+p1?)" ( 2

{exp™i (0 (=52, p) , B) (F o) ()} ¢ (B) dydpds3,




GOULEAU 333

ou encore par

i(p,z) 1 —i(py) (T _ N
/(Rq)* € (1+|P|2)N d—p //]Rq@g ‘ <I Ay)
{exp™i (0 (—252,p) . B) (f 2 7) ()} ¢ (B) dydp3

_ i(p,x) 1 —i(pyy) B N
= /(Rq)* e!\p (1+|p|2)N d'p /Rq e UpY (I Ay)
{FVG (0 (—=52.p)) (for) (1)} dy
B / / e (FY ) (e~ 552, 0)) (f o) (y) dydp. .
RIpD(RY)*

L’opérateur mgz,)(p) est a noyau:

Proposition 1.9.  Pour ¢ € §(G), f € &, , nous avons:

[meno @ 0@) = [ K@) 6w, (119
ot le noyau K, est défini par
K,(a,b) d:/H e“Mp(athb)dh ,  a€G, beg, (1.20)
¢
et peut s’écrire
Ko (v(2).7(y)) = /(Rq)* e P (FY ) (0 (— 252, p)) dp (1.21)
Démonstration.  Nous avons

Ww&@ﬂ@@ﬂzé@@ﬁwwwwﬁ

et nous obtenons (1.19) et (1.20) en utilisant l'invariance a gauche de la mesure
dp et le difféomorphisme :

HexRT' =G (hy) = =y
qui vérifie df = dhdy. L’expression (1.21) du noyau K, résulte alors de (1.18). m

D’apres Wildberger ([13], Proposition I11.3.1), pour ¢ et ¢ € S(G) la transformée
de Fourier FW (¢ * 1)) du produit de convolution ¢ * ¢ s’obtient en composant
sur chaque orbite FW¢ avec FW4, cette composition, notée FWp#FW1), peut
s’exprimer sous la forme d’une intégrale et est donnée par le calcul de Weyl [7] .

Proposition 1.10.  Pour ¢ et ¢ € S(G), nous avons:
(fw(tp * w>) (0e(x,p)) (: (FV ot F ) (Gs(x,p))> =
J e o () s+ o+ 5) (FV0) () e (122
RIG(R9)*

ou
—_

(FVY)(r.t) = / / e~ =) (FWap) (0 (2, p)) da'dp. (1.23)
R (R9)*



334 GOULEAU

2. Symbole op de P € U(G) et fonctions poids

Soit P un opérateur différentiel invariant a gauche sur G élément de ’algebre
universelle enveloppante (complexifiée) U(G) de G. Comme dans [6], désignons
par U,,(G) le sous espace de U(G) formé par les opérateurs P quasi-homogenes
de degré m de la forme

P= 3 aap X0 XanYP YR
a8 =m

ot [[(ev, 6,7l = laf + 28] +3 7], (Xj)i<jcn, est une base de Gy, (¥j)i<j<n, une
base de Gy et (Z;)1<j<n, une base de Gs.
Nous définissons le symbole op de P en posant:

op (n) = P (exp™i(n, 5))]5—g (2.1)

Proposition 2.1.  Le symbole posséde les propriétés suivantes:
1) Pour P € U(G), op est une fonction polynomiale de n € G*.
2) Pour X wecteur de G, ox (n) =i(n, X).

3) Si P €Un(G), nous avons: ¥Vt > 0,0p (0:n) =t"op (n) et

Va € N,V € N"2,3C = Co: |(0202,0p) (n)] < C (1 + [In)™ 1P (2.2)

oi [[(e, B)| = lal + 218 et |l = |m|+ |nelz + Insl5, |m| étant la norme
euclidienne de n; € G, 1 <1 <3,

Vf €&, (men (P)f) (v(x) =

/ ') dp / e"Pop (0 (52, p)) £ (v () dy. (2.3)
()" Re
Démonstration.  Le résultat 2) résulte de 'expression de exp*i(n, 3). Prou-

vons 3), P € U,,(G) vérifie Vt > 0,Vf € C*(G),P(foé) =t" (Pf) o, donc
op(6m) = P (exp” i(m, B))|g=o = P (exp™i(n, 6:5))| 5 = t"or (n).

Le résultat (2.2) découle de la compacité de la sphere
Y={neg | n|=1} et (2.3) s’établit par dérivation a partir de (1.17). ]

Proposition 2.2.  Soit n = 0¢(x,p) la carte donnée par (1.13) et (1.14). Nous
avons:

Va € He, % (n,a) = —(n, [es,,a]) . (2.4)

Il existe une constante C' > 0 telle que

Vi€l Vkeld ]imem < C(1+ ma). (25)

8xj

ou |ng| désigne la norme euclidienne de la restriction de n a Gs.
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Démonstration.  L’égalité (2.4) découle de (1.13) et du fait que a est orthog-
onal & Gy pour Be. Prouvons (2.5), d’apres (1.14) la dérivée %(77, ey, ) ne dépend
pas des variables 1, z,... , 24y et est une fonction affine de z, s y1,... ,24. En

considérant la base B = {uy, us, .. ., Unt s Unf 415 - -+ s Un, } de G de la démonstration
0
Ox;
triction de n a Gs. [ |

du lemme 1.1 nous pouvons exprimer (1, e, ) comme fonction affine de la res-

Proposition 2.3.  Soit n = 0¢(z,p) = Hggf(x,p) + eggg@gg; () € G © (G5 ® G3)
la carte associée a la suite (eg, )1<k<q donnée par (1.13) et (1.14) et posons:

Oa.p) = 1+ [0(—w.p)l . o(@p)= 1+ [6EF () (26)
ou ||.| désigne la norme homogéne donnée a la proposition 2.1.
1) Le symbole op de P € U,,(G) vérifie:
Va e NUVB e N1, 3C, 5 = Chp(§) >0:
10208 ap (6 (— 2, )| < Cas [0, )" B ). (27)

2) Les fonctions ®, ¢ sont des fonctions poids au sens de Beals ([2],[3]).

Démonstration.  Le premier point résulte des deux propositions précédentes.
D’apres [2],[3] et [7], les fonctions ®,¢ sont des fonctions poids si elles
vérifient les trois propriétés suivantes:

i) do > 1.
ii) Il existe des constantes strictement positives ¢, C' telles que:

c < ®(x,p)/P(x',p') < C et c < o(x,p)/o(x’,p) <C
si |z — 2| < ep(x,p) et |p—p'| < cP(x,p).

~—

O(z,p

¢(x, p)
positives ¢, C, 9 telles que R(2',p’)/R(z,p) < C si:

iii) Si nous posons R(z,p) = , alors il existe des constantes strictement

R(z,p)|z — ' + |p — p'/R(z',p) < e(R(z',p)/ Rz, p))’.

D’apres leurs définitions, il est clair que ®, ¢ vérifient la propriété i). Pour prouver
qu’elles vérifient aussi ii), nous remarquons d’abord que la fonction ¢(x,p) ne
dépend que de T = (gt 41, Tg—n; 41, --- > Tq) et est du méme ordre que (1+ 1Z|)2,
donc 'encadrement de ¢(x,p)/o(x’,p’) résulte de I'inégalité:

1+ |7|
1+ |z

Ensuite, d’apres la proposition 2.2, les valeurs absolues des dérivées par rapport a
x de chaque composante de 0¢(—z,p) sont majorées par c¢(z,p)~? (¢ constante

IN

1+ |z -7

I
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> 0), d’ou, par la formule de Taylor a l'ordre 2 et ®¢ > 1, 'encadrement de
®(x,p)/®(2',p'). Prouvons finalement la propriété iii) avec § €]0, 2[. Posons

X = R($/,p/) — (I)(l'/’p/) ¢($7p)

R(x,p)  ®(x,p) é(z',p)

et montrons que X est borné si

@ — 2’| < eX2R(x,p)"7 et |p— p'| < eX32R(,p)z .

Nous avons, avec des constantes C':

)P <O+ XT).

|

S <Ot b= ot < OO+ XERGap)

Par Taylor a l'ordre 2 au point (z,p) pour chaque composante de 6¢(—z,p), nous
obtenons:

[N

) 1
+6(x,p) 2X2R(z,p) 2+
) 1
X°R(z,p)" + X1R(z,p)1).

)
(', p') < C(P(z,p) + X2R(',p')

D’une part
1 1 1
s " )2 s " )2 2 s s
x3 B PP (G RE P R@p)? o didi iy pg(a,p) F < X3t
d(x,p) 1 ®(x,p) ’ ’ - ’
P R(I‘,p)2 P

d’autre part

o(x.p) 2Rz, p) 20(z,p) " = [B(x,p)d(x,p)]

dOHC 6,1 ) é é
X<O(Q+X2T2 4 X2 4 X0+ X1)(14 X71),

ou C' est une constante indépendante de X, ceci montre que X est borné si on
choisit ¢ dans I'intervalle ]0, 2. ]

3. Paramétrix de m 3, )(P), P € Un(G)

Dans ce paragraphe, nous allons, sous une hypothese sur e »,)(P), cons-truire
une paramétrix de cet opérateur (Théoreme 3.5).

Lemme 3.1.  Soient
(€i)1<i<n la base de Gy définie au lemme 1.1,
X = Vect(ey, e2,... ,€q),
& e+ b (E e ek, g +1 <5<y,
GiEXBY ot Y = Vect(Egr1, qrar - 5 Eny)-
Notons o/ la transposée de la dilatation 6, : G = G1 ® G2 & G3 — G donnée par

8¢ (B, B2, B3) = (161, 1262, 1333), et soient
I' la fermeture dans G* de l'ensemble {0;0¢(x,p) | t > 0, (z,p) € R? @ (R?)*},
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pi la projection de G* = G ® G5 ® G sur Gi" parallélement o G5 & G},
7,0 la translation Gi* — Gi" de vecteur 17 = —pi(6(0,0)) .

Q&) Tensemble (&) = (rp 0 p)(O(€)).
Awvec ces notations, nous avons l'inclusion

Q) x {(0,0}cT (3.1)

et Q&) est un ensemble conique (sw € Q(E) si s >0 et we QE)).

Démonstration.  Introduisons d’abord quelques notations. Soit p(t) la forme
linéaire de (R?)* définie pour ¢ > 0 par
1 1
Vk € [L Q] ) (p(t)k = Zpk + E Z x0<€a [6&77 eka .

q—n)+1<0<q, 0>k

/ / N
Posons R? = RT™ x R™, 2 = (y,2) ot y = (T1,%2,... ,Tgn!), 2 =
(Tg-niq1s- -+ 5 2q) €t, pour £ >0

n(0) =356, 72 0(0)

t Y

Pour obtenir I'inclusion (3.1)), nous allons montrer que la limite lim; o+ 7(¢) existe
dans G* et est une forme linéaire 7 qui vérifie

77|92€Bg3 =0 et Vue gi ) <77,’LL> = <9§(:1:,p) - 95(0, O)7u> : (32)
D’apres (1.14), nous avons

lim <n(t>:e€k> = <6€($7p>7e€k>a I<k<gq.

t—0t

Les vecteurs €, ¢ +1 < k < nq, sont dans H, et vérifient d’apres (1.13)

t—0+
Egalement, pour v € Go @ G,

lim (n(t),v) =0.

t—0t

Nous obtenons ainsi (3.2)). L’ensemble §2(£) est conique car en notant Qg(x) la res-

triction de f¢(x,p) a Y, nous avons pi(O(§)) = {(p, 92/(35)) } (x,p) e RYP (Rq)*}
et

Vs > 0, vp? vyv VZ, S<p7 9§<y72) - 92/(070)) = (Sp7 9?(5y7 \/EZ) - 927(070)) - m
Définition 3.2.  Pour simplifier I’écriture, nous notons ¢ la représentation in-
duite 7¢ = T3,y de G dans L*(X) définie en (1.6).

Soient p € N et UP(G) = &}_oU;(G), nous notons HE (X) l'espace de Sobolev:

H? (X) = {u € L2(X)| me(Q)u € L*(X) quel que soit Q € UP(G)}.  (3.3)
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Soit, pour chaque j € [0, p], une base (Q,r) de U;(G), nous posons:
||ru|||j,w§—(Zuwﬂguum ) 0<i<p

L’espace HE (X) est muni de la norme

[ullpre = (Zm |

]ﬂ). (3.4)

Lemme 3.3.  Soit P € U,(G) tel que m(en,)(P) soit un homéomorphisme
linéaire de HT (X) sur LA(X) et Q&) le sous-ensemble (1,0 0 p)(O(E)) de G-

Pour m' € R, notons S™(G}*) I’espace
{a€ (G [Va e N", |(05,a)] < Ca(l+ |m[)™ '}
et soit op le symbole de P , nous avons:

i) La fonction o définie par o(m) = op(n1,0,0) appartient & S™(Gy") et ne
s’annule pas sur Q&) \ {0}.

ii) Il existe qo € ST™(Gy") tel que

. 3
oqy =1+ ¢ avec p € C™(G}"), w(m) =0 pour n € Q&) et [m| > = 1

| - | désignant une norme euclidienne dans G, .

Démonstration.  D’apres ([12], théoréme 5.10), pour tout 7, € Q(€) \ {0},
Iopérateur 7, 0,0)(F) est injectif. L'algebre de Lie G est subordonneée maximale
pour la forme linéaire (17;,0,0) de G*, donc la représentation induite 7((, 0,0),0)
est scalaire et, pour § = (81,02, 33) € G] ® G2 ® Gz, Vopérateur 7, 0.0),¢)(5)
est Dapplication C — C,u — e<m>y  Vopérateur m(, 00)0) (P) est alors
I'application u — o(m)u. Le polynome o(n;) est homogene de degré m et nous
avons le résultat i).

Soient |- | une norme euclidienne dans G;*, d la distance définie par cette norme
et S la sphére unité de G*. L'ensemble K = Q(£) NS est compact et la fonction
o(n) ne s’annule pas sur K, donc il existe r > 0 tel que, en désignant d(n;, K)
la distance de 7 a K:

d(m, K) <r implique o(n) #0.

Soient 6 une fonction de C§°(G;") égale a 1 sur un voisinage de K et a support
dans {m € G;"| d(m,K) < r} et x une fonction de C*(G;") égale a 0 pour
Im| < 3 et a1 pour || > 3.

1
Si nous posons qo(1m1) = —)Xml)ﬁ(ﬁ—ll) pour 1 € G;°, alors nous avons
Ui

o(m
go € C*(G}") et, pour |ny| > % et t > 1,qo(tn1) =t "qo(m), donc qo € S™™(G"),

d’otu le résultat ii). [

Introduisons une classe de symboles.
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Définition 3.4.  Si f est une fonction définie sur O(&), nous posons fe(z,p) =
f(0c(—x,p)). Pour m' € R et N € N, nous notons S ~V(O (£)) la classe

S NO€) = {f : O(§) = C| fe € (R @ (R)*) et
Y(er, 8) € (N9)2,3C0op > 0 (0505 fe) (z,p)| <
Co [ @ (2, )™ P p (2, p)] 7@ (2, p) p(, p)] 7} .

Nous posons S™>=%(0 (£)) = NxenS™ N (0 (€)) et S™(0(€)) = S™O(O(€))-

Les espaces S™~N(0 (£)) munis des semi-normes habituelles sont des es-
paces de Fréchet.

La classe de symboles S™~N(0O (¢)) peut étre associée & une métrique
Riemannienne sur R? x (R%)* selon Hormander [7]. Reprenons les notations de la
preuve de la proposition 2.3, la propriété ii) des fonctions poids ® et ¢ exprime
que la métrique P P

- ' I
Yol P) = 5 g7+ B

varie lentement, de plus si o est la forme symplectique définie par

o(z,p;2',p)=<pa' >—<p x>
et ¢° la métrique duale de g par rapport a o:
9 (@) = 2P (z,p)? + [P0z, p)?,

la propriété ®¢ > 1 exprime que g < g7 et la propriété iii) implique que g est o
tempérée, c’est a dire vérifie:

O(x,p) /@', p) + ¢, p)/(x',p) < O(L+ g& (@ — 2/, p— )"

Cette inégalité implique également que, pour m’ € R et N € N, la fonction
m(x,p) = [®(x,p)]™ [®(x, p)o(x, p)] N est o, g tempérée et la classe S™ N (O (£))
est la classe notée S(m’,g) dans [7]. Dans la suite de cet article, la composition
des symboles est alors donnée par le calcul de Weyl.

Théoréme 3.5.  Soit G une algébre de Lie graduée de rang 3, P € U, (G) tel
que (e ) (P) soit un homéomorphisme linéaire de HY (X) sur L*(X) et op le
symbole de P. Il existe ¢ € ST™(O(E)) et r € S"=°(0()) tels que

opeFq=1+1r ou ope(z,p) = op(be(—x,p)). (3.5)

Démonstration. A toute fonction f définie sur C*°(G"), associons la fonction
translatée définie par 7,0 f (m) = f(m — n{) et posons, avec les notations du lemme
précédent :
01 =Tp0 ,  q1=T0q , $1= TP
Ces fonctions appartiennent respectivement aux espaces S™(G;"),S™™(G,"),
C>(G;") et vérifient

o1q1 = 1+ avec ¢ € Cm(gi*)a @1(m) = 0 pour n € pi(O(§))et |7h—7]?’ > %
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Introduisons, pour m’ € R et 7 € R, les espaces

S™T(G B Gr) = {a € C(G" @ G3)|V(a, f) € N x N™, 3C = oy > 0 :

1+ |2 Min(r,|3])

o 1y m'~Ja| 25| 2 r—Min(r,

(95,070 ()| <C (14 | + o) ( ) }
1+ |m| + |nef2

et soient 1 € C3°(G;"), ¥ = 1 dans un voisinage de lorigine et x; la fonction
définie sur G @ G5 par x1(n,m2) =1 -1 Lﬂ
(1+ [nm2f?)7
1 — x1, les fonctions 1+ |ny|z et 1+ || + 72|z sont du méme ordre et nous
pouvons alors vérifier que 1 — x; € S™(G1"® G5) et x1 € S*°(G]" @ G5). 1l existe
une constante C' > 0 telle que x1(n1,72) # 0 implique || > C(1+ || +|n2]2) et
il est alors facile de voir que la fonction go définie par ga(n1,172) = q1(m)x1(n1, 72)
appartient & S™™0(G1" ® G3).
Posons 0¢(z,p) = ((9?1 (31:,]0),9?2 (:1:),9?3) € G;" ® G; @ G; et introduisons
les fonctions de C*°(R? @ (RY)*),

wel@.p) = @6 (~2,p), 02 (~2)) € STO()),
o1.(w.p) = o (67 (—2.p) ) € S™(O(€)),
()
(2,)

Sur le support de

—x (0 (~2,p), 07 (~2)) € $°(0(&)),

Etudions ope#agoe — 1 = (ope — 010)# e + [o16#(X1et1e) — X16016q1¢] +
X1.e(01eq1e —1) + x16 — 1 en examinant chaque terme du second membre. Nous
avons op — o1 € S™(G" @ Gj), donc ope — o1 € S™HO(E)) et le premier
terme (op¢—01¢)#q2¢ appartient & S®H(O(€)). Le deuxiéme terme et le dernier
X1.¢—1 sont dans S 71(O(€)), le troisieme est dans C5°(R?&(R)*) < S%HO(9)).
Finalement, nous avons ope#qae — 1 € S®HO(€)). Le caleul symbolique clas-
sique nous permet alors de trouver une fonction g € S™™(0(€)) et une fonction
r € S%°(0(€)) qui vérifient (3.5). m
Aux symboles de la classe S™(O(€)) avec m’ < 0 correspondent des opérateurs

continus :

Proposition 3.6.  Si a est un symbole de S™(O(£)) avec m' < 0, alors
Vopérateur a™V'(x, D) de symbole de Weyl a est continu de L?(RY) dans L*(RY).

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoreme 5.3 de [7]. n

4. Propriétés générales des opérateurs m(,)(Q),Q € U(G)

Nous établissons d’abord quelques propriétés essentiellement algébriques des fonc-
tions de l'espace S(G), puis nous introduisons un espace s(0O(§)) de fonctions
a décroissance rapide définies sur l'orbite O(§) sur lequel nous faisons agir les

opérateurs m 1) (Q), @ € U(G).
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Proposition 4.1.  Si, pour a € R?, f € §(G),g € G, nous posons:
dé — _
£af) ()2 [ 5 (3 (@) b (11)
He

alors Lof € &, et vérifie :
i) Ve € R, (Laf) (v (2)) = Kj (v (2) 7 (a))
i) VQ €U(G), Lo (QF) = 7(¢ ) (Q) - (Laf)

Démonstration.  Les deux premiers points se vérifient sur les définitions. Pour
prouver ii), il suffit de considérer un champ de vecteurs U, il vient :

[T(ene) (U) - Laf1(9) = & (Caf) (gexptU)],_,
e~HEN L (v (a)"" hgexp tU) }t:O dh
He
= (La(U[)(9)- n

Il
S~

Proposition 4.2.  Soit [’espace s(O(§)) 9 NorerS™ (0(€)).  La fonction f

appartient ¢ s(O(€)) si et seulement si fe = f(0c(—x,p))) appartient a lespace
C>™ (R?&® (RY)*) et vérifie

VN €N, ¥(a, 8) € (N)?, 3C = Cnop > 0 : [(020° fe) (w,p)] < C [@(x,p)] 7,
ou, en posant 1 (z) = YL, zie;,
VN €N, V(a,8) € (N9)?, 3C = Cnap >0 :
(2200 fe) (e.p)] < € (14 Il + [|¢ o e‘ad“(”IHJI)N-

Définition 4.3.  Pour f € s(O(§)), nous notons (ﬁaf)(x) le noyau de l'opéra-
teur pseudo-différentiel f£W eyl(a:, D) de symbole de Weyl fe(z,p), c’est a dire

Va € R1,Vx € R? (L,f) (x) e / ellpral g (2£e 1) dp (4.2)
(R)*

Pour a = 0, nous notons simplement £f la fonction Ly f

Proposition 4.4.  Nous avons les propriétés suivantes:

1) Pout tout h € S(G), la restriction a O(€) de la transformée de Fourier FVh
appartient a s(O(&)) et vérifie

Vo € RY, (L.h)(v(2) = (La(FVR)) (). (4.3)

2) St f € s(O()), Uapplication (x,a) — kf(z,a) = (ﬁaf) (x) est dans ’espace
de Schwartz S(R? x R?).
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3) Si f e s(0(€)) vérifie Lof =0 quel que soit a € R, alors f =0.
4) Pour f,g € s(O(€)) et Q €U(G), la relation
oQ#g =TI, (4.4)

oi (0g#9)e(r,p) = (oge#ge)(z,p) avee oqele,p) = oq(be(—x,p)) et
ge(x,p) = g(0e(—x,p)), est équivalente a

Va € R, (e 340)(Q)-Lag = Laf - (4.5)

Démonstration. 1) découle des définitions et de la proposition 1.9.
2) se vérifie a partir de l'expression de 6¢(x,p) .
3) est obtenu en posant x +a =2u et x —a = v

V(u,p) e R?@ (RN fe(u,p) = /R q e P> (Lo, s f) (u+ %) dv = 0.

4) résulte du fait que oq#f est le noyau de 'opérateur (e x,)(Q) o fgveyl(:c, D) et
du point précédent. [ |

5. Hypothése (H), espace s(O(¢)) et opérateur m ,)(P)
Définition 5.1.  Soient a € X et 7, la translation S(X) — S(X), f — 7.f
définie par (7.f)(z) = f(z + a) et notons 7f; ;. \(P), ou plus simplement ¢ (P),
I'opérateur translaté

W?&Hg)(})) =17,0 7T(§7H§)(P) o Ta_l (5.1)
Soit p € N,UP(G) = ©_,U;(G), nous désignons par Hﬁg (X) l'espace de Sobolev:
Hfrg(X) ={ue L*X)| me(Q)u € L*(X) quel que soit Q € UP(G)}. (5.2)

Soit, pour chaque j € [0, p], une base (Q,;r) de U;(G), nous posons:
1
" 3 :
lulllisg = (3 I @u)ulliany) ™ 0 <5 < p.
k

L’espace Hfrg (X) est muni de la norme

p 1
— 2 2
ullprz = (D Ml )™ (5.3)
=0

Pour a = 0, nous avons ¢ = 7¢ et nous retrouvons 'espace défini par (3.3)
avec la norme (3.4).

Définition 5.2.  Nous disons que P € U,,(G) vérifie I'hypothese (H) si, pour
tout s de N, l'opérateur m¢(P) = (e n,)(P) est un homéomorphisme linéaire de
HT™(X) sur HZ (X).
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Proposition 5.3.  Si P € U,,(G) vérifie (H), alors

i) L'opérateur w¢(P) est, pour tout s € N un homéomorphisme linéaire de
Hfr;(fm(X) sur Hfrg (X) tel que

lme (P = llme (P et [I[mg (P)] 7] = Il [me(P)] ]

ii) Les opérateurs me(P) et m¢(P) sont des isomorphismes d’espaces de Fréchet

de S(X) sur S(X).

Démonstration. i) résulte des définitions. Prouvons ii), la représentation
Te étant irréductible, nous avons ﬂkeNHﬁ?(X) = S(X). Soit ¢ € S(X), son
antécédent ¢ = [me(P)] !¢ par lapplication m¢(P) : HY (X) — L?(X) est un
élément de HZ (X). Pour tout k& € N*, nous avons [me(P)*p = [me(P)*1p €
S(X), done, d’apres 'hypothese (H), ¢ appartient a chaque espace Hfrg”(X ) et

par suite & S(X). Si p est une semi-norme dans S(X), alors il existe C' > 0 et

k € N assez grand tel que p(¢) < C|WHH§?(X), la continuité de [[ﬂg(P)]’“]_l de

L*(X) dans HE?(X) implique que [7¢(P)]~" est continu de S(X) dans S(X). =

Définition 5.4.  Nous désignons par $(O()) l'espace
(0(6) = { ¥ C* (RO RY|YN € N, ¥ia,5) € (N7,

-N
3C = Cnap > 0 [(8202¢) (a,2)| < C (1 + 2|+ ||¢ o e_advl(a)‘Hg‘D }

Lemme 5.5.  L’espace $(O(§)) posséde les propriétés:

1) La transformée de Fourier ordinaire F par rapport a la seconde variable est
un isomorphisme d’espaces de Fréchet de $(O()) sur s(O(£)).

2) St, pour ¢ € $(O(€)), nous posons

(A)(a.x) = v(a+F.2),

alors nous obtenons un isomorphisme de $(0O(§)) sur 5(O(§)).

3) Si f = f(a,p) appartient i s(O(€)), alors To(Lof) = (AoF~1)(f) € $(O(€)).

Démonstration.  Pour 2), il suffit de remarquer qu’il existe une constante
C > 0 telle que:

V(a,z) € (R?)*, 1+ ||+ ||¢ 0 e 2dIMle—2)

el S C(L+Jal 4 [[g o o724 @ ] )7

Le résultat 3) découle de 1) et 2). |
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Proposition 5.6.  Soit P € U,,(G) vérifiant (H).

Si, pour a € X, nous associons a chaque fonction ¢ de $(O(€)) la fonc-
tion (a,-) définie sur X par ¢(a,-) = (WEL&HO(P))_lgp(a,~), alors la fonction
Y(a,x) est dans $(0(E)) et Uapplication Qg : $(O(€)) — $(O(€)), v — ¢ est un
1somorphisme d’espaces de Fréchet.

Démonstration.  La fonction ¢ vérifie ¢(a,- + a) = (W(f,HE)(P))_lgo(a, “+a)
et est donc de classe C* sur X x X. Montrons que la fonction (F)(a,p) est
dans s(O(€§)). Soient N € N* et 4M > ¢, nous avons les estimations suivantes
avec des constantes C' > 0,

(L lpl+ flgo @@ )] [ ev<re o (@20) a,)da]
Ra

a
< C”/ e i<pr> (1 + (=D)N Z BN+ €0 ead71(a)|H§H2N>x°‘(8fw)(a, x)dx‘
R4

k=1

< Oty (14 ()Y 3o a2 4 [lg 0 e @], ) (000 a,)]

k=1

L3(X)

Dapres (1.13) et (1.14), chaque dérivée 9,, est une somme o 1. TE(Q),
de méme’ d’aprés (113)’ é’o ead'Yl(a)ng = go ead['Yl(a"Fx)_'Yl(I)]}Hf est de la forme

ZQveW(g) $W7T§(Q,y), donc d’apres le lemme 5.7 qui suit, nous avons:
aan@| 19007 o! (50
(1+1pl+ g0 e @, 1) 1002 (P @, p)| < Y 2 (02) @ s

Le lemme 5.8 ci-dessous avec km > 8N permet de majorer le second membre par
une combinaison linéaire de semi-normes de ¢ dans $(O(§)). u

Lemme 5.7.

1) Soit, pour k = 1,2,... ,q, un champ de vecteurs U, = a%k + cx(a,z) ou
cp € C®(X @ X) et U¥ = UPMUS?...Ug". Nous avons, pour tout x° =
xf%% . ..Clﬁqﬁq et pour toute fonction V€ C*(X & X)

UV, 2P = > Ay (UTV)2, (5.4)
0#y<ay<pB

ot les Aog, sont des constantes indépendantes de (a,x).

2) 8 Q= > aap, XYPZ7 € Uy(g), alors:
(1,87l |=lex+2]8]+3]v|=p

m(Q), 2" = Y w(Qgy)a” (5.5)

0£y<B,|vI<p
Qmeup*\ﬂ(g)
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Démonstration.  Montrons d’abord par récurrence que
(U, 2P] = Z )\OégA,Ua_'yacﬂ_7 ., Aagy constante .
0#£v<a,v<pB

Si U = Uy, la propriété est vérifiée car:
Bre— -1_8 —
U, 2] = Brar” - g o Ty gt = B

ou e, = (0,...,0,1,0,...,0),1 occupant la position k. Supposons qu’elle soit
vérifiée pour U* = U US? . .. Ufj, 1 <j <gq,il vient, pour k € [j,q]:

UUpa® = (U2P\U, + BU"
= 2PUU, + Z )\agyUaﬂ(xﬁ_”Uk) + B, U%xPex
0#£y<a,y<pB
= 2PU°U, + Z Aap U (Upa® ™" + (e — Br)a” 7% + B Uz,

0#y<a,y<pB

donc la propriété est vérifiée pour tout U%. Nous avons alors (5.4) et nous en
déduisons (5.5). ]

Lemme 5.8.  Soit k € N*. L'opérateur n¢(P): S(X) — S(X) vérifie

Vk e N Va e N V3 € NI 3C > 0 :
Va € X7 Hxa(ﬁf@/))(a, .)Hkmﬂrg < CZ Z{ }x”(@i(p)(a, .)H(k—l)m,ﬂ'? (56)

v 0<p

quelles que soient les fonctions ¢ et 1 de C°(R? @ R?) telles que
Vae X pla,) €S(X), bla,) € S(X) et wEP)-pla,) = pla, ). (57)

Démonstration.  Par récurrence sur |« pour § =0, puis sur |3] a « fixé.
1) Considérons d’abord le cas = 0, nous avons

e (P) - x%(a, ) = [x¢(P), 2%y (a, 2) + 2%p(a, 7).

D’apres la Proposition 5.3, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
ac X:

|‘xa¢<a’x)Hkm,7rg = C’(H[W?(P),xa]w(a, $)H(k—1)m,7rg + Hxa@(a’m)wk—nm,wg)‘

D’apres (5.5), nous avons pour a # 0,

<’ | [WZ(P>’ xa]¢(a’ l‘) | ‘(k—l)mﬂrg S ¢ Z | ‘xa_7¢(a, l’) } ’kmﬂrg

0#v<a

et nous pouvons alors raisonner par récurrence sur |a.
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2) Supposons que l'on ait (5.6) pour tout 5 tel que |3| < p et montrons que 'on
a une inégalité du méme type avec [’ vérifiant || = p+ 1. En dérivant par
rapport & a, a I'aide de la formule de Leibniz, la relation 7¢(P)y(a,z) = ¢(a,z),
nous pouvons, d’apres 1), (1.13), (1.14) et (5.5), trouver une constante C' > 0
(indépendante de ¢ et ) telle que:

vae X, [|a(0)¥)(a )| < (Zuﬂ (0 )@ ) e ryns
> Y @)
v p<p, |ul<p

d’ou, d’apres ’hypothese de récurrence:

Va € X’ }‘za(a‘f/w)(a Hkmw - CZ ZHZE’Y ")H(k—l)m,ﬂ“

v 0<p ¢

et I'inégalité est établie pour . [

Proposition 5.9.  Si P € U,,(G) vérifie (H), alors Uapplication

Lpg: s(O(§)) — s(0(€)), fr op#f (5.8)

est un isomorphisme d’espaces de Fréchet.

Démonstration.  L’application Lpg est linéaire continue et, d’apres 3) et 4) de
la proposition 4.4, elle est injective. Pour montrer qu’elle est surjective, considérons
une fonction g € s(O(§)) et ¢ = Ta(/jag) € 5(0(€)). D’apres la proposition 5.6,
la fonction ¢ = Q¢ appartient a $(O(§)), donc, d’apres le lemme 5.5, la fonction
f = F(A~'y)appartient & s(O(€))et vérifie

Va S RQ) Tr(f,'Hg)(P) : Eaf - ﬁagu

soit, d’apres 4) de la proposition 4.4, op#f = g. [ |

6. Hypothéese (H) et inverse de I’ opérateur m( ) (P)

La démonstration du Théoréme principal 6.10 repose sur différents lemmes.

Lemme 6.1.

Vm' pair € N,3C = C,,y > 0: V9 € s(0(€)),Va € R,
1@ (a, )] (@, p)llae) < C Y (F ) (@, 2) 410 e

Démonstration.  Posons 7 = 6¢(—a,p). La restriction de n & G, ne dépend
que de la variable @ = (ag_n; 41, .- ,aq), de plus, d’apres le lemme 1.1 et (1.13),
nous pouvons trouver une base Y1,Ys, ..., Yy, Yoy, .Y, de Gy telles que

<777 Yk) = <§7 Yk> + Ag—n) +k 1<k< n/1
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et, pour n} +1 < /¢ < mny, (n,Y;) ne dépend que de la restriction de £ & G3. Nous
avons, pour 1 < k <nf,

I(n, Y %w(a, p) ||L§(Rq)

< C(11((& i) + (@g-ng ot + Tgm ) * (F0) (0 2) 1200+

!

~

i g o (F 9 00l e

! !
m’ m
2 2

< C(H?TZ(Yk Y1) (@, 2) || 12 ey + ||$;ni+k(F_l¢)(“7x)||L?c(Rq)>
<O N (F )@, 2) o -

Etudions maintenant |[|(n, egk)m'w(a,p)HLg(Rq) ou la suite (ey, )1<k<q est donnée par
(1.12). Nous pouvons écrire d’apres (1.14)

(0, eq,) = pr — iLx(a) —igr(a)

avec Lj forme linéaire et g, forme quadratique, d’ou:

/

(aixk + Li(a) + %(@)m (F~)(a, x)’

/

|| <7]7 efk>m 1/)(@, p) HL%(Rq) = (27‘(‘)%

L2(R7)

Nous avons:

a 9 = —
ﬂf(egk) = a—xk + Lp(z +a) + qu(T + a).

et il existe une forme bilinéaire b, sur R™ x R™ telle que: qn(a) = qu(Z + a) +
qx(T) — 2bg(T + @, ). Sinous posons cx(a,x) = —Li(z) + qx(T) — 20x(T + @, T), il
vient

1(n, €)™ (@, D)3y = (2m) || (72 (eq,) + ca(@ )™ (F716)(a, 2)| 12z,

Par récurrence sur n € N*, lopérateur (n¢(eq, ) + c(a, ))" est une somme finie
de la forme 3oy pntialg) TE(Q)z®, donc il existe alors une constante C' > 0 telle
que:

1, €)™ w(a, )l zz@e) < C Y M2 (F7) (@, @) llw+ialng-

De méme, pour u € He NGy, (n,u) est de la forme (£, u) —iLy(a) —ige(a), Ly
linéaire, q; quadratique, donc nous avons encore des estimations analogues pour

”(T/vu>ml¢(a7p)”L%(Rq)- |

Pour simplifier I’écriture, nous notons dans la suite ¢(z) la fonction ¢(z, p) définie
en (2.6).

Lemme 6.2.  Les propriétés suivantes sont vérifiées

Va € Nq7vn € N7 1C = Ca,n >0: Hxaf‘|m+n+|a\,ﬂ'g < CZ H‘rﬂan-‘rWLﬂ'g ) (61)

B
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quelles que soient les fonctions f et g de S(X) vérifiant 7¢(P).f =g.
Vo e NLVB e NL,Vn e N, 3C = Chp, >0
2 [e(@)]*71(07 £) (@, @) o i81me < C Y N’ [$(@)7N(7 9) (@, )t 151

7,0

(6.2)

quels que soient a € R? et les fonctions f et g de 5(O(§)) vérifiant 7¢(P).f(a,-) =
g(a'a )

Démonstration.  (6.1) se démontre par récurrence sur |«|. Nous avons
g (P)a® f(x) = [mg(P), %] f (x) + 2°g(x)
et nous pouvons montrer, comme au lemme 5.7, que

mE(P), 2= Y w(Qap)

0£8<a,|B|<m
Qaﬁeum*\ﬁ\(g)

Prouvons (6.2). Nous appliquons (6.1) pour = 0, puis nous raisonnons par
récurrence sur |3| a a fixé. Supposons que (6.2) soit vraie pour tout [ vérifiant
|B] = p et soit (3 tel que |B'| = p+ 1. D’apres la formule de Leibniz, la relation

m¢(P)f(a,z) = g(a,z) implique
m¢(P)- (9] fla.x) = (0] 9)(a,2) = Y Ch(OmE(P))(9:f)(a, ).
ptv=0",u#0

(6.1) avec n remplacé par n+ || implique qu’il existe une constante C' > 0 telle
que

1z*[¢(@) 71D ) (@, ) lmsntiags1sme <

O (3 1 (@238 )@ oo+

Ao
Yo 12 @0 (P)) (DL f)(a, $)||n+|ﬁ’|+\)\|,7rg)~
A<a,ptv=0",u#0

L’opérateur d4'm¢(P) est une somme finie de termes de la forme ﬂg(Qp)(f +a)’ ou

T = (Tgong 41, Tq), @ = (Agept g1, -+ ,0q), p € N, Q, € U H(G), 1 > |u| >
|p|. Nous avons
,CC Trf Zﬂg QpU ) pa S um—u’—\)\—a\(g)’
o<

done [[2[6(a)]2¥ (94 2(P)) (3% £)(@,) s 14z st majorée par une somme
finie de termes de la forme

1o (@) 111D (@ + @) 2 [¢(a)] /(9 £) (@, @) 151+
avec || — ' < |f'| — |p| = |1/| et |p| < |F'| — |v| et par suite par

C Z ||$ 2|V| 8Vf)(a7 x)Hm—&-n—&-la’\Hul,ﬂg

avec |v| < p, on utilise alors I'hypothése de récurrence. [ |
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Lemme 6.3.  Soient B la forme quadratique dans le dual (R?)* 69 R? de ]Rq &
(RY)* donnée par B(t,z) = _% <T,T >% —% Zzzl Ty, et B(D) = 3 Zk L 8ak8pk
Uopérateur différentiel vérifiant B(D)e'<7a>1i<pe> — B(r g)e!<ma>ti<pe> G

nous posons, pour f € s(O(£)):
(Mf)ap) = [ & (Lof)a+a)de =

/ o i<pa> dx/( | i<’ w> f§<a+ g,p’> ap’, (6.3)
Ra R2)*

alors M est un opérateur linéaire de s(O(&)) qui possede les propriétés suivantes:
i) Mf = expliB(D)}fe.
ii) M est inversible, d’inverse M~ = exp{—iB(D)}.
i) IMfle = el

i) Si, pour m' € R, on note $,,(O(&)) Uespace s(O(§)) muni de la topologie
induite par S™ (O(€), alors M et M~ sont continues de s,,(O(£)) dans

Démonstration.  D’apres la définition de exp{iB(D)} f¢, nous avons:

[exp{iB(D)} fe] (', 1) =
// ei<p/’x>+i<T,a/>;<T,£E>d—7_dx// efi<p,w>fi<7,a>f£(a/7p)dad'p.

Mais
e_§<7_ > // e—i<p,m>—i<7’,a>f§(a7 p) dade =

—i<p,x>—i<T,a"" > o+ da" d
[l )

d’ou i). Nous vérifions de méme ii) par des intégrations. Prouvons iii), d’apres
Plancherel:

o X
(T / |ez<”’”“’>fs(a+—,p’)dp’IQdadaz
(a,p) Ra xRa (Rq
e [[ 1 ) dada = | £
RI xR9

Pour prouver iv), il suffit d’utiliser le théoreme 3.5’ de [7] aprés avoir remarqué
que la forme quadratique duale ¢” de la métrique g par rapport a B est donnée

par gfb (@', p") = 35 (|2 ® (2, p)* + [P/ [o(z,p)?). =

Introduisons une partition de I'unité liée a la métrique sur RY définie par

2
9a(y) = U ou |ylest la norme euclidienne de y.

[#(a)]?
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L’inégalité ¢(a) < 1 quel que soit a € R? implique que cette métrique est a
variation lente: il existe des constantes ¢ > 0 et C' > 0 telles que

9.(y) <c= (1) < Gary(t) < Cyga(t) quel que soit t € RY.

%
Pour p > 0, désignons par B(a, p) la boule ouverte

Bla,p) ={y € R? | gola —y) < p*},

nous avons une partition de l'unité [7]:

Proposition 6.4. [l existe un réel R > 0, une suite (V,)yen dans C°(RY) et
une suite (a,)yen telles que

i) Il existe Ny > 0 tel que au plus Ny boules B(a,, R) ont une intersection non
vide;

”) RY = UVENB(G’V7 R); supp (/YV) C B(am R), ZVEN Y = ]-7'
ii1) La suite (7V,)yen est bornée dans ’espace
S(1,9) = {y € C*(RY) | Vo € N, 3C, : [(0°7)(x) < Ca[p(x)] 11}

Le lemme technique suivant sera utilisé dans la preuve du théoreme principal de
cet article.

Lemme 6.5.  Pour tout n € N, pour tout N € N vérifiant N > n + q, il
existe une constante C' > 0 et une semi-norme N dans Uespace S™N(O(€)) telles
que, pour tout v € N, pour tout f € S N(0O(€)) vérifiant suppf(-,p) C B, =
{a € R|a—a,| < Ro(a,)} quel que soit p, on ait

(@)™ (£5f) (@)]| o) < ON(S) -

Démonstration.  La fonction £Sf est définie par l'intégrale oscillante (4.2).
a+x

et la fonction f(u,v) =
(ﬁf)_gf) (v+35) = f(Rq)* ei<Pu> f(y p)dp sur R?x RY qui vérifie suppf(u,-) C B,
quel que soit u.

Soit M un entier que nous choisirons suffisamment grand et L, I'opérateur
différentiel défini, a partir du laplacien A,, par

Introduisons les nouvelles variables u =z — a,v =

1 M{g()]"2M AMY
Lp_ 1—|—[(Z§(’U)]_2M‘U|QM(1+(_1) [¢( )] Ap)

Nous avons L, e<Pu> = ei<Pu> ot f(y,v) = / e"<Pu> [ f(v,p)dp, donc il
(Ra)*

existe une semi-norme N dans S™~N(0(€)) telles que

; N(f) —N+n[ ()]~ N
S T G [, B
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et une constante C' > 0 telle que

ON () o )N
< T 2M\u|2M/o T o) Y

Faisons le changement de variable r = [¢(v)]"'s et prenons N > n + ¢, il vient,

< ON()[p(w)] "
= L [p(w)] M M

une constante C’ telle que Vu € R?, Vv € R? [(ﬁ(v - —ﬂn[gb(v)]*” < C'p(u)]™

|f(u,v)

avec une constante C' > 0, |f(u,v) Il existe également

2
quel que soit (u,v) € R? x RY. Nous avons donc, avec une constante C' > 0:

n(pe 2 $(u)] " [p(v)] >
6@ (L) @) g ey < OO [[ L +[ g dudo.
En introduisant les nouvelles variables u' = [p(v)]~u, v’ = v, nous obtenons:

@ (E50) ey ey = [N ([ et ean) ([ 2L ).

v

Il existe une constante ¢ > 0 telle que [p(v")]7? < ¢[p(a,)] "9 quel que soit v' € B,,
la premiere intégrale du deuxieme membre est alors majorée par une constante
indépendante de v. La seconde intégrale est finie si on prend M assez grand. m

Lemme 6.6.  Soit G € C*(R) une fonction a valeurs dans R vérifiant
JaeR, IC>0: G(z) ~ Clz|*, (6.4)

alors, pour toute fonction g € S(R), nous avons:

1
vreR, o)l <||5o||, ., + 166 b (6.5)
1
Démonstration.  Les fonctions —g et Gg’ sont dans l'espace L?*(R), donc
d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
veeR, lg@P=2| [ ——gt)Gt)g 1)t
x x)|* = —
19 i G(t)g 9
<o [ meora| [ ooz
ol [GOP .
et nous en déduisons immédiatement (6.5). ]
Lemme 6.7.  Soit v une fonction de classe C*° sur R, a valeurs dans R,
vérifiant
JaeR, IC >0 : (z) ~ Clx|®

T—+00

et U une fonction de classe C™ sur R?, a valeurs dans R*, vérifiant les deux
propriétés suivantes
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i) Il existe un réel B tel que: Vo € R,3C = C(z) >0 : ¥(x,p) o Clpl?;

i) V(x,p) € R?, (z)¥(x,p) > 1.

Pour toute fonction f de S(R?), nous avons

sup - |f(z, p]? < ||f||%2(11a2)+

(z,p)ER
8f 0*f
‘ ap 22 Hw L2(R2) H@/J OxOp 22y (6:6)
Démonstration.  En appliquant deux fois le lemme précédent, nous avons:
2 1 of 2
< | — 2d - d
fan)l < [ iR+ [ o@|Fe)| d
1 of 2
< 2 —
|l soirentas [ ven|den] o] e
1 af % f 2
v
/w(w / ) 3. 5 P) dp+/ (z,p) axa (z,p) dp] dx
// xp|2dxdp+// xp)‘ dxzdp
r2 Y (x p (x)
. /1. |
/R2 ) (x p d:z:dp+ Y(x x,p))axap(x,p)‘ dxdp.
En utilisant la propriété 11) nous obtenons (6.6). n

Lemme 6.8. (Inégalité du type Sobolev).
AC > 0:Vf e S(R? x (R?)*)
sup  |f(z,p))? <C > @161 (8507 )| L2 (Rax aye) - (6.7)

(z,p)€RI x (R7)* (a,8)€{0,1}7x{0,1}4

Démonstration. Il suffit d’établir (6.7) avec les fonctions poids @, ¢ rempla-
cées par les fonctions @ et ¢ de classe C'™° données par

®(z,p) = (L+ |m(z,p)|* + [n(2)), d(x) = (L+ |m(2))"1  (6.8)

ol les fonctions 7, et 1y sont définies par n = 0¢(—x,p) = m(x,p) + ne(z) + 13 €
G © G @ G3. et || est la norme euclidienne. D’apres les estimations de la
proposition 2.2, la fonction & vérifie:

YmeN, 3C=C, >0:

oP™ <~
Vk € [1,q] ‘— < CPmt 7( < CPpmg (6.9)
k
et de méme la fonction ¢ ne dépend que des variables Tty Ty €6 vérifie
VmeN, 3C=C,, >0 : Vk e [n]+ 1,4 ‘¢ )<Cq§m1 (6.10)



GOULEAU 353

Les variables z et p' = (p1,p2, ..+, Pk—1,Pkt1,--- ,Dq) tant fixées, la fonction de
pr, donnée par O, (px) = O(z, ) vérifie

pr——+00
Egalement, en fixant la variable 2’ = (xl, e Tpo1, T, - -, Tg) dans R Ja

fonctlon de z;, donnée par ¢ () = ¢(x) est soit constante, soit équivalente &
Clzg|™ 2 quand z — —oo, C' constante.

Si les variables xo,x3,..., %4, P2, P3,... ,p, sont fixées, alors la fonction
g(z1,p1) = f(x,p) est dans S(R?) et, d’apres le lemme 6.8

|f(z,p)]> = |g(z1, p1)]| // |f(z,p)|* + ’CI) T, p)=—— 8 o (z p)

. % f 2
3 | daap.
+]¢ 2] + o) g tep)] ] devdp
Fixant ensuite les variables x1,zs,... ,24,p1,D3,... ,Dq, DOUs majorons les fonc-

tions & intégrer grace au lemme 6.6 et aux estimations (6.9) et (6.10), nous obtenons
alors

C >0 : V(z,p) € R? x (RY)* |f(z,p)]* <
c S [ P G e dndsdpdp,

(,8)€{0,1}2x{0,1}2
Par récurrence, nous avons 'estimation (6.7). ]
Le symbole op étant un polynome, la fonction ope#fe, f € s(O(€)), est une
somme finie:

)IaIHﬁI (020)0pe) (050 fe) (x,p)

VIEH

(ope#tfe) (r,p) = > (1) (4

131
op ol g

cette expression nous permet de prolonger a I'espace C*(R?@ (R?)*) I'application
Lpg de la proposition 5.9. Pour ¢ € C*(R? & (R?)*), nous posons

opeto = Z Dol (gyletl_L 1 (@0ore) (9,0%) (x.) (6.11)

et nous notons Lp¢ 'application linéaire C*°(R?@ (R?)*) — C*°(R?& (R9)*), ¢ —
TPt

Proposition 6.9.  Si P € U,,(G) vérifie (H), alors l'image de l'application

Lpe: S7MO(8)) — SU0(),  fr— op#f (6.12)

contient S“~>*(0(E)).
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Démonstration.  Soit g € S®™>°(0(£)) et (v,) la partition de I'unité de la
proposition 6.4. La fonction h,e = g¢v, appartient a s(O(§)) et, d’apres la
proposition 5.9, il en est de méme de f,¢ = L1371£(hy7§). En tout point (z,p)
de R? x (R?)*, le nombre d’indices v tels que f,¢(x,p) # 0 est inférieur ou égal au
nombre Ny de la proposition 6.4, donc pour montrer que la fonction fe =" f.¢
appartient a I'espace S™™(0(€)), il suffit de montrer que la suite (f,¢),en est une
suite bornée de S™™ (0O(€)).

La relation op#f,¢ = h,¢ implique, d’aprés la proposition 4.4 et la
définition de I'opérateur m¢(P)

~

Teate)(P) - [(Lafue) (@ +a)] = (Lahe) (z +a). (6.13)

D’apres iv) du lemme 6.3, il suffit alors de prouver que la fonction Mf, ¢ est
dans S (O(§)) avec des semi-normes indépendantes de v, donc, compte tenu de
®¢p > 1, de prouver que

Va € N9 V3 € N7, 3C, g > 0 indépendant de v :
sup [(I)(a7p):|m+\a|+‘/6‘ |:¢ ]ZW‘ |aaaﬁ Mf,,,g)(a,p” < Ooa,ﬁ- (614)
(a,p)€(RIx(RI)*)

Dans ces inégalités, nous pouvons remplacer les fonctions poids @, ¢ par les fonc-
tions @, ¢ de classe C* données par (6.8). D’apres ®¢ > 1, (6.14) est alors une
conséquence des deux assertions:

Va € N1 V3 € N'.m + |a| + |3] pair , 3C, 3 > 0 indépendant de v :
sup [&)(%p)}mﬂalﬂﬁ\ [¢ ]2|ﬁ| |aaaﬁ Mfy,g)(a,p)} < Cop. (615)

(a.p)

Va € NU VG € N/ m + |a| + |f] impair , 3C, 3 > 0 indépendant de v :
(i) m+1+|al+|B] T 7 2|B|+1 8&@6 M <C 6.16
Sup[ (a7p)} [¢(a>] | p a( f%&)(a7p)| — a,B: ( : )

(a:p)

Montrons d’abord ’assertion (6.15). Soit la fonction v, de s(O(&))

do(a,p) = [B(a, p)] " d(a)) o209l (M f,e) (a,p)

d’apres le lemme 6.8, nous avons a montrer que, pour chaque multi-indice (o, 3’) €
{0,1}7x{0,1}9, les normes ||c1>‘a’|¢|ﬁ"(8;’af’¢y)||L2(RqX(Rq)*) sont majorées par des
constantes indépendantes de v.

Considérons d’abord la norme |[1),||12(rax(ra)+) . D’apres le lemme 6.1 avec
m' =m+ |a| + |3], il existe une constante C' > 0 telle que

Va € R?, Vv € N, [[¢h,(a, )| 2((ray) <
Clo(@)?? S [[e' 02 [(Lafue) (x + a)] [ s
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Le lemme 6.2 et (6.13) impliquent alors 'existence d’une autre constante C' > 0
telle que, pour tout a € RY et pour tout v € N, on ait :

10 (@, W2y <GZHw 2‘”'3”[<ﬁahu,e><w+aﬂHimw

- CZ” a) ML (9 O hve) (a H|'y|+|§|,ﬂ'§

=C Z > 6@ [rier (@ La@05h6)] @) 72 g
7,8 Qeul'yI-Hé\

=CY" > @ La(oa# (@05 @) g
v,0 Q€u|"/|+|5‘

Nous appliquons le lemme 6.5 a la fonction UQ#(a'Yé?‘sh,, ¢) qui appartient a 'espace
S2l= N(O(¢)). En choisissant N > 2|y| + ¢, il existe une constante C' > 0 et des
semi-normes N, dans SZ7=N(0(€))(O(€)) telles que

ol Bagoeaoy <O 3 [Nyloa#@103h,.0)]

7,8 QeulI+s]

D’apres (6.11) et la formule de Leibniz, les semi-normes du second membre sont
majorées par une constante indépendante de v.

Soit (o, 3') € {0,1}7x{0,1}7, d’apres (6.9), (6.10) et a nouveau la formule
de Leibniz, le module de [é(a,p)] ] [gg(a)} Wl((’?ﬁ’@f’tﬁy)(a,p) est majorée par une
combinaison linéaire de termes de la forme

~ m+|a” |+8"| 1 7 218"} o 58"
[©(a,p)] [0(a)] ™" 105707 (M) (a, )l
nous pouvons alors trouver une constante C' > 0 telle que
Vv eN, ||016718 0%, )| r2gax gy < C

et nous avons prouvé (6.15). La seconde assertion (6.16) se démontre de maniere
analogue. [ ]

Théoréme 6.10.  Soit G une algebre de Lie graduée de rang 3. Si P € Uy, (G)
vérifie Uhypothése (H), alors nous pouvons trouver un symbole g € S~™O(§)) tel
que :

ope#q=1 ot ope(x,p) = op(Oe(—x,p)). (6.17)

Démonstration.  D’apres le théoreme 3.5, il existe go € S™™(O(£)) et r €
S0=e(0(€)) tels que : ope#qgo =1+ r. D’apres la proposition 6.9, nous pouvons
trouver f € ST™(O(€)) tel que ope#f =r, d’ou le théoreme. [
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