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Résumé. Dans le cadre d’une algèbre G nilpotente graduée de rang 3, nous
établissons d’abord quelques résultats algébriques et topologiques d’une trans-
formation de Fourier introduite par N.J. Wildberger [13] sur un groupe de Lie
nilpotent général. Ensuite, si P est un opérateur différentiel homogène invariant
à gauche sur le groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algèbre de Lie G
et π(ξ,Hξ) une représentation unitaire irréductible de ce groupe, nous contruisons,
sous une hypothèse d’homéomorphisme linéaire, une paramétrix de l’opérateur
π(ξ,Hξ)(P ). Sous une deuxième hypothèse plus forte d’homéomorphisme linéaire,
nous construisons un inverse exact de π(ξ,Hξ)(P ). Cet inverse est un opérateur
pseudo-différentiel dont le symbole est dans une classe de R. Beals.

Introduction

Soient G une algèbre de Lie réelle nilpotente et G le groupe de Lie connexe
et simplement connexe d’algèbre de Lie G , l’application exponentielle est un
difféomorphisme global de G sur G et nous identifierons dans la suite le groupe G
avec l’algèbre G .

L’algèbre de Lie G est graduée de rang r si G est la somme directe de
sous-espaces Gi, 1 ≤ i ≤ r , tels que [Gi,Gj] ⊂ Gi+j avec Gi+j = {0} si i+ j > r .

Si l’algèbre de Lie G est graduée de rang r et si P est un opérateur
différentiel homogène invariant à droite sur le groupe G qui vérifie la condition
de Rockland, c’est-à-dire tel que pour toute représentation unitaire irréductible π
de G , l’opérateur π(P ) est injectif dans l’espace de Schwartz de la représentation
π , Melin construit dans [10] une paramétrix de π(P ) après avoir développé un
calcul symbolique utilisant la transformation de Fourier classique.

Également dans le cas du groupe de Heisenberg, Melin donne dans [11] une
version sous forme de paramétrix des résultats de Geller [5] et dans le cas d’un
groupe de Lie nilpotent homogène, Christ, Geller, GLowacki et Polin développent
dans [4] un calcul pseudo-différentiel sur le groupe et, généralisant la condition de
Rockland, ces auteurs donnent un critère général d’existence d’une paramétrix.

Dans la suite, nous supposons que l’algèbre est graduée et nous considérons
ξ ∈ G∗ tel que l’orbite O(ξ) dans la représentation coadjointe de G dans G∗ soit
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en position générale. Si H est une sous-algèbre de G maximale subordonnée à ξ
(< ξ, [H,H] >= {0}), nous notons π(ξ,H) la représentation unitaire de G induite
par la représentation h 7→ ei<ξ,h> de H dans C , d’après [8] la représentation π(ξ,H)

est irréductible .

Si G est graduée de rang r = 2 et ϕ appartient à l’espace de Schwartz
S(G), alors l’opérateur π(ξ,H)(ϕ) a un noyau qui ne dépend que de la restriction de
la transformée de Fourier ordinaire ϕ̂ à l’orbite O(ξ) de ξ dans la représentation
coadjointe de G dans G∗ . Si r ≥ 3, le même résultat est obtenu en remplaçant
la transformée de Fourier ordinaire par une transformée de Fourier introduite par
Wildberger dans [13]. Cette transformée de Fourier utilise le calcul de Weyl (voir
[7]) pour composer des symboles définis sur l’orbite O(ξ).

Dans notre article, nous nous limitons au cas où l’algèbre de Lie G est
graduée de rang 3.

Au premier paragraphe, nous construisons une sous-algèbre Hξ subordon-
neé à ξ maximale et nous réalisons explicitement la représentation π(ξ,Hξ) de G
dans un espace L2(X) (où X est un certain sous-espace supplémentaire de Hξ

dans l’algèbre G ), nous en déduisons une carte θξ(x, p), (x, p) ∈ Rq×Rq , de O(ξ).
L’opérateur π(ξ,Hξ)(ϕ) a alors un noyau qui ne dépend que de la restriction de la
transformée de Fourier au sens de Wilbberger FWϕ à l’orbite O(ξ) (voir (1.18)).

Aux deux paragraphes suivants, à partir de la carte θξ(x, p) nous intro-
duisons des fonctions poids Φ(x, p), φ(x, p) au sens de Beals [2],[3]. Ces fonctions
poids permettent de définir une métrique de Hormander [7] et des classes de sym-
boles Sm

′
(O(ξ)),m′ ∈ R , adaptées à l’étude d’un opérateur sur Rq de la forme

π(ξ,Hξ)(P ) où P est un opérateur homogène appartenant à l’algèbre enveloppante
complexifiée U(G).

À l’aide du calcul symbolique sur l’orbite nous prouvons le résultat suivant
(Théorème 3.5):

Théorème. Soit G une algèbre de Lie graduée de rang 3, P ∈ Um(G) tel
que π(ξ,Hξ)(P ) soit un homéomorphisme linéaire de Hm

πξ
(X) sur L2(X) et σP le

symbole de P . Il existe q ∈ S−m(O(ξ)) et r ∈ S0,−∞(O(ξ)) tels que

σP,ξ#q = 1 + r où σP,ξ(x, p) = σP (θξ(−x, p)).

Dans cet énoncé, σP,ξ est le symbole de Weyl de l’opérateur π(ξ,Hξ)(P ) (voir
la proposition 2.1) et la composition σP,ξ#q des deux symboles σP,ξ et q définis
sur l’orbite O(ξ) est donnée par le calcul symbolique de Weyl.

En supposant de plus que l’opérateur P vérifie l’hypothèse (H), c’est-à-dire
si pour tout s de N , l’opérateur π(ξ,Hξ)(P ) est un homéomorphisme linéaire de
Hs+m
πξ

(X) sur Hs
πξ

(X), nous contruisons aux deux derniers paragraphes un inverse

de l’opérateur π(ξ,Hξ)(P ), plus précisément nous démontrons le théorème suivant
(Théorème 6.10):

Théorème. Soit G une algèbre de Lie graduée de rang 3. Si P ∈ Um(G) vérifie
l’hypothèse (H), alors nous pouvons trouver un symbole q ∈ S−m(O(ξ)) tel que :

σP,ξ#q = 1 où σP,ξ(x, p) = σP (θξ(−x, p)).
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Si G est graduée de rang r > 3, l’opérateur π(ξ,Hξ)(P ) peut encore s’expri-
mer sous la forme (2.3) qui suit et permet d’envisager l’introduction d’un calcul
symbolique par orbite.

1. Transformation de Fourier (au sens de Wildberger) et
représentation unitaire irréductible π(ξ,Hξ)

Lemme 1.1. Posons ni = dimGi , 1 ≤ i ≤ 3, n = dimG et notons:

- Bξ la forme bilinéaire définie sur G par

Bξ(α, β) = 〈ξ, [α, β]〉,

- 2q le rang de Bξ ,

- N1 le sous-espace de G1 défini par:

N1 = {α ∈ G1 | la forme linéaire ξ ◦ adα s’annule sur G2} ,

- S1 un sous-espace de G1 supplémentaire de N1 .

- {e1, e2, . . . , en′1} une base de S1 .

Avec ces données, nous avons q ≤ n1 et il existe une suite libre de vecteurs
(en′1+1, en′1+2, . . . , en1) de N1 , une suite libre de vecteurs (u1, u2, . . . , uq) de G
vérifiant:

i) 〈ξ, [ui, ej]〉 = −δij, 1 ≤ i, j ≤ q ;

ii) Si nous posons X
déf
= Vect(e1, e2, . . . , eq), Y

déf
= Vect(eq+1, eq+2, . . . , en1),

Hξ
déf
= Y ⊕ G2 ⊕ G3 , alors G = X ⊕Hξ où Hξ est un idéal de G subordonné

à ξ maximal;

iii) uj ∈ G2 si 1 ≤ j ≤ n′1 et uj ∈ Hξ si 1 ≤ j ≤ q .

Démonstration. Soit {fn′1+1, fn′1+2, . . . , fn1} une base de N1 . L’application
S1 → G∗2 , α 7→ ξ ◦ adα|G2 est linéaire et injective, donc les formes linéaires
`j = ξ ◦ ad ej|G2 , 1 ≤ j ≤ n′1 forment une suite libre dans G∗2 que l’on peut
compléter pour obtenir une base B∗ = {`1, `2, . . . , `n′1 , `n′1+1, . . . , `n2} de G∗2 .

Il existe alors une base B = {u1, u2, . . . , un′1 , vn′1+1, . . . , vn2} de G2 dont la base
duale est B∗ . Nous obtenons 〈ξ, [uj, ek]〉 = −δjk, 1 ≤ j, k ≤ n′1 et 〈ξ, [ek, v`]〉 =
0, 1 ≤ k ≤ n′1, n

′
1 + 1 ≤ ` ≤ n2 .

Soit le sous-espace E = S1 ⊕ Vect(u1, u2, . . . , un′1). L’orthogonal E⊥ de E dans
G pour Bξ est un sous-espace supplémentaire de E dans G donné par E⊥ =
F ⊕ Vect(vn′1+1, vn′1+2, . . . , vn2) ⊕ G3 où F = Vect(f̃n′1+1, f̃n′1+2, . . . , f̃n1) avec f̃j =

fj +
∑n′1

k=1〈ξ, [fj, ek]〉uk, n′1 +1 ≤ j ≤ n1 . La restriction BF
ξ de Bξ à F est de rang

2q− 2n′1 et nous pouvons trouver une base (wj)1≤j≤n1−n′1 de F dont la base duale
(w∗j )1≤j≤n1−n′1 dans F ∗ vérifie:

BF
ξ = w∗1 ∧ w∗q−n′1+1 + w∗2 ∧ w∗q−n′1+2 + · · ·+ w∗q−n′1 ∧ w

∗
2q−2n′1

.
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Soit p la projection de G = G1 ⊕ G2 ⊕ G3 sur G1 sur parallèlement à G2 ⊕ G3 et
posons:

en′1+j
déf
= p(wj), 1 ≤ j ≤ n1 − n′1, un′1+k

déf
= wq−n′1+k, 1 ≤ k ≤ q − n′1 .

Avec ces définitions, la sous-algèbre Hξ est subordonnée à ξ , de plus étant de
dimension n− q , elle est maximale.

En adaptant une méthode décrite dans Helffer-Nourrigat ([6]), nous réalisons
la représentation induite π(ξ,Hξ) dans un espace L2(X), puis nous en déduisons
une expression d’une carte θξ(x, p) de l’orbite O(ξ) de ξ dans G∗ et explicitons
la transformée de Fourier FWϕ au sens de Wildberger [13] d’une fonction ϕ de
S(G). Le calcul de Weyl (voir par exemple [7]) donne ensuite une expression
des opérateurs π(ξ,Hξ)(β), β ∈ G et π(ξ,Hξ)(ϕ), ϕ ∈ S(G), en fonction de FWϕ et

θξ(x, p) (proposition 1.8). Établissons d’abord deux lemmes:

Lemme 1.2. Soient e`1 , e`2 , . . . , e`k , k vecteurs linéairement indépendants de
G1 et l’application

γk : Rk −→ G , t = (t1, t2, . . . , tk) 7−→ γk(t) = (t1e`1)(t2e`2) . . . (tke`k),

où γk(t) est le produit dans le groupe G de t1e`1 , t2e`2 , . . . , tke`k .

Si, pour u ∈ Rk , nous définissons une application Ak(u) : Rk −→ G par

Ak(u).v =
d

ds
γk(u+ sv)[γk(u)]−1

∣∣
s=0

, (1.1)

alors Ak(u) est linéaire et a pour expression, pour v ∈ Rk ,

Ak(u).v = v1e`1 + eadu1e`1 .v2e`2 + eadu1e`1 ◦ eadu2e`2 .v3e`3 + · · ·+
eadu1e`1 ◦ eadu2el2 ◦ · · · ◦ eaduk−1e`k−1 .vke`k . (1.2)

Démonstration. Par récurrence sur k . La propriété (1.2) est vraie pour k = 1,
supposons qu’elle soit vraie pour k . Posons

ϕ(s) = γ̃k(u2 + sv2, . . . , uk+1 + svk+1)[γ̃k(u2, . . . , uk+1)]−1 ,

où

γ̃k(t2, . . . , tk+1) = (t2e`2)(t3e`3) . . . (tk+1e`k+1
) , (t2, . . . , tk+1) ∈ Rk.

Nous pouvons écrire

γk+1(u+ sv)[γk+1(u)]−1 =
(
((u1 + sv1)e`1)(−u1e`1)

)(
(u1e`1)ϕ(s)(u1e`1)−1

)
.

En dérivant par rapport à s à l’origine, nous obtenons que la propriété est vraie
pour k + 1.
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A l’orbite O(ξ) en position générale correspond une représentation unitaire
irréductible du groupe G . A une équivalence unitaire près, cette représentation
peut être déterminée comme une représentation π(ξ,Hξ) de G dans L2(Rq) induite
par une représentation scalaire de Hξ .

Notons S ′ = {`1, `2, . . . , `q} une suite obtenue à partir d’un réarrangement
de la suite (1, 2, . . . , q). L’application Hξ × Rq 7→ G donnée par

(h, (t1, t2, . . . , tq)) 7−→ hγ(t) où γ(t) = (t1e`1)(t2e`2) . . . (tqe`q)

est un difféomorphisme global, l’image de la mesure de Lebesgue sur Hξ×Rq étant
la mesure de Lebesgue sur G . Ce difféomorphisme permet de définir une action à
droite de G dans Rq , (t, a) 7→ σ(t, a) telle que

γ(t)a = h(t, a)γ(σ(t, a)) . (1.3)

Pour définir la représentation π(ξ,Hξ) du groupe G induite par la représentation

h 7→ ei〈ξ,h〉 du sous groupe Hξ dans C , nous introduisons l’espace E = Eξ des
fonctions définies sur G , à valeurs complexes, ayant les deux propriétés suivantes:

i) ∀h ∈ Hξ,∀g ∈ G, f (hg) = ei〈ξ,h〉 f (g).

ii) La fonction ϕ(x) = |f(g)|2 où x désigne la classe de g dans Hξ \ G (pour
toute fonction f vérifiant i), |f(g)|2 ne dépend que de x), vérifie∫

Hξ\G
ϕ(x) dx < +∞ .

L’espace E est muni du produit scalaire (f1, f2) =
∫
Hξ\G

(f1(g), f2(g)) dx et la

représentation π(ξ,Hξ) de G dans E est définie par :

∀f ∈ E ,∀g ∈ G,∀a ∈ G
[
π(ξ,Hξ)(a)f

]
(g) = f(ga) . (1.4)

Pour le produit scalaire ci-dessus, la représentation π(ξ,Hξ) est unitaire. D’après
(1.3), (1.4) et la propriété i), nous avons:

∀f ∈ E ,∀t ∈ Rq,∀a ∈ G
[
π(ξ,Hξ)(a)f

](
γ(t)

)
= f(γ(t)a)

= ei〈ξ,h(t,a)〉(f ◦ γ)
(
σ(t, a)

)
. (1.5)

La dernière égalité nous permet de considérer que la représentation π(ξ,Hξ) est
définie dans l’espace L2(Rq) de la manière suivante:

∀f ∈ L2(Rq),∀t ∈ Rq,∀a ∈ G
[
π(ξ,Hξ)(a)f

]
(t) = ei〈ξ,h(t,a)〉 f(σ(t, a)) . (1.6)

En notant pr2 la projection de G = Hξ ⊕X sur X parallèlement à Hξ , puis pour
a ∈ G , pr2(a) =

∑q
k=1 akelk , nous avons σ(t, a) = (t1 + a1, t2 + a2, . . . , tq + aq). La

différentielle de la représentation π(ξ,Hξ) est alors l’opérateur

π(ξ,Hξ)(a) = i〈ξ, h′(t, a)〉+

q∑
k=1

ak
∂

∂tk
,

où, par définition h′(t, a) = d
ds
h(t, sa)|s=0 .

L’expression de h′(t, a) dépend de l’appartenance de a à Hξ ou X et
découle du lemme 1.2 ci-dessus.
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Lemme 1.3. Avec les notations ci-dessus, nous avons pour a ∈ Hξ

h′(t, a) = ead γ(t) .a , (1.7)

et pour a ∈ X

h′(t, a) = [γ(t), a] +
1

2

[
γ(t), [γ(t), a]

]
− pr1

{
a1e`1 + ead t1e`1 .a2e`2+

+ead t1e`1 ◦ ead t2e`2 .a3e`3 + · · ·+ ead t1e`1 ◦ ead t2e`2 ◦ · · · ◦ ead tq−1e`q−1 .aqe`q
}
, (1.8)

où pr1 est la projection de G sur Hξ parallèlement à X .

Démonstration. D’après (1.3), nous avons

∀s ∈ R ead γ(t) ·sa = γ(t)(sa)
[
γ(t)

]−1
= h(t, sa)γ

(
σ(t, sa)

)[
γ(t)

]−1
.

En dérivant par rapport à s à l’origine, nous obtenons

ead γ(t) .a = h′(t, a) + Aq(t).(a1, a2, · · · , aq) .

Cette relation donne ensuite (1.7) et (1.8).

Le symbole complet de l’opérateur différentiel π(ξ,Hξ)(a) est

σ(t; ξ, p, a) = i
(
〈ξ, h′(t, a)〉+

q∑
k=1

akpk
)
.

Ce symbole donne une carte θξ(x, p) de l’orbite O(ξ):

Proposition 1.4. Une carte R2q 7→ G∗ , (x, p) 7→ θξ(x, p) de l’orbite O(ξ) de
ξ dans G∗ est donnée par:

∀a ∈ G, 〈θξ(x, p), a〉 =
1

i
σ(−x; ξ, p, a) où x = (x1, x2, . . . , xq) (1.9)

c’est à dire

∀a ∈ Hξ , 〈θξ(x, p), a〉 = 〈ξ ◦ ead γ(−x), a〉 (1.10)

∀a =

q∑
k=1

ake`k ∈ X , 〈θξ(x, p), a〉 =

q∑
k=1

akpk + 〈ξ ◦ ead γ(−x), a〉−

〈ξ, a1e`1 + e− adx1e`1 .a2e`2 + e− adx1e`1 ◦ e− adx2e`2 .a3el3 +

· · ·+ e− adx1e`1 ◦ e− adx2e`2 ◦ · · · ◦ e− adxq−1e`q−1 .aqe`q〉 . (1.11)

Proposition 1.5. Dans le cas où la suite (e`k)1≤k≤q est :

e`1 = en′1+1 , e`2 = en′1+2 , . . . , e`q−n′1
= eq,

e`q−n′1+1
= e1 , e`q−n′1+2

= e2 , . . . , e`q = en′1 , (1.12)



Gouleau 331

une carte R2q 7→ G∗ , (x, p) 7→ θξ(x, p) de l’orbite O(ξ) de ξ dans G∗ est donnée
par :

∀u ∈ Hξ 〈θξ(x, p), u〉 =
〈
ξ ◦ e−

∑q
σ=1 xσ ad e`σ , u

〉
= 〈ξ, u〉−

−
q∑

σ=1

xσ〈ξ, [e`σ , u]〉+
1

2

q∑
σ,τ=q−n′1+1

xσxτ 〈ξ,
[
e`σ , [e`τ , u]

]
〉. (1.13)

∀k ∈ [1, q] 〈θξ(x, p), e`k〉 = pk −
q∑

σ=k+1

xσ〈ξ, [e`σ , e`k ]〉+

+
∑

q−n′1+1≤σ<τ≤q
τ>k

xσxτ 〈ξ,
[
e`σ , [e`τ , e`k ]

]
〉+

q∑
σ=k+1

q−n′1+1≤σ

x2
σ

2
〈ξ,
[
e`σ , [e`σ , e`k ]

]〉
. (1.14)

Dans la suite de cet article, nous considérons uniquement la carte parti-culière
donnée par (1.13) et (1.14). A partir de cette carte, nous pouvons calculer le
symbole de Weyl exp∗ i〈η, β〉 de l’opérateur π(ξ,Hξ)(β) donné par (1.6), et définir
la transformée de Fourier (par orbite) correspondante, comme dans [13].

Proposition 1.6. Le symbole de Weyl exp∗ i〈θξ(−x, p), β〉 de l’opérateur
π(ξ,Hξ)(β), β ∈ G , est donné par:

exp∗ i〈θξ(−x, p), β〉 = ei〈θξ(−x,p),β〉×

e
−i
〈
ξ3,

β
n′1
e
n′1

2

β
n′1−1

e
n′1−1

2
··· β1e1

2

(∑n1
k=n′1+1

βkek

)
β1e1

2
···
β
n′1−1

e
n′1−1

2

β
n′1
e
n′1

2

〉
, (1.15)

où β = βG2⊕G3 +
∑n1

k=1 βkek .

Démonstration. D’après (1.10) et (1.11), l’opérateur π(ξ,Hξ)(β) s’écrit, pour
f ∈ Eξ telle que f ◦γ ∈ S(Rq) et pour β = βHξ+βX où βHξ = βG2⊕G3 +

∑n1

j=q+1 βjej
et βX =

∑q
k=1 β`ke`k :[

π(ξ,Hξ)(β)f
](
γ(x)

)
=

∫
(Rq)∗

ei〈p,x〉 dp

∫
Rq

e−i〈p,y〉ei
∑q
k=1 β`kpkeiϕ(x)(f ◦ γ)(y) dy ,

avec ϕ(x) =
∫ 1

0
ψ(x, u) du où

ψ(x, u) =
〈
ξ ◦ ead(x1+β`1u)e`1 ◦ ead(x2+β`2u)e`2 ◦ · · · ◦ ead(xq+β`qu)e`q , β

〉
−
〈
ξ, β`1e`1 + ead(x1+β`1u)e`1 · β`2e`2 + ead(x1+β`1u)e`1 ◦ ead(x2+β`2u)e`2 · β`3e`3

+ · · ·+ ead(x1+β`1u)e`1 ◦ ead(x2+β`2u)e`2 ◦ · · · ◦ ead(xq−1+β`q−1
u)e`q−1 · β`qe`q

〉
,

donc son symbole de Weyl est exp∗ i〈θξ(−x, p), β〉 = ei
∑q
k=1 β`kpkeiΨ(x) , où

Ψ(x) =

∫ 1
2

− 1
2

ψ(x, u) du = ψ(x, o)−

−
〈
ξ3,

1
12

∑q
k=2

[
v(β, k),

[
v(β, k), β`ke`k

]]
+ 1

24

∑q
k=1

[
β`ke`k ,

[
β`ke`k , v(β, k)

]]〉
.

avec v(β, k) =
∑n1

j=q+1 βjej + β`1e`1 + · · ·+ β`k−1
e`k−1

.

Si la suite (e`k) est donnée par (1.12), alors l’orthogonalité à G2 pour Bξ

des vecteurs e`1 , · · · , e`q−n′1 montre alors que le symbole de Weyl peut s’écrire sous

la forme (1.15).
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Proposition 1.7. La transformée de Fourier FW (au sens de Wildberger)
définie par(

FWf
)
(η)

déf
=

∫
G

exp∗(−i〈η, β〉)f(β) dβ pour f ∈ S(G) et η ∈ G∗, (1.16)

possède les propriétés suivantes:

1) L’application f 7→ FWf est une application continue de S(G) dans S(G∗).

2) Pour f ∈ S(G), l’application Rq⊕ (Rq)∗ → C, (x, p)→
(
FWf

)
(θξ(x, p)) est

dans S(Rq ⊕ (Rq)∗).

Démonstration. Le résultat 2) provient du fait que nous pouvons exprimer
les variables x1, x2, . . . , xq et p1, p2, . . . , pq comme des fonctions polynomiales de
〈η, uk〉, 1 ≤ k ≤ q et 〈η, e`k〉, 1 ≤ k ≤ q .

Nous allons exprimer l’opérateur π(ξ,Hξ)(ϕ) , ϕ ∈ S(G) en fonction de la
transformée de Fourier de ϕ restreinte à l’orbite de ξ .

Proposition 1.8. Soit f ∈ Eξ tel que f ◦ γ ∈ S(Rq), nous avons :

∀β ∈ G ,
[
π(ξ,Hξ)(β)f

](
γ(x)

)
= f(γ(x)β)

=

∫
(Rq)∗

ei〈p,x〉 dp

∫
Rq

e−i〈p,y〉 exp∗ i
〈
θξ
(
−x+y

2
, p
)
, β
〉
(f ◦ γ)(y) dy (1.17)

∀ϕ ∈ S(G) ,
[
π(ξ,Hξ)(ϕ)f

](
γ(x)

)
=∫∫

Rq⊕(Rq)∗
ei〈p,x−y〉

(
FW ϕ̌

) (
θξ
(
−x+y

2
, p
))

(f ◦ γ)(y) dydp . (1.18)

Démonstration. (1.17) résulte de la définition de exp∗ i〈η, β〉, β ∈ G , prou-
vons (1.18), nous avons:[

π(ξ,Hξ)(ϕ)f
](
γ(x)

)
=

∫
G
ϕ(β)f(γ(x)β) dβ

=

∫
G
ϕ (β) dβ

∫
(Rq)∗

ei〈p,x〉dp

∫
Rq

e−i〈p,y〉 exp∗ i〈θξ
(
−x+y

2
, p
)
, β〉 (f ◦ γ) (y) dy .

Soit N assez grand tel que

∫
Rq

1

(1+|p|2)
N dp < +∞ , le deuxième membre peut

s’écrire∫
G
ϕ (β) dβ

∫
(Rq)∗

ei〈p,x〉 1

(1+|p|2)
N dp

∫
Rq

e−i〈p,y〉(I −∆y)
N{

exp∗ i〈θξ
(
−x+y

2
, p
)
, β〉 (f ◦ γ) (y)

}
dy ,

ce qui s’exprime aussi par l’intégrale d’une fonction intégrable sur Rq ⊕ (Rq)∗ ⊕ G∫∫∫
Rq⊕(Rq)∗⊕G

ei〈p,x−y〉 1

(1+|p|2)
N (I −∆y)

N

{
exp∗ i

〈
θξ
(
−x+y

2
, p
)
, β
〉

(f ◦ γ) (y)
}
ϕ (β) dydpdβ ,
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ou encore par∫
(Rq)∗

ei〈p,x〉 1

(1+|p|2)
N dp

∫∫
Rq⊕G

e−i〈p,y〉 (I −∆y)
N

{
exp∗ i

〈
θξ
(
−x+y

2
, p
)
, β
〉

(f ◦ γ) (y)
}
ϕ (β) dydβ

=

∫
(Rq)∗

ei〈p,x〉 1

(1+|p|2)
N dp

∫
Rq

e−i〈p,y〉 (I −∆y)
N

{
FW ϕ̌

(
θξ
(
−x+y

2
, p
))

(f ◦ γ) (y)
}
dy

=

∫∫
Rq⊕(Rq)∗

ei〈p,x−y〉
(
FW ϕ̌

)(
θξ
(
− x+y

2
, p
))

(f ◦ γ)(y) dydp.

L’opérateur π(ξ,Hξ)(ϕ) est à noyau:

Proposition 1.9. Pour ϕ ∈ S(G), f ∈ Eπξ , nous avons:[
π(ξ,Hξ)(ϕ)f

]
(γ(x)) =

∫
Rq

Kϕ

(
γ(x), γ(y)

)
f(γ(y))dy , (1.19)

où le noyau Kϕ est défini par

Kϕ(a, b)
déf
=

∫
Hξ
ei〈ξ,h〉ϕ

(
a−1hb

)
dh , a ∈ G , b ∈ G , (1.20)

et peut s’écrire

Kϕ

(
γ(x), γ(y)

)
=

∫
(Rq)∗

ei〈p,x−y〉
(
FW ϕ̌

) (
θξ
(
−x+y

2
, p
))
dp (1.21)

Démonstration. Nous avons[
π(ξ,Hξ)(ϕ)f

]
(γ(x)) =

∫
G
ϕ(β)f(γ(x)β) dβ

et nous obtenons (1.19) et (1.20) en utilisant l’invariance à gauche de la mesure
dβ et le difféomorphisme :

Hξ × Rq → G , (h, y)→ β = hγ(y)

qui vérifie dβ = dhdy . L’expression (1.21) du noyau Kϕ résulte alors de (1.18).

D’après Wildberger ([13], Proposition III.3.1), pour ϕ et ψ ∈ S(G) la transformée
de Fourier FW (ϕ ∗ ψ) du produit de convolution ϕ ∗ ψ s’obtient en composant
sur chaque orbite FWϕ avec FWψ , cette composition, notée FWϕ#FWψ , peut
s’exprimer sous la forme d’une intégrale et est donnée par le calcul de Weyl [7] .

Proposition 1.10. Pour ϕ et ψ ∈ S(G), nous avons:(
FW (ϕ ∗ ψ)

)(
θξ(x, p)

)(
=
(
FWϕ#FWψ

)(
θξ(x, p)

))
=∫∫

Rq⊕(Rq)∗
e−i(〈p,t〉−〈x,τ〉)

(
FWϕ

)(
θξ(x+ t

2
, p+ τ

2
)
)
˜
(
FWψ

)
(τ, t) dtdτ,(1.22)

où

˜
(
FWψ

)
(τ, t) =

∫∫
Rq⊕(Rq)∗

e−i(〈x
′,τ〉−〈p,t〉)(FWψ)(θξ(x′, p)) dx′dp. (1.23)
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2. Symbole σP de P ∈ U(G) et fonctions poids

Soit P un opérateur différentiel invariant à gauche sur G élément de l’algèbre
universelle enveloppante (complexifiée) U(G) de G . Comme dans [6], désignons
par Um(G) le sous espace de U(G) formé par les opérateurs P quasi-homogènes
de degré m de la forme

P =
∑

‖(α,β,γ)‖=m

aα,β,γX
α1
1 . . . X

αn1
n1 Y β1

1 . . . Y
βn2
n2 Zγ1

1 . . . Z
γn3
n3

où ‖(α, β, γ)‖ = |α|+ 2 |β|+ 3 |γ| , (Xj)1≤j≤n1 est une base de G1 , (Yj)1≤j≤n2 une
base de G2 et (Zj)1≤j≤n3 une base de G3 .

Nous définissons le symbole σP de P en posant:

σP (η) = P (exp∗ i〈η, β〉)|β=0 (2.1)

Proposition 2.1. Le symbole possède les propriétés suivantes:

1) Pour P ∈ U(G), σP est une fonction polynomiale de η ∈ G∗ .
2) Pour X vecteur de G , σX (η) = i〈η,X〉.
3) Si P ∈ Um(G), nous avons: ∀t > 0, σP (δtη) = tmσP (η) et

∀α ∈ Nn1 ,∀β ∈ Nn2 ,∃C = Cα,β :
∣∣(∂αη1

∂βη2
σP
)

(η)
∣∣ ≤ C (1 + ‖η‖)m−‖(α,β)‖ , (2.2)

où ‖(α, β)‖ = |α| + 2 |β| et ‖η‖ = |η1| + |η2|
1
2 + |η3|

1
3 , |ηi| étant la norme

euclidienne de ηi ∈ G∗i , 1 ≤ i ≤ 3,

∀f ∈ Eξ,
(
π(ξ,Hξ) (P ) f

)
(γ (x)) =∫

(Rq)∗
ei〈p,x〉 dp

∫
Rq

e−i〈p,y〉σP
(
θξ
(
−x+y

2
, p
))
f (γ (y)) dy . (2.3)

Démonstration. Le résultat 2) résulte de l’expression de exp∗ i〈η, β〉 . Prou-
vons 3), P ∈ Um(G) vérifie ∀t > 0,∀f ∈ C∞ (G) , P (f ◦ δt) = tm (Pf) ◦ δt , donc
σP (δtη) = P (exp∗ i〈δtη, β〉)|β=0 = P (exp∗ i〈η, δtβ〉)|β=0 = tmσP (η).

Le résultat (2.2) découle de la compacité de la sphère
Σ = {η ∈ G∗, ‖ η ‖= 1} et (2.3) s’établit par dérivation à partir de (1.17).

Proposition 2.2. Soit η = θξ(x, p) la carte donnée par (1.13) et (1.14). Nous
avons:

∀a ∈ Hξ,
∂

∂xj
〈η, a〉 = −

〈
η,
[
e`j , a

]〉
. (2.4)

Il existe une constante C > 0 telle que

∀j ∈ [1, q] , ∀k ∈ [1, q]

∣∣∣∣ ∂∂xj 〈η, e`k〉
∣∣∣∣ ≤ C(1 + |η2|) , (2.5)

où |η2| désigne la norme euclidienne de la restriction de η à G2 .
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Démonstration. L’égalité (2.4) découle de (1.13) et du fait que a est orthog-
onal à G2 pour Bξ . Prouvons (2.5), d’après (1.14) la dérivée ∂

∂xj
〈η, e`k〉 ne dépend

pas des variables x1, x2, . . . , xq−n′1 et est une fonction affine de xq−n′1+1, . . . , xq . En
considérant la base B = {u1, u2, . . . , un′1 , vn′1+1, . . . , vn2} de G2 de la démonstration

du lemme 1.1 nous pouvons exprimer ∂
∂xj
〈η, e`k〉 comme fonction affine de la res-

triction de η à G2 .

Proposition 2.3. Soit η = θξ(x, p) = θ
G∗1
ξ (x, p) + θ

G∗2⊕G∗3
ξ (x) ∈ G∗1 ⊕ (G∗2 ⊕ G∗3)

la carte associée à la suite (e`k)1≤k≤q donnée par (1.13) et (1.14) et posons:

Φ(x, p) = 1 + ‖θξ(−x, p)‖ , φ (x, p) =
(
1 +

∥∥θG∗2⊕G∗3ξ (−x)
∥∥)−1

, (2.6)

où ‖.‖ désigne la norme homogène donnée à la proposition 2.1.

1) Le symbole σP de P ∈ Um(G)vérifie:

∀α ∈ Nq,∀β ∈ Nq,∃Cα,β = Cα,β(ξ) > 0 :∣∣∂αx∂βp σP (θξ (−x, p))
∣∣ ≤ Cα,β [Φ(x, p)]m−|β| [φ(x, p)]−|α| . (2.7)

2) Les fonctions Φ, φ sont des fonctions poids au sens de Beals ([2],[3]).

Démonstration. Le premier point résulte des deux propositions précédentes.

D’après [2],[3] et [7], les fonctions Φ, φ sont des fonctions poids si elles
vérifient les trois propriétés suivantes:

i) Φφ ≥ 1.

ii) Il existe des constantes strictement positives c, C telles que:

c ≤ Φ(x, p)/Φ(x′, p′) ≤ C et c ≤ φ(x, p)/φ(x′, p′) ≤ C

si |x− x′| ≤ cφ(x, p) et |p− p′| ≤ cΦ(x, p) .

iii) Si nous posons R(x, p) =
Φ(x, p)

φ(x, p)
, alors il existe des constantes strictement

positives c, C, δ telles que R(x′, p′)/R(x, p) ≤ C si:

R(x, p)|x− x′|2 + |p− p′|2/R(x′, p′) ≤ c
(
R(x′, p′)/R(x, p)

)δ
.

D’après leurs définitions, il est clair que Φ, φ vérifient la propriété i). Pour prouver
qu’elles vérifient aussi ii), nous remarquons d’abord que la fonction φ(x, p) ne

dépend que de x̄ = (xq−n′1+1, xq−n′1+1, . . . , xq) et est du même ordre que (1+ |x̄|) 1
2 ,

donc l’encadrement de φ(x, p)/φ(x′, p′) résulte de l’inégalité:

1 + |x̄′|
1 + |x̄|

≤ 1 + |x̄− x̄′|.

Ensuite, d’après la proposition 2.2, les valeurs absolues des dérivées par rapport à
x de chaque composante de θξ(−x, p) sont majorées par cφ(x, p)−2 (c constante
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> 0), d’où, par la formule de Taylor à l’ordre 2 et Φφ ≥ 1, l’encadrement de
Φ(x, p)/Φ(x′, p′). Prouvons finalement la propriété iii) avec δ ∈]0, 2

3
[ . Posons

X =
R(x′, p′)

R(x, p)
=

Φ(x′, p′)

Φ(x, p)

φ(x, p)

φ(x′, p′)

et montrons que X est borné si

|x− x′| ≤ cX
δ
2R(x, p)−

1
2 et |p− p′| ≤ cX

δ
2R(x′, p′)

1
2 .

Nous avons, avec des constantes C :

φ(x, p)

φ(x′, p′)
≤ C(1 + |x− x′|)

1
2 ≤ C(1 +X

δ
2R(x, p)−

1
2 )

1
2 ≤ C(1 +X

δ
4 ) .

Par Taylor à l’ordre 2 au point (x, p) pour chaque composante de θξ(−x, p), nous
obtenons:

Φ(x′, p′) ≤ C
(
Φ(x, p) +X

δ
2R(x′, p′)

1
2 + φ(x, p)−2X

δ
2R(x, p)−

1
2 +

XδR(x, p)−1 +X
δ
4R(x, p)−

1
4
)
.

D’une part

X
δ
2
R(x′, p′)

1
2

Φ(x, p)
= X

δ
2
R(x′, p′)

1
2

R(x, p)
1
2

R(x, p)
1
2

Φ(x, p)
= X

δ
2

+
1
2 [Φ(x, p)φ(x, p)]−

1
2 ≤ X

δ
2

+
1
2 ,

d’autre part

φ(x, p)−2R(x, p)−
1
2 Φ(x, p)−1 = [Φ(x, p)φ(x, p)]−

3
2 ≤ 1 ,

donc
X ≤ C(1 +X

δ
2

+ 1
2 +X

δ
2 +Xδ +X

δ
4 )(1 +X

δ
4 ) ,

où C est une constante indépendante de X , ceci montre que X est borné si on
choisit δ dans l’intervalle ]0, 2

3
[ .

3. Paramétrix de π(ξ,Hξ)(P ), P ∈ Um(G)

Dans ce paragraphe, nous allons, sous une hypothèse sur π(ξ,Hξ)(P ), cons-truire
une paramétrix de cet opérateur (Théorème 3.5).

Lemme 3.1. Soient

(ei)1≤i≤n la base de G1 définie au lemme 1.1,

X = Vect(e1, e2, . . . , eq),

ẽj
déf
= ej +

∑n′1
k=1〈ξ, [ej, ek]〉uk , q + 1 ≤ j ≤ n1 ,

G ′1
déf
= X ⊕ Ỹ où Ỹ

déf
= Vect(ẽq+1, ẽq+2, . . . , ẽn1).

Notons δ∗t la transposée de la dilatation δt : G = G1 ⊕ G2 ⊕ G3 → G donnée par
δt (β1, β2, β3) = (tβ1, t

2β2, t
3β3), et soient

Γ la fermeture dans G∗ de l’ensemble {δ∗t θξ(x, p) | t > 0, (x, p) ∈ Rq ⊕ (Rq)∗},
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p∗1 la projection de G∗ = G ′1
∗ ⊕ G∗2 ⊕ G∗3 sur G ′1

∗ parallèlement à G∗2 ⊕ G∗3 ,

τη0
1

la translation G ′1
∗ → G ′1

∗ de vecteur η0
1 = −p∗1(θξ(0, 0)) .

Ω(ξ) l’ensemble Ω(ξ) = (τη0
1
◦ p∗1)(O(ξ)).

Avec ces notations, nous avons l’inclusion

Ω(ξ)× {(0, 0)} ⊂ Γ (3.1)

et Ω(ξ) est un ensemble conique (sω ∈ Ω(ξ) si s > 0 et ω ∈ Ω(ξ)).

Démonstration. Introduisons d’abord quelques notations. Soit p(t) la forme
linéaire de (Rq)∗ définie pour t > 0 par

∀k ∈ [1, q] , (p(t)k =
1

t
pk +

1

t

∑
q−n′1+1≤σ≤q , σ>k

xσ〈ξ, [e`σ , e`k ]〉 .

Posons Rq = R
q−n′1 × Rn′1 , x = (y, z) où y = (x1, x2, . . . , xq−n′1) , z =

(xq−n′1+1, . . . , xq) et, pour t > 0

η(t) = δ∗t θξ

(y
t
,
z√
t
, p(t)

)
.

Pour obtenir l’inclusion (3.1)), nous allons montrer que la limite limt→0+ η(t) existe
dans G∗ et est une forme linéaire η qui vérifie

η|G2⊕G3 = 0 et ∀u ∈ G ′1 , 〈η, u〉 = 〈θξ(x, p)− θξ(0, 0), u〉 . (3.2)

D’après (1.14), nous avons

lim
t→0+
〈η(t), e`k〉 = 〈θξ(x, p), e`k〉 , 1 ≤ k ≤ q .

Les vecteurs ẽk , q + 1 ≤ k ≤ n1 , sont dans Hξ et vérifient d’après (1.13)

lim
t→0+
〈η(t), ẽk〉 = 〈θξ(x, p)− θξ(0, 0), ẽk〉 , q + 1 ≤ k ≤ n1 .

Également, pour v ∈ G2 ⊕ G3 ,

lim
t→0+
〈η(t), v〉 = 0 .

Nous obtenons ainsi (3.2)). L’ensemble Ω(ξ) est conique car en notant θỸξ (x) la res-

triction de θξ(x, p) à Ỹ , nous avons p∗1(O(ξ)) =
{(
p, θỸξ (x)

) ∣∣ (x, p) ∈ Rq⊕ (Rq)∗
}

et

∀s > 0, ∀p, ∀y, ∀z, s
(
p, θỸξ (y, z)− θỸξ (0, 0)

)
=
(
sp, θỸξ (sy,

√
sz)− θỸξ (0, 0)

)
.

Définition 3.2. Pour simplifier l’écriture, nous notons πξ la représentation in-
duite πξ = π(ξ,Hξ) de G dans L2(X) définie en (1.6).
Soient p ∈ N et Up(G) = ⊕pj=0Uj(G), nous notons Hp

πξ
(X) l’espace de Sobolev:

Hp
πξ

(X) =
{
u ∈ L2(X)

∣∣ πξ(Q)u ∈ L2(X) quel que soit Q ∈ Up(G)
}
. (3.3)
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Soit, pour chaque j ∈ [0, p] , une base (Qjk) de Uj(G), nous posons:

|||u|||j,πξ =
(∑

k

||πξ(Qjk)u||2L2(X)

) 1
2
, 0 ≤ j ≤ p.

L’espace Hp
πξ

(X) est muni de la norme

||u||p,πξ =
( p∑
j=0

|||u|||2j,πξ
) 1

2
. (3.4)

Lemme 3.3. Soit P ∈ Um(G) tel que π(ξ,Hξ)(P ) soit un homéomorphisme
linéaire de Hm

πξ
(X) sur L2(X) et Ω(ξ) le sous-ensemble (τη0

1
◦ p∗1)(O(ξ)) de G ′1

∗ .

Pour m′ ∈ R, notons Sm
′
(G ′1
∗) l’espace{

a ∈ C∞(G ′1
∗
) | ∀α ∈ Nn1 , |(∂αη1

a)| ≤ Cα(1 + |η1|)m
′−|α|}

et soit σP le symbole de P , nous avons:

i) La fonction σ définie par σ(η1) = σP (η1, 0, 0) appartient à Sm(G ′1
∗) et ne

s’annule pas sur Ω(ξ) \ {0}.

ii) Il existe q0 ∈ S−m(G ′1
∗) tel que

σq0 = 1 + ϕ avec ϕ ∈ C∞(G ′1
∗
) , ϕ(η1) = 0 pour η1 ∈ Ω(ξ) et |η1| >

3

4
,

| · | désignant une norme euclidienne dans G ′1
∗ .

Démonstration. D’après ([12], théorème 5.10), pour tout η1 ∈ Ω(ξ) \ {0} ,
l’opérateur π(η1,0,0)(P ) est injectif. L’algèbre de Lie G est subordonneée maximale
pour la forme linéaire (η1, 0, 0) de G∗ , donc la représentation induite π((η1,0,0),G)

est scalaire et, pour β = (β1, β2, β3) ∈ G ′1 ⊕ G2 ⊕ G3 , l’opérateur π((η1,0,0),G)(β)
est l’application C → C, u 7→ ei<η1,β1> u , l’opérateur π((η1,0,0),G)(P ) est alors
l’application u 7→ σ(η1)u . Le polynôme σ(η1) est homogène de degré m et nous
avons le résultat i).
Soient | · | une norme euclidienne dans G ′1

∗ , d la distance définie par cette norme
et S la sphère unité de G ′1

∗ . L’ensemble K = Ω(ξ)∩ S est compact et la fonction
σ(η1) ne s’annule pas sur K , donc il existe r > 0 tel que, en désignant d(η1, K)
la distance de η1 à K :

d(η1, K) < r implique σ(η1) 6= 0.

Soient θ une fonction de C∞0 (G ′1
∗) égale à 1 sur un voisinage de K et à support

dans {η1 ∈ G ′1
∗ | d(η1, K) < r} et χ une fonction de C∞(G ′1

∗) égale à 0 pour
|η1| < 1

4
et à 1 pour |η1| > 3

4
.

Si nous posons q0(η1) =
1

σ(η1)
χ(η1)θ

( η1

|η1|
)

pour η1 ∈ G ′1
∗ , alors nous avons

q0 ∈ C∞(G ′1
∗) et, pour |η1| > 3

4
et t > 1, q0(tη1) = t−mq0(η1), donc q0 ∈ S−m(G ′1

∗),
d’où le résultat ii).

Introduisons une classe de symboles.
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Définition 3.4. Si f est une fonction définie sur O(ξ), nous posons fξ(x, p) =
f(θξ(−x, p)). Pour m′ ∈ R et N ∈ N , nous notons Sm

′,−N(O (ξ)) la classe

Sm
′,−N(O(ξ)) =

{
f : O(ξ) 7→ C | fξ ∈ C∞(Rq ⊕ (Rq)∗) et

∀(α, β) ∈ (Nq)2,∃Cα,β > 0 : |(∂αx∂βp fξ)(x, p)| ≤
Cα,β[Φ(x, p)]m

′−|β|[φ(x, p)]−|α|[Φ(x, p)φ(x, p)]−N
}
.

Nous posons Sm
′,−∞(O (ξ)) = ∩N∈NSm

′,−N(O (ξ)) et Sm
′
(O(ξ)) = Sm

′,0(O(ξ)).

Les espaces Sm
′,−N(O (ξ)) munis des semi-normes habituelles sont des es-

paces de Fréchet.

La classe de symboles Sm
′,−N(O (ξ)) peut être associée à une métrique

Riemannienne sur Rq × (Rq)∗ selon Hormander [7]. Reprenons les notations de la
preuve de la proposition 2.3, la propriété ii) des fonctions poids Φ et φ exprime
que la métrique

g(x,p)(x
′, p′) =

|x′|2

φ(x, p)2
+
|p′|2

Φ(x, p)2

varie lentement, de plus si σ est la forme symplectique définie par

σ(x, p;x′, p′) =< p, x′ > − < p′, x >

et gσ la métrique duale de g par rapport à σ :

gσ(x,p)(x
′, p′) = |x′|2Φ(x, p)2 + |p′|2φ(x, p)2 ,

la propriété Φφ ≥ 1 exprime que g ≤ gσ et la propriété iii) implique que g est σ
tempérée, c’est à dire vérifie:

Φ(x, p)/Φ(x′, p′) + φ(x, p)/φ(x′, p′) ≤ C
(
1 + gσ(x′,p′)(x− x′, p− p′)

)N
.

Cette inégalité implique également que, pour m′ ∈ R et N ∈ N , la fonction
m(x, p) = [Φ(x, p)]m

′
[Φ(x, p)φ(x, p)]−N est σ, g tempérée et la classe Sm

′,−N(O (ξ))
est la classe notée S(m′, g) dans [7]. Dans la suite de cet article, la composition
des symboles est alors donnée par le calcul de Weyl.

Théorème 3.5. Soit G une algèbre de Lie graduée de rang 3, P ∈ Um(G) tel
que π(ξ,Hξ)(P ) soit un homéomorphisme linéaire de Hm

πξ
(X) sur L2(X) et σP le

symbole de P . Il existe q ∈ S−m(O(ξ)) et r ∈ S0,−∞(O(ξ)) tels que

σP,ξ#q = 1 + r où σP,ξ(x, p) = σP (θξ(−x, p)). (3.5)

Démonstration. A toute fonction f définie sur C∞(G ′1
∗), associons la fonction

translatée définie par τη0
1
f(η1) = f(η1−η0

1) et posons, avec les notations du lemme
précédent :

σ1 = τη0
1
σ , q1 = τη0

1
q0 , ϕ1 = τη0

1
ϕ.

Ces fonctions appartiennent respectivement aux espaces Sm(G ′1
∗),S−m(G ′1

∗),
C∞(G ′1

∗) et vérifient

σ1q1 = 1+ϕ1 avec ϕ1 ∈ C∞(G ′1
∗
) , ϕ1(η1) = 0 pour η1 ∈ p∗1(O(ξ)) et |η1−η0

1| > 3
4
.
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Introduisons, pour m′ ∈ R et τ ∈ R , les espaces

Sm
′,τ (G ′1

∗ ⊕ G∗2) =
{
a ∈ C∞(G ′∗1 ⊕ G∗2)

∣∣ ∀(α, β) ∈ Nn1 × Nn2 , ∃C = Cα,β > 0 :∣∣(∂αη1
∂βη2
a
)
(η1, η2)

∣∣≤C(1 + |η1|+ |η2|
1
2

)m′−|α|−2|β|
( 1 + |η2|

1
2

1 + |η1|+ |η2|
1
2

)τ−Min(τ,|β|)}
et soient ψ ∈ C∞0 (G ′1

∗), ψ = 1 dans un voisinage de l’origine et χ1 la fonction

définie sur G ′1
∗ ⊕ G∗2 par χ1(η1, η2) = 1 − ψ

(
η1

(1 + |η2|2)
1
4

)
. Sur le support de

1 − χ1 , les fonctions 1 + |η2|
1
2 et 1 + |η1| + |η2|

1
2 sont du même ordre et nous

pouvons alors vérifier que 1−χ1 ∈ S0,1(G ′1
∗⊕G∗2) et χ1 ∈ S0,0(G ′1

∗⊕G∗2). Il existe

une constante C > 0 telle que χ1(η1, η2) 6= 0 implique |η1| ≥ C(1 + |η1|+ |η2|
1
2 ) et

il est alors facile de voir que la fonction q2 définie par q2(η1, η2) = q1(η1)χ1(η1, η2)
appartient à S−m,0(G ′1

∗ ⊕ G∗2).

Posons θξ(x, p) =
(
θ
G′1
ξ (x, p), θG2

ξ (x), θG3
ξ

)
∈ G ′1

∗ ⊕ G∗2 ⊕ G∗3 et introduisons

les fonctions de C∞(Rq ⊕ (Rq)∗),

q2,ξ(x, p) = q2

(
θ
G′1
ξ (−x, p), θG2

ξ (−x)
)
∈ S−m(O(ξ)),

σ1,ξ(x, p) = σ1

(
θ
G′1
ξ (−x, p)

)
∈ Sm(O(ξ)),

χ1,ξ(x, p) = χ
(
θ
G′1
ξ (−x, p), θG2

ξ (−x)
)
∈ S0(O(ξ)),

q1,ξ(x, p) = q1

(
θ
G′1
ξ (−x, p),

)
∈ S−m(O(ξ)).

Etudions σP,ξ#q2,ξ − 1 = (σP,ξ − σ1,ξ)#q2,ξ + [σ1,ξ#(χ1,ξq1,ξ) − χ1,ξσ1,ξq1,ξ] +
χ1,ξ(σ1,ξq1,ξ − 1) + χ1,ξ − 1 en examinant chaque terme du second membre. Nous
avons σP − σ1 ∈ Sm,1(G ′1

∗ ⊕ G∗2), donc σP,ξ − σ1,ξ ∈ Sm,−1(O(ξ)) et le premier
terme (σP,ξ−σ1,ξ)#q2,ξ appartient à S0,−1(O(ξ)). Le deuxième terme et le dernier
χ1,ξ−1 sont dans S0,−1(O(ξ)), le troisième est dans C∞0 (Rq⊕(Rq)∗) ⊂ S0,−1(O(ξ)).
Finalement, nous avons σP,ξ#q2,ξ − 1 ∈ S0,−1(O(ξ)). Le calcul symbolique clas-
sique nous permet alors de trouver une fonction q ∈ S−m(O(ξ)) et une fonction
r ∈ S0,−∞(O(ξ)) qui vérifient (3.5).

Aux symboles de la classe Sm
′
(O(ξ)) avec m′ ≤ 0 correspondent des opérateurs

continus :

Proposition 3.6. Si a est un symbole de Sm
′
(O(ξ)) avec m′ ≤ 0, alors

l’opérateur aWeyl(x,D) de symbole de Weyl a est continu de L2(Rq) dans L2(Rq).

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème 5.3 de [7].

4. Propriétés générales des opérateurs π(ξ,Hξ)(Q), Q ∈ U(G)

Nous établissons d’abord quelques propriétés essentiellement algébriques des fonc-
tions de l’espace S(G), puis nous introduisons un espace s(O(ξ)) de fonctions
à décroissance rapide définies sur l’orbite O(ξ) sur lequel nous faisons agir les
opérateurs π(ξ,Hξ)(Q), Q ∈ U(G).



Gouleau 341

Proposition 4.1. Si, pour a ∈ Rq, f ∈ S(G), g ∈ G , nous posons:

(Laf) (g)
déf
=

∫
Hξ
e−i〈ξ,h〉f

(
γ (a)−1 hg

)
dh (4.1)

alors Laf ∈ Eπξ et vérifie :

i) ∀x ∈ Rq, (Laf) (γ (x)) = Kf̌ (γ (x) , γ (a))

ii) ∀Q ∈ U (G) ,La (Qf) = π(ξ,Hξ) (Q) · (Laf)

Démonstration. Les deux premiers points se vérifient sur les définitions. Pour
prouver ii), il suffit de considérer un champ de vecteurs U , il vient :[

π(ξ,Hξ) (U) · Laf
]
(g) = d

dt
(Laf) (g exp tU)

∣∣
t=0

=

∫
Hξ
e−i〈ξ,h〉 d

dt
f
(
γ (a)−1 hg exp tU

)∣∣
t=0

dh

= (La (Uf)) (g) .

Proposition 4.2. Soit l’espace s(O(ξ))
déf
= ∩m′∈RSm

′
(O(ξ)). La fonction f

appartient à s(O(ξ)) si et seulement si fξ = f (θξ(−x, p))) appartient à l’espace
C∞ (Rq ⊕ (Rq)∗) et vérifie

∀N ∈ N , ∀(α, β) ∈ (Nq)2 , ∃C = CN,α,β > 0 :
∣∣(∂αx∂βp fξ) (x, p)

∣∣ ≤ C [Φ(x, p)]−N ,

ou, en posant γ1(x) =
∑q

i=1 xiei ,

∀N ∈ N , ∀(α, β) ∈ (Nq)2 , ∃C = CN,α,β > 0 :∣∣(∂αx∂βp fξ) (x, p)
∣∣ ≤ C

(
1 + |p|+

∥∥ξ ◦ e− ad γ1(x)
∣∣
Hξ

∥∥)−N .
Définition 4.3. Pour f ∈ s(O(ξ)), nous notons

(
L̂af

)
(x) le noyau de l’opéra-

teur pseudo-différentiel fWeyl
ξ (x,D) de symbole de Weyl fξ(x, p), c’est à dire

∀a ∈ Rq,∀x ∈ Rq
(
L̂af

)
(x)

déf
=

∫
(Rq)∗

ei〈p,x−a〉fξ
(
x+a

2
, p
)
dp (4.2)

Pour a = 0, nous notons simplement L̂f la fonction L̂0f

Proposition 4.4. Nous avons les propriétés suivantes:

1) Pout tout h ∈ S(G), la restriction à O(ξ) de la transformée de Fourier FWh
appartient à s(O(ξ)) et vérifie

∀x ∈ Rq ,
(
Lah

)
(γ(x)) =

(
L̂a(FWh)

)
(x). (4.3)

2) Si f ∈ s(O(ξ)), l’application (x, a) 7→ kf (x, a) =
(
L̂af

)
(x) est dans l’espace

de Schwartz S(Rq × Rq).
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3) Si f ∈ s(O(ξ)) vérifie L̂af = 0 quel que soit a ∈ Rq , alors f = 0.

4) Pour f, g ∈ s(O(ξ)) et Q ∈ U(G), la relation

σQ#g = f , (4.4)

où (σQ#g)ξ(x, p) = (σQ,ξ#gξ)(x, p) avec σQ,ξ(x, p) = σQ(θξ(−x, p)) et
gξ(x, p) = g(θξ(−x, p)), est équivalente à

∀a ∈ Rq, π(ξ,Hξ)(Q).L̂ag = L̂af . (4.5)

Démonstration. 1) découle des définitions et de la proposition 1.9.

2) se vérifie à partir de l’expression de θξ(x, p) .

3) est obtenu en posant x+ a = 2u et x− a = v

∀(u, p) ∈ Rq ⊕ (Rq)∗ fξ(u, p) =

∫
Rq

e−i<p,v>
(
L̂u− v

2
f
)(
u+ v

2

)
dv = 0.

4) résulte du fait que σQ#f est le noyau de l’opérateur π(ξ,Hξ)(Q) ◦ fWeyl
ξ (x,D) et

du point précédent.

5. Hypothèse (H), espace s(O(ξ)) et opérateur π(ξ,Hξ)(P )

Définition 5.1. Soient a ∈ X et τa la translation S(X) → S(X), f 7→ τaf
définie par (τaf)(x) = f(x + a) et notons πa(ξ,Hξ)(P ), ou plus simplement πaξ (P ),
l’opérateur translaté

πa(ξ,Hξ)(P ) = τa ◦ π(ξ,Hξ)(P ) ◦ τ−1
a (5.1)

Soit p ∈ N,Up(G) = ⊕pj=0Uj(G), nous désignons par Hp
πaξ

(X) l’espace de Sobolev:

Hp
πaξ

(X) =
{
u ∈ L2(X)

∣∣ πaξ (Q)u ∈ L2(X) quel que soit Q ∈ Up(G)
}
. (5.2)

Soit, pour chaque j ∈ [0, p] , une base (Qjk) de Uj(G), nous posons:

|||u|||j,πaξ =
(∑

k

||πaξ (Qjk)u||2L2(X)

) 1
2
, 0 ≤ j ≤ p.

L’espace Hp
πaξ

(X) est muni de la norme

||u||p,πaξ =
( p∑
j=0

|||u|||2j,πaξ
) 1

2
. (5.3)

Pour a = 0, nous avons πaξ = πξ et nous retrouvons l’espace défini par (3.3)
avec la norme (3.4).

Définition 5.2. Nous disons que P ∈ Um(G) vérifie l’hypothèse (H) si, pour
tout s de N , l’opérateur πξ(P ) = π(ξ,Hξ)(P ) est un homéomorphisme linéaire de
Hs+m
πξ

(X) sur Hs
πξ

(X).
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Proposition 5.3. Si P ∈ Um(G) vérifie (H), alors

i) L’opérateur πaξ (P ) est, pour tout s ∈ N un homéomorphisme linéaire de
Hs+m
πaξ

(X) sur Hs
πaξ

(X) tel que

‖πaξ (P )‖ = ‖πξ(P )‖ et ‖[πaξ (P )]−1‖ = ‖[πξ(P )]−1‖ .

ii) Les opérateurs πξ(P ) et πaξ (P ) sont des isomorphismes d’espaces de Fréchet
de S(X) sur S(X).

Démonstration. i) résulte des définitions. Prouvons ii), la représentation
πξ étant irréductible, nous avons ∩k∈NHkm

πξ
(X) = S(X). Soit ϕ ∈ S(X), son

antécédent ψ = [πξ(P )]−1ϕ par l’application πξ(P ) : Hm
πξ

(X) 7→ L2(X) est un

élément de Hm
πξ

(X). Pour tout k ∈ N∗ , nous avons [πξ(P )]kψ = [πξ(P )]k−1ϕ ∈
S(X), donc, d’après l’hypothèse (H), ψ appartient à chaque espace Hkm

πξ
(X) et

par suite à S(X). Si p est une semi-norme dans S(X), alors il existe C > 0 et

k ∈ N assez grand tel que p(ψ) ≤ C‖ψ‖Hkmπξ
(X) , la continuité de

[
[πξ(P )]k

]−1
de

L2(X) dans Hkm
πξ

(X) implique que [πξ(P )]−1 est continu de S(X) dans S(X).

Définition 5.4. Nous désignons par ṡ(O(ξ)) l’espace

ṡ(O(ξ)) =

{
ψ ∈ C∞ (Rq ⊕ Rq)| ∀N ∈ N , ∀(α, β) ∈ (Nq)2 ,

∃C = CN,α,β > 0 :
∣∣(∂αx∂βaψ) (a, x)

∣∣ ≤ C
(

1 + |x|+
∥∥ξ ◦ e− ad γ1(a)

∣∣
Hξ

∥∥)−N }.
Lemme 5.5. L’espace ṡ(O(ξ)) possède les propriétés:

1) La transformée de Fourier ordinaire F par rapport à la seconde variable est
un isomorphisme d’espaces de Fréchet de ṡ(O(ξ)) sur s(O(ξ)).

2) Si, pour ψ ∈ ṡ(O(ξ)), nous posons

(Λψ)(a, x) = ψ
(
a+

x

2
, x
)
,

alors nous obtenons un isomorphisme de ṡ(O(ξ)) sur ṡ(O(ξ)).

3) Si f = f(a, p) appartient à s(O(ξ)), alors τa(L̂af) = (Λ◦F−1)(f) ∈ ṡ(O(ξ)).

Démonstration. Pour 2), il suffit de remarquer qu’il existe une constante
C > 0 telle que:

∀(a, x) ∈ (Rq)2 , 1 + |x|+
∥∥ξ ◦ e− ad γ1(a−x

2
)
∣∣
Hξ

∥∥ ≤ C
(
1 + |x|+

∥∥ξ ◦ e− ad γ1(a)
∣∣
Hξ

∥∥)3
.

Le résultat 3) découle de 1) et 2).
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Proposition 5.6. Soit P ∈ Um(G) vérifiant (H).

Si, pour a ∈ X , nous associons à chaque fonction ϕ de ṡ(O(ξ)) la fonc-

tion ψ(a, ·) définie sur X par ψ(a, ·) =
(
πa(ξ,Hξ)(P )

)−1
ϕ(a, ·), alors la fonction

ψ(a, x) est dans ṡ(O(ξ)) et l’application Qξ : ṡ(O(ξ)) → ṡ(O(ξ)), ϕ 7→ ψ est un
isomorphisme d’espaces de Fréchet.

Démonstration. La fonction ψ vérifie ψ(a, · + a) =
(
π(ξ,Hξ)(P )

)−1
ϕ(a, · + a)

et est donc de classe C∞ sur X × X . Montrons que la fonction (Fψ)(a, p) est
dans s(O(ξ)). Soient N ∈ N∗ et 4M > q , nous avons les estimations suivantes
avec des constantes C > 0,(

1 + |p|+
∥∥ξ ◦ ead γ1(a)

∣∣
Hξ

∥∥)2N ∣∣∣∫
Rq

e−i<p,x> xα(∂βaψ)(a, x)dx
∣∣∣

≤ C
∣∣∣∫
Rq

e−i<p,x>
(

1 + (−1)N
q∑

k=1

∂2N
xk

+
∥∥ξ ◦ eadγ1(a)

∣∣
Hξ

∥∥2N
)
xα(∂βaψ)(a, x)dx

∣∣∣
≤ C

∥∥∥(1+|x|2)M
(

1+(−1)N
q∑

k=1

∂2N
xk

+
∥∥ξ ◦ eadγ1(a)

∣∣
Hξ

∥∥2N
)
xα(∂βaψ)(a, x)

∥∥∥
L2(X)

.

D’après (1.13) et (1.14), chaque dérivée ∂xk est une somme
∑

Q∈U4(G) π
a
ξ (Q),

de même, d’après (1.13), ξ ◦ eadγ1(a)
∣∣
Hξ

= ξ ◦ ead[γ1(a+x)−γ1(x)]
∣∣
Hξ

est de la forme∑
Qγ∈U4(G) x

γπaξ (Qγ), donc d’après le lemme 5.7 qui suit, nous avons:

(
1 + |p|+

∥∥ξ ◦ ead γ1(a)
∣∣
Hξ

∥∥)2N

|(∂αp ∂βa (Fψ))(a, p)| ≤
∑
α′

‖xα′(∂βaψ)(a, ·)‖8N,πaξ
.

Le lemme 5.8 ci-dessous avec km ≥ 8N permet de majorer le second membre par
une combinaison linéaire de semi-normes de ϕ dans ṡ(O(ξ)).

Lemme 5.7.

1) Soit, pour k = 1, 2, . . . , q , un champ de vecteurs Uk = ∂
∂xk

+ ck(a, x) où

ck ∈ C∞(X ⊕ X) et Uα = Uα1
1 Uα2

2 . . . U
αq
q . Nous avons, pour tout xβ =

xβ1

1 x
β2

2 . . . x
βq
q et pour toute fonction V ∈ C∞(X ⊕X)

[UαV, xβ] =
∑

0 6=γ≤α,γ≤β

λαβγ(U
α−γV )xβ−γ, (5.4)

où les λαβγ sont des constantes indépendantes de (a, x).

2) Si Q =
∑

||(α,β,γ)||=|α|+2|β|+3|γ|=p
aαβγX

αY βZγ ∈ Up(g), alors:

[πaξ (Q), xβ] =
∑

0 6=γ≤β,|γ|≤p
Qβγ∈U

p−|γ|(G)

πaξ (Qβγ)x
β−γ. (5.5)
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Démonstration. Montrons d’abord par récurrence que

[Uα, xβ] =
∑

0 6=γ≤α,γ≤β

λαβγU
α−γxβ−γ , λαβγ constante .

Si U = Uk , la propriété est vérifiée car:

[U, xβ] = βkx
β1

1 · · ·x
βk−1

k−1 x
βk−1
k x

βk+1

k+1 · · ·x
βq
q = βkx

β−ek

où ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), 1 occupant la position k . Supposons qu’elle soit
vérifiée pour Uα = Uα1

1 Uα2
2 . . . U

αj
j , 1 ≤ j ≤ q , il vient, pour k ∈ [j, q] :

UαUkx
β = (Uαxβ)Uk + βkU

αxβ−ek

= xβUαUk +
∑

0 6=γ≤α,γ≤β

λαβγU
α−γ(xβ−γUk) + βkU

αxβ−ek

= xβUαUk +
∑

0 6=γ≤α,γ≤β

λαβγU
α−γ(Ukx

β−γ + (γk − βk)xβ−γ−ek) + βkU
αxβ−ek ,

donc la propriété est vérifiée pour tout Uα . Nous avons alors (5.4) et nous en
déduisons (5.5).

Lemme 5.8. Soit k ∈ N∗ . L’opérateur πaξ (P ) : S(X)→ S(X) vérifie

∀k ∈ N∗,∀α ∈ Nq,∀β ∈ Nq,∃C > 0 :

∀a ∈ X,
∣∣∣∣xα(∂βaψ)(a, ·)

∣∣∣∣
km,πaξ

≤ C
∑
γ

∑
δ≤β

∣∣∣∣xγ(∂δaϕ)(a, ·)
∣∣∣∣

(k−1)m,πaξ
(5.6)

quelles que soient les fonctions ϕ et ψ de C∞(Rq ⊕ Rq) telles que

∀a ∈ X ϕ(a, ·) ∈ S(X) , ψ(a, ·) ∈ S(X) et πaξ (P ) · ψ(a, ·) = ϕ(a, ·). (5.7)

Démonstration. Par récurrence sur |α| pour β = 0, puis sur |β| à α fixé.

1) Considérons d’abord le cas β = 0, nous avons

πaξ (P ) · xαψ(a, x) = [πaξ (P ), xα]ψ(a, x) + xαϕ(a, x).

D’après la Proposition 5.3, il existe une constante C > 0 telle que pour tout
a ∈ X :∣∣∣∣xαψ(a, x)

∣∣∣∣
km,πaξ

≤ C
(∣∣∣∣[πaξ (P ), xα]ψ(a, x)

∣∣∣∣
(k−1)m,πaξ

+
∣∣∣∣xαϕ(a, x)

∣∣∣∣
(k−1)m,πaξ

)
.

D’après (5.5), nous avons pour α 6= 0,(∣∣∣∣[πaξ (P ), xα]ψ(a, x)
∣∣∣∣

(k−1)m,πaξ
≤ C

∑
0 6=γ≤α

∣∣∣∣xα−γψ(a, x)
∣∣∣∣
km,πaξ

et nous pouvons alors raisonner par récurrence sur |α| .
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2) Supposons que l’on ait (5.6) pour tout β tel que |β| ≤ p et montrons que l’on
a une inégalité du même type avec β′ vérifiant |β′| = p + 1. En dérivant par
rapport à a , à l’aide de la formule de Leibniz, la relation πaξ (P )ψ(a, x) = ϕ(a, x),
nous pouvons, d’après 1), (1.13), (1.14) et (5.5), trouver une constante C > 0
(indépendante de ϕ et ψ ) telle que:

∀a ∈ X,
∣∣∣∣xα(∂β

′

a ψ)(a, ·)
∣∣∣∣
km,πaξ

≤ C
(∑

γ

∣∣∣∣xγ(∂β′a ϕ)(a, ·)
∣∣∣∣

(k−1)m,πaξ
+

∑
γ′

∑
µ≤β′, |µ|≤p

∣∣∣∣xγ′(∂µaψ)(a, ·)
∣∣∣∣
km,πaξ

)
d’où, d’après l’hypothèse de récurrence:

∀a ∈ X,
∣∣∣∣xα(∂β

′

a ψ)(a, ·)
∣∣∣∣
km,πaξ

≤ C
∑
γ

∑
δ≤β′

∣∣∣∣xγ(∂δaϕ)(a, ·)
∣∣∣∣

(k−1)m,πaξ

et l’inégalité est établie pour β′ .

Proposition 5.9. Si P ∈ Um(G) vérifie (H), alors l’application

LP,ξ : s(O(ξ))→ s(O(ξ)) , f 7→ σP#f (5.8)

est un isomorphisme d’espaces de Fréchet.

Démonstration. L’application LP,ξ est linéaire continue et, d’après 3) et 4) de
la proposition 4.4, elle est injective. Pour montrer qu’elle est surjective, considérons
une fonction g ∈ s(O(ξ)) et ϕ = τa(L̂ag) ∈ ṡ(O(ξ)). D’après la proposition 5.6,
la fonction ψ = Qξϕ appartient à ṡ(O(ξ)), donc, d’après le lemme 5.5, la fonction
f = F

(
Λ−1ψ

)
appartient à s(O(ξ))et vérifie

∀a ∈ Rq , π(ξ,Hξ)(P ) · L̂af = L̂ag,

soit, d’après 4) de la proposition 4.4, σP#f = g .

6. Hypothèse (H) et inverse de l’ opérateur π(ξ,Hξ)(P )

La démonstration du Théorème principal 6.10 repose sur différents lemmes.

Lemme 6.1.

∀m′ pair ∈ N,∃C = Cm′ > 0 : ∀ψ ∈ s(O(ξ)),∀a ∈ Rq,
‖[Φ(a, p)]m

′
ψ(a, p)‖L2

p(Rq) ≤ C
∑
α

‖xα(F−1ψ)(a, x)‖m′+|α|,πaξ .

Démonstration. Posons η = θξ(−a, p). La restriction de η à G2 ne dépend
que de la variable ā = (aq−n′1+1, . . . , aq), de plus, d’après le lemme 1.1 et (1.13),
nous pouvons trouver une base Y1, Y2, . . . , Yn′1 , Yn′1+1, . . . , Yn2 de G2 telles que

〈η, Yk〉 = 〈ξ, Yk〉+ aq−n′1+k 1 ≤ k ≤ n′1
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et, pour n′1 + 1 ≤ ` ≤ n2 , 〈η, Y`〉 ne dépend que de la restriction de ξ à G3 . Nous
avons, pour 1 ≤ k ≤ n′1 ,

‖〈η, Yk〉
m′
2 ψ(a, p)‖L2

p(Rq)

≤ C
(
‖
(
〈ξ, Yk〉+ (aq−n′1+k + xq−n′1+k)

)m′
2 (F−1ψ)(a, x)‖L2

x(Rq)+

+‖x
m′
2

q−n′1+k(F
−1ψ)(a, x)‖L2

x(Rq)

)
≤ C

(
‖πaξ (Y

m′
2

k )(F−1ψ)(a, x)‖L2
x(Rq) + ‖x

m′
2

q−n′1+k(F
−1ψ)(a, x)‖L2

x(Rq)

)
≤ C

∑
α

‖xα(F−1ψ)(a, x)‖m′+|α|,πaξ .

Etudions maintenant ‖〈η, e`k〉m
′
ψ(a, p)‖L2

p(Rq) où la suite (e`k)1≤k≤q est donnée par
(1.12). Nous pouvons écrire d’après (1.14)

〈η, e`k〉 = pk − iLk(a)− iqk(ā)

avec Lk forme linéaire et qk forme quadratique, d’où:

‖〈η, e`k〉m
′
ψ(a, p)‖L2

p(Rq) =(2π)
q
2

∥∥∥( ∂

∂xk
+ Lk(a) + qk(ā)

)m′
(F−1ψ)(a, x)

∥∥∥
L2
x(Rq)

.

Nous avons:

πaξ (e`k) =
∂

∂xk
+ Lk(x+ a) + qk(x̄+ ā).

et il existe une forme bilinéaire bk sur Rn
′
1 × Rn′1 telle que: qk(ā) = qk(x̄ + ā) +

qk(x̄)− 2bk(x̄+ ā, x̄). Si nous posons ck(ā, x) = −Lk(x) + qk(x̄)− 2bk(x̄+ ā, x̄), il
vient

‖〈η, e`k〉m
′
ψ(a, p)‖L2

p(Rq) = (2π)
q
2‖
(
πaξ (e`k) + ck(ā, x)

)m′
(F−1ψ)(a, x)‖L2

x(Rq).

Par récurrence sur n ∈ N∗ , l’opérateur
(
πaξ (e`k) + ck(ā, x)

)n
est une somme finie

de la forme
∑

Q∈Un+|α|(G) π
a
ξ (Q)xα , donc il existe alors une constante C > 0 telle

que:

‖〈η, e`k〉m
′
ψ(a, p)‖L2

p(Rq) ≤ C
∑
α

‖xα(F−1ψ)(a, x)‖m′+|α|,πaξ .

De même, pour u ∈ Hξ ∩ G1 , 〈η, u〉 est de la forme 〈ξ, u〉 − iLk(a) − iqk(ā), Lk
linéaire, qk quadratique, donc nous avons encore des estimations analogues pour
‖〈η, u〉m′ψ(a, p)‖L2

p(Rq) .

Pour simplifier l’écriture, nous notons dans la suite φ(x) la fonction φ(x, p) définie
en (2.6).

Lemme 6.2. Les propriétés suivantes sont vérifiées

∀α ∈ Nq,∀n ∈ N,∃C = Cα,n > 0 : ‖xαf‖m+n+|α|,πaξ ≤ C
∑
β≤α

‖xβg‖n+|β|,πaξ , (6.1)
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quelles que soient les fonctions f et g de S(X) vérifiant πaξ (P ).f = g .

∀α ∈ Nq,∀β ∈ Nq,∀n ∈ N , ∃C = Cα,β,n > 0 :

‖xα[φ(a)]2|β|(∂βa f)(a, x)‖m+n+|α|+|β|,πaξ ≤ C
∑
γ,δ

‖xδ[φ(a)]2|γ|(∂γag)(a, x)‖n+|γ|+|δ|,πaξ ,

(6.2)

quels que soient a ∈ Rq et les fonctions f et g de ṡ(O(ξ)) vérifiant πaξ (P ).f(a, ·) =
g(a, ·).

Démonstration. (6.1) se démontre par récurrence sur |α| . Nous avons

πaξ (P )xαf(x) = [πaξ (P ), xα]f(x) + xαg(x)

et nous pouvons montrer, comme au lemme 5.7, que

[πaξ (P ), xα] =
∑

0 6=β≤α,|β|≤m
Qαβ∈U

m−|β|(G)

πaξ (Qαβ)xα−β.

Prouvons (6.2). Nous appliquons (6.1) pour β = 0, puis nous raisonnons par
récurrence sur |β| à α fixé. Supposons que (6.2) soit vraie pour tout β vérifiant
|β| = p et soit β′ tel que |β′| = p + 1. D’après la formule de Leibniz, la relation
πaξ (P )f(a, x) = g(a, x) implique

πaξ (P ) · (∂β′a f)(a, x) = (∂β
′

a g)(a, x)−
∑

µ+ν=β′,µ 6=0

Cµ
β′(∂

µ
aπ

a
ξ (P ))(∂νaf)(a, x).

(6.1) avec n remplacé par n+ |β′| implique qu’il existe une constante C > 0 telle
que

‖xα[φ(a)]2|β
′|(∂β

′

a f)(a, x)‖m+n+|α|+|β′|,πaξ ≤

C
(∑
λ≤α

‖xλ[φ(a)]2|β
′|(∂β

′

a g)(a, x)‖n+|β′|+|λ|,πaξ+

∑
λ≤α,µ+ν=β′,µ 6=0

‖xλ[φ(a)]2|β
′|(∂µaπ

a
ξ (P ))(∂νaf)(a, x)‖n+|β′|+|λ|,πaξ

)
.

L’opérateur ∂µaπ
a
ξ (P ) est une somme finie de termes de la forme πaξ (Qρ)(x̄+ ā)ρ où

x̄ = (xq−n′1+1, . . . , xq), ā = (aq−n′1+1, . . . , aq), ρ ∈ Nn
′
1 , Qρ ∈ Um−µ

′
(G), µ′ ≥ |µ| ≥

|ρ| . Nous avons

xλπaξ (Qρ) =
∑
σ≤λ

πaξ (Qρ,σ)xσ , Qρ,σ ∈ Um−µ
′−|λ−σ|(G) ,

donc ‖xλ[φ(a)]2|β
′|(∂µaπ

a
ξ (P ))(∂νaf)(a, x)‖n+|β′|+|λ|,πaξ est majorée par une somme

finie de termes de la forme

‖[φ(a)]2(|β′|−|ν|)(x̄+ ā)ρxσ[φ(a)]2|ν|(∂νaf)(a, x)‖m+n+|β′|−µ′+|σ|,πaξ

avec |β′| − µ′ ≤ |β′| − |µ| = |ν| et |ρ| ≤ |β′| − |ν| et par suite par

C
∑
σ′

‖xσ′ [φ(a)]2|ν|(∂νaf)(a, x)‖m+n+|σ′|+|ν|,πaξ

avec |ν| ≤ p , on utilise alors l’hypothèse de récurrence.
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Lemme 6.3. Soient B la forme quadratique dans le dual (Rq)∗ ⊕ Rq de Rq ⊕
(Rq)∗ donnée par B(τ, x) = −1

2
< τ, x >= −1

2

∑q
k=1 τkxk et B(D) = 1

2

∑q
k=1

∂2

∂ak∂pk

l’opérateur différentiel vérifiant B(D) ei<τ,a>+i<p,x> = B(τ, x) ei<τ,a>+i<p,x> . Si
nous posons, pour f ∈ s(O(ξ)):

(Mf)(a, p) =

∫
Rq

e−i<p,x>(L̂af)(x+ a) dx =∫
Rq

e−i<p,x> dx

∫
(Rq)∗

ei<p
′,x> fξ

(
a+

x

2
, p′
)
dp′, (6.3)

alors M est un opérateur linéaire de s(O(ξ)) qui possède les propriétés suivantes:

i) Mf = exp{iB(D)}fξ .

ii) M est inversible, d’inverse M−1 = exp{−iB(D)}.

iii) ‖Mf‖L2
(a,p)

= ‖fξ‖L2
(a,p)

.

iv) Si, pour m′ ∈ R, on note sm′(O(ξ)) l’espace s(O(ξ)) muni de la topologie
induite par Sm

′
(O(ξ), alors M et M−1 sont continues de sm′(O(ξ)) dans

sm′(O(ξ)).

Démonstration. D’après la définition de exp{iB(D)}fξ , nous avons:

[exp{iB(D)}fξ] (a′, p′) =∫∫
ei<p

′,x>+i<τ,a′>− i
2
<τ,x>dτdx

∫∫
e−i<p,x>−i<τ,a>fξ(a, p)dadp.

Mais

e−
i
2
<τ,x>

∫∫
e−i<p,x>−i<τ,a>fξ(a, p) dadp =∫∫

e−i<p,x>−i<τ,a
′′>fξ

(
a′′ − x

2
, p
)
da′′dp,

d’où i). Nous vérifions de même ii) par des intégrations. Prouvons iii), d’après
Plancherel:

‖(Mf)ξ|2L2
(a,p)

= (2π)q
∫∫

Rq×Rq

∣∣∫
(Rq)∗
| ei<p′,x> fξ

(
a+

x

2
, p′
)
dp′
∣∣2 dadx

= (2π)q
∫∫

Rq×Rq
|(F−1fξ)(a, x)|2 dadx = ‖fξ‖2 .

Pour prouver iv), il suffit d’utiliser le théorème 3.5’ de [7] après avoir remarqué
que la forme quadratique duale gB de la métrique g par rapport à B est donnée
par gB(x,p)(x

′, p′) = 1
16

(
|x′|2Φ(x, p)2 + |p′|2φ(x, p)2

)
.

Introduisons une partition de l’unité liée à la métrique sur Rq définie par

ga(y) =
|y|2

[φ(a)]2
où |y|est la norme euclidienne de y.
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L’inégalité φ(a) ≤ 1 quel que soit a ∈ Rq implique que cette métrique est à
variation lente: il existe des constantes c > 0 et C > 0 telles que

ga(y) ≤ c⇒ 1

C
ga(t) ≤ ga+y(t) ≤ Cga(t) quel que soit t ∈ Rq.

Pour ρ > 0, désignons par B(a, ρ) la boule ouverte

B(a, ρ) = {y ∈ Rq | ga(a− y) < ρ2},

nous avons une partition de l’unité [7]:

Proposition 6.4. Il existe un réel R > 0, une suite (γν)ν∈N dans C∞0 (Rq) et
une suite (aν)ν∈N telles que

i) Il existe N0 > 0 tel que au plus N0 boules B(aν , R) ont une intersection non
vide;

ii) Rq = ∪ν∈NB(aν , R), supp (γν) ⊂ B(aν , R),
∑

ν∈N γν = 1;

iii) La suite (γν)ν∈N est bornée dans l’espace

S(1, g)
déf
= {γ ∈ C∞(Rq) | ∀α ∈ Nq,∃Cα : |(∂αγ)(x) ≤ Cα[φ(x)]−|α|}.

Le lemme technique suivant sera utilisé dans la preuve du théorème principal de
cet article.

Lemme 6.5. Pour tout n ∈ N, pour tout N ∈ N vérifiant N > n + q , il
existe une constante C > 0 et une semi-norme Ñ dans l’espace Sn,−N(O(ξ)) telles
que, pour tout ν ∈ N, pour tout f ∈ Sn,−N(O(ξ)) vérifiant suppf(·, p) ⊂ Bν ={
a ∈ Rq

∣∣|a− aν | ≤ Rφ(aν)
}

quel que soit p, on ait∣∣∣∣[φ(a)]n
(
L̂ξaf

)
(x)
∣∣∣∣
L2(Rqa×Rqx)

≤ CÑ(f) ·

Démonstration. La fonction L̂ξaf est définie par l’intégrale oscillante (4.2).

Introduisons les nouvelles variables u = x− a, v =
a+ x

2
et la fonction f̃(u, v) =(

L̂ξv−u
2
f
)
(v + u

2
) =

∫
(Rq)∗

ei<p,u> f(v, p) dp sur Rq×Rq qui vérifie suppf̃(u, ·) ⊂ Bν

quel que soit u .

Soit M un entier que nous choisirons suffisamment grand et Lp l’opérateur
différentiel défini, à partir du laplacien ∆p , par

Lp =
1

1 + [φ(v)]−2M |u|2M
(1 + (−1)M [φ(v)]−2M∆M

p ) ·

Nous avons Lp ei<p,u> = ei<p,u> et f̃(u, v) =

∫
(Rq)∗

ei<p,u> Lpf(v, p) dp , donc il

existe une semi-norme Ñ dans Sn,−N(O(ξ)) telles que

|f̃(u, v)| ≤ Ñ(f)

1 + [φ(v)]−2M |u|2M

∫
(Rq)∗

[Φ(v, p)]−N+n[φ(v)]−N dp
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et une constante C > 0 telle que

|f̃(u, v)| ≤ CÑ(f)

1 + [φ(v)]−2M |u|2M

∫ +∞

0

rq−1[φ(v)]−N

(r + [φ(v)]−1)N−n
dr ·

Faisons le changement de variable r = [φ(v)]−1s et prenons N > n + q , il vient,

avec une constante C > 0, |f̃(u, v)| ≤ CÑ(f)[φ(v)]−q−n

1 + [φ(v)]−2M |u|2M
. Il existe également

une constante C ′ telle que ∀u ∈ Rq , ∀v ∈ Rq ,
[
φ
(
v− u

2

)]n
[φ(v)]−n ≤ C ′[φ(u)]−n

quel que soit (u, v) ∈ Rq × Rq . Nous avons donc, avec une constante C > 0:

∣∣∣∣[φ(a)]n
(
L̂ξaf

)
(x)
∣∣∣∣2
L2(Rqa×Rqx)

≤
[
CÑ(f)

]2 ∫∫
Rq×Bν

[φ(u)]−2n[φ(v)]−2q

(1 + [φ(v)]−2M |u|2M)2
dudv .

En introduisant les nouvelles variables u′ = [ϕ(v)]−1u, v′ = v , nous obtenons:

∣∣∣∣[ϕ(a)]n
(
L̂ξaf

)
(x)
∣∣∣∣2
L2(Rqa×Rqx)

≤
[
CÑ(f)

]2(∫
Bν

[ϕ(v′)]−q dv′
)(∫

Rq

[ϕ(u′)]−2n

(1 + |u′|2M)2
du′
)
.

Il existe une constante c > 0 telle que [ϕ(v′)]−q ≤ c[ϕ(aν)]
−q quel que soit v′ ∈ Bν ,

la première intégrale du deuxième membre est alors majorée par une constante
indépendante de ν . La seconde intégrale est finie si on prend M assez grand.

Lemme 6.6. Soit G ∈ C∞(R) une fonction à valeurs dans R∗+ vérifiant

∃α ∈ R , ∃C > 0 : G(x) ∼
x→+∞

C|x|α , (6.4)

alors, pour toute fonction g ∈ S(R), nous avons:

∀x ∈ R , |g(x)|2 ≤
∣∣∣∣∣∣ 1

G
g
∣∣∣∣∣∣2
L2(R)

+ ||Gg′||2L2(R). (6.5)

Démonstration. Les fonctions
1

G
g et Gg′ sont dans l’espace L2(R), donc

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

∀x ∈ R , |g(x)|2 = 2

∣∣∣∣∫ +∞

x

1

G(t)
g(t)G(t)g′(t) dt

∣∣∣∣
≤ 2

∣∣∣∣∫ +∞

x

1

[G(t)]2
(g(t))2 dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ +∞

x

[G(t)]2(g′(t))2 dt

∣∣∣∣
et nous en déduisons immédiatement (6.5).

Lemme 6.7. Soit ψ une fonction de classe C∞ sur R, à valeurs dans R∗+ ,
vérifiant

∃α ∈ R , ∃C > 0 : ψ(x) ∼
x→+∞

C|x|α

et Ψ une fonction de classe C∞ sur R2 , à valeurs dans R∗+ , vérifiant les deux
propriétés suivantes
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i) Il existe un réel β tel que: ∀x ∈ R,∃C = C(x) > 0 : Ψ(x, p) ∼
p→+∞

C|p|β ;

ii) ∀(x, p) ∈ R2 , ψ(x)Ψ(x, p) ≥ 1.

Pour toute fonction f de S(R2), nous avons

sup
(x,p)∈R2

|f(x, p|2 ≤ ||f ||2L2(R2)+∣∣∣∣∣∣Ψ∂f
∂p

∣∣∣∣∣∣2
L2(R2)

+
∣∣∣∣∣∣ψ∂f

∂x

∣∣∣∣∣∣2
L2(R2)

+
∣∣∣∣∣∣ψΨ

∂2f

∂x∂p

∣∣∣∣∣∣2
L2(R2)

. (6.6)

Démonstration. En appliquant deux fois le lemme précédent, nous avons:

|f(x, p)|2 ≤
∫
R

1

ψ(x)
|f(x, p)|2 dx+

∫
R

ψ(x)
∣∣∣∂f
∂x

(x, p)
∣∣∣2 dx

≤
∫
R

1

ψ(x)

[∫
R

1

Ψ(x, p)
|f(x, p)|2 dp+

∫
R

Ψ(x, p)
∣∣∣∂f
∂p

(x, p)
∣∣∣2 dp] dx

+

∫
R

ψ(x)
[∫
R

1

Ψ(x, p)

∣∣∣∂f
∂x

(x, p)
∣∣∣2 dp+

∫
R

Ψ(x, p)
∣∣∣ ∂2f

∂x∂p
(x, p)

∣∣∣2 dp] dx
≤
∫∫

R2

1

ψ(x)Ψ(x, p)
|f(x, p)|2 dxdp+

∫∫
R2

Ψ(x, p)

ψ(x)

∣∣∣∂f
∂p

(x, p)
∣∣∣2 dxdp

+

∫∫
R2

ψ(x)

Ψ(x, p)

∣∣∣∂f
∂x

(x, p)
∣∣∣2 dxdp+

∫∫
R2

ψ(x)Ψ(x, p)
∣∣∣ ∂2f

∂x∂p
(x, p)

∣∣∣2 dxdp.
En utilisant la propriété ii), nous obtenons (6.6).

Lemme 6.8. (Inégalité du type Sobolev).

∃C > 0 : ∀f ∈ S(Rq × (Rq)∗)

sup
(x,p)∈Rq×(Rq)∗

|f(x, p)|2 ≤ C
∑

(α,β)∈{0,1}q×{0,1}q
||Φ|α|φ|β|(∂αp ∂βxf)||L2(Rq×(Rq)∗). (6.7)

Démonstration. Il suffit d’établir (6.7) avec les fonctions poids Φ, φ rempla-
cées par les fonctions Φ̃ et φ̃ de classe C∞ données par

Φ̃(x, p) = (1 + |η1(x, p)|4 + |η2(x)|2)
1
4 , φ̃(x) = (1 + |η2(x)|2)−

1
4 (6.8)

où les fonctions η1 et η2 sont définies par η = θξ(−x, p) = η1(x, p) + η2(x) + η3 ∈
G∗1 ⊕ G∗2 ⊕ G∗3 . et | · | est la norme euclidienne. D’après les estimations de la
proposition 2.2, la fonction Φ̃ vérifie:

∀m ∈ N , ∃C = Cm > 0 :

∀k ∈ [1, q]
∣∣∣∂Φ̃m

∂pk

∣∣∣ ≤ CΦ̃m−1 ,
∣∣∣∂Φ̃m

∂xk

∣∣∣ ≤ CΦ̃mφ̃−1 (6.9)

et de même la fonction φ̃ ne dépend que des variables xn′1+1, . . . , xq et vérifie

∀m ∈ N , ∃C = Cm > 0 : ∀k ∈ [n′1 + 1, q]
∣∣∣∂φ̃m
∂xk

∣∣∣ ≤ Cφ̃m−1. (6.10)
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Les variables x et p′ = (p1, p2, . . . , pk−1, pk+1, . . . , pq) étant fixées, la fonction de
pk donnée par Φ̃x,p′(pk) = Φ̃(x, p) vérifie

∃C > 0 : |Φ̃x,p′(pk)| ∼
pk→+∞

C|pk|.

Egalement, en fixant la variable x′ = (x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xq) dans Rq−1 , la
fonction de xk donnée par φ̃x′(xk) = φ̃(x) est soit constante, soit équivalente à

C|xk|−
1
2 quand xk → −∞ , C constante.

Si les variables x2, x3, . . . , xq, p2, p3, . . . , pq sont fixées, alors la fonction
g(x1, p1) = f(x, p) est dans S(R2) et, d’après le lemme 6.8

|f(x, p)|2 = |g(x1, p1)|2 ≤
∫∫

R2

[
|f(x, p)|2 +

∣∣∣Φ̃(x, p)
∂f

∂p1

(x, p)
∣∣∣2

+
∣∣∣φ̃(x)

∂f

∂x1

(x, p)
∣∣∣2 +

∣∣∣φ̃(x)Φ̃(x, p)
∂2f

∂x1∂p1

(x, p)
∣∣∣2] dx1dp1.

Fixant ensuite les variables x1, x3, . . . , xq, p1, p3, . . . , pq , nous majorons les fonc-
tions à intégrer grâce au lemme 6.6 et aux estimations (6.9) et (6.10), nous obtenons
alors

∃C > 0 : ∀(x, p) ∈ Rq × (Rq)∗ |f(x, p)|2 ≤

C
∑

(α,β)∈{0,1}2×{0,1}2

∫ ∫
R2×(R∗)2

|Φ̃α(x, p)φ̃β(x)(∂αp ∂
β
xf)(x, p)|2 dx1dx2dp1dp2.

Par récurrence, nous avons l’estimation (6.7).

Le symbole σP étant un polynôme, la fonction σP,ξ#fξ , f ∈ s(O(ξ)), est une
somme finie:

(σP,ξ#fξ) (x, p) =
∑
α,β

(−1)|β|
(
i
2

)|α|+|β| 1

α!β!

(
∂αx∂

β
p σP,ξ

) (
∂αp ∂

β
xfξ
)

(x, p) ,

cette expression nous permet de prolonger à l’espace C∞(Rq⊕ (Rq)∗) l’application
LP,ξ de la proposition 5.9. Pour ϕ ∈ C∞(Rq ⊕ (Rq)∗), nous posons

σP,ξ#ϕ =
∑
α,β

(−1)|β|
(
i
2

)|α|+|β| 1

α!β!

(
∂αx∂

β
p σP,ξ

) (
∂αp ∂

β
xϕ
)

(x, p) (6.11)

et nous notons LP,ξ l’application linéaire C∞(Rq⊕ (Rq)∗)→ C∞(Rq⊕ (Rq)∗), ϕ 7→
σP,ξ#ϕ .

Proposition 6.9. Si P ∈ Um(G) vérifie (H), alors l’image de l’application

LP,ξ : S−m(O(ξ))→ S0(O(ξ)) , f 7→ σP#f (6.12)

contient S0,−∞(O(ξ)).
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Démonstration. Soit g ∈ S0,−∞(O(ξ)) et (γν) la partition de l’unité de la
proposition 6.4. La fonction hν,ξ = gξγν appartient à s(O(ξ)) et, d’après la
proposition 5.9, il en est de même de fν,ξ = L−1

P,ξ(hν,ξ). En tout point (x, p)
de Rq× (Rq)∗ , le nombre d’indices ν tels que fν,ξ(x, p) 6= 0 est inférieur ou égal au
nombre N0 de la proposition 6.4, donc pour montrer que la fonction fξ =

∑
ν fν,ξ

appartient à l’espace S−m(O(ξ)), il suffit de montrer que la suite (fν,ξ)ν∈N est une
suite bornée de S−m (O(ξ)).

La relation σP#fν,ξ = hν,ξ implique, d’après la proposition 4.4 et la
définition de l’opérateur πaξ (P )

πa(ξ,Hξ)(P ) ·
[(
L̂afν,ξ

)
(x+ a)

]
=
(
L̂ahν,ξ

)
(x+ a) . (6.13)

D’après iv) du lemme 6.3, il suffit alors de prouver que la fonction Mfν,ξ est
dans S−m (O(ξ)) avec des semi-normes indépendantes de ν , donc, compte tenu de
Φφ ≥ 1, de prouver que

∀α ∈ Nq,∀β ∈ Nq,∃Cα,β > 0 indépendant de ν :

sup
(a,p)∈(Rq×(Rq)∗)

[
Φ(a, p)

]m+|α|+|β|[
φ(a)

]2|β|∣∣∂αp ∂βa (Mfν,ξ)(a, p)
∣∣ ≤ Cα,β. (6.14)

Dans ces inégalités, nous pouvons remplacer les fonctions poids Φ, φ par les fonc-
tions Φ̃, φ̃ de classe C∞ données par (6.8). D’après Φ̃φ̃ ≥ 1, (6.14) est alors une
conséquence des deux assertions:

∀α ∈ Nq,∀β ∈ Nq,m+ |α|+ |β| pair , ∃Cα,β > 0 indépendant de ν :

sup
(a,p)

[
Φ̃(a, p)

]m+|α|+|β|[
φ̃(a)

]2|β|∣∣∂αp ∂βa (Mfν,ξ)(a, p)
∣∣ ≤ Cα,β. (6.15)

∀α ∈ Nq,∀β ∈ Nq,m+ |α|+ |β| impair , ∃Cα,β > 0 indépendant de ν :

sup
(a,p)

[
Φ̃(a, p)

]m+1+|α|+|β|[
φ̃(a)

]2|β|+1∣∣∂αp ∂βa (Mfν,ξ)(a, p)
∣∣ ≤ Cα,β. (6.16)

Montrons d’abord l’assertion (6.15). Soit la fonction ψν de s(O(ξ))

ψν(a, p) =
[
Φ̃(a, p)

]m+|α|+|β|[
φ̃(a)

]2|β|
∂αp ∂

β
a (Mfν,ξ)(a, p) ,

d’après le lemme 6.8, nous avons à montrer que, pour chaque multi-indice (α′, β′) ∈
{0, 1}q×{0, 1}q , les normes ||Φ|α′|φ|β′|(∂α′p ∂β

′
x ψν)||L2(Rq×(Rq)∗) sont majorées par des

constantes indépendantes de ν .

Considérons d’abord la norme ||ψν ||L2(Rq×(Rq)∗) . D’après le lemme 6.1 avec
m′ = m+ |α|+ |β| , il existe une constante C > 0 telle que

∀a ∈ Rq, ∀ν ∈ N, ‖ψν(a, ·)‖L2((Rq)∗) ≤

C[φ(a)]2|β|
∑
α′

∥∥xα′∂βa [(L̂afν,ξ)(x+ a)
]∥∥

m+|α′|+|β|,πaξ
.
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Le lemme 6.2 et (6.13) impliquent alors l’existence d’une autre constante C > 0
telle que, pour tout a ∈ Rq et pour tout ν ∈ N , on ait :

‖ψν(a, ·)‖2
L2((Rq)∗) ≤ C

∑
γ, δ

∥∥xδ[φ(a)]2|γ|∂γa
[(
L̂ahν,ξ

)
(x+ a)

]∥∥2

|γ|+|δ|,πaξ
.

= C
∑
γ, δ

∥∥[φ(a)]2|γ|L̂a(∂γa∂δphν,ξ)(x)
∣∣∣∣2
|γ|+|δ|,πξ

= C
∑
γ, δ

∑
Q∈U |γ|+|δ|

∥∥[φ(a)]2|γ|
[
π(ξ,Hξ)(Q)L̂a(∂γa∂δphν,ξ)

]
(x)
∥∥2

L2
x(Rq)

= C
∑
γ, δ

∑
Q∈U |γ|+|δ|

∥∥[φ(a)]2|γ|L̂a(σQ#(∂γa∂
δ
phν,ξ))(x)

∥∥2

L2
x(Rq)

Nous appliquons le lemme 6.5 à la fonction σQ#(∂γa∂
δ
phν,ξ) qui appartient à l’espace

S2|γ|,−N(O(ξ)). En choisissant N > 2|γ|+ q , il existe une constante C > 0 et des
semi-normes Ñγ dans S2|γ|,−N(O(ξ))(O(ξ)) telles que

||ψν ||2L2(Rq×(Rq)∗) ≤ C
∑
γ,δ

∑
Q∈U |γ|+|δ|

[
Ñγ(σQ#(∂γa∂

δ
phν,ξ))

]2

.

D’après (6.11) et la formule de Leibniz, les semi-normes du second membre sont
majorées par une constante indépendante de ν .

Soit (α′, β′) ∈ {0, 1}q×{0, 1}q , d’après (6.9), (6.10) et à nouveau la formule

de Leibniz, le module de
[
Φ̃(a, p)

]|α′|[
φ̃(a)

]|β′|
(∂α

′
p ∂

β′
x ψν)(a, p) est majorée par une

combinaison linéaire de termes de la forme[
Φ̃(a, p)

]m+|α′′|+|β′′|[
φ̃(a)

]2|β′′||∂α′′p ∂β
′′

a (Mfν,ξ)(a, p)|,

nous pouvons alors trouver une constante C > 0 telle que

∀ν ∈ N , ||Φ|α′|φ|β′|(∂α′p ∂β
′

x ψν)||L2(Rq×(Rq)∗) ≤ C

et nous avons prouvé (6.15). La seconde assertion (6.16) se démontre de manière
analogue.

Théorème 6.10. Soit G une algèbre de Lie graduée de rang 3. Si P ∈ Um(G)
vérifie l’hypothèse (H), alors nous pouvons trouver un symbole q ∈ S−m(O(ξ)) tel
que :

σP,ξ#q = 1 où σP,ξ(x, p) = σP (θξ(−x, p)). (6.17)

Démonstration. D’après le théorème 3.5, il existe q0 ∈ S−m(O(ξ)) et r ∈
S0,−∞(O(ξ)) tels que : σP,ξ#q0 = 1 + r. D’après la proposition 6.9, nous pouvons
trouver f ∈ S−m(O(ξ)) tel que σP,ξ#f = r , d’où le théorème.
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Département de Mathématiques
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