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Résumé. Le sujet de cet article est ’étude des représentations des K-formes
d’une K-algebre de Kac-Moody g ot K est un corps de caractéristique nulle
et K sa cloture algébrique, c’est-a-dire des représentations des K-algebres de
Lie, qui tensorisées par K, deviennent isomorphes & g. Nous donnons comme
résultat principal la classification des gk -modules simples, sous des conditions
de catégories O “classique” et parabolique.

Introduction

Si on considére une algebre de Kac-Moody sur la cloture algébrique K d’un
corps K de caractéristique nulle, il est naturel de s’intéresser a ses K-formes,
c’est-a-dire aux algebres de Lie sur K qui, tensorisées par K, deviennent isomor-
phes a cette algebre de Kac—-Moody. Dans le cas d’une algebre de Kac—Moody
indécomposable, les K-formes ne sont que de deux sortes : presque déployées
ou presque-anisotropes. L’étude de ces formes a été faite en grande partie par
G. Rousseau et ses éleves depuis le milieu des années 80. Les premieres ont été
étudiées et classifiées dans un article publié en 1995 [1]. En ce qui concerne les
secondes, la classification dans le cas d'une algebre de Kac-Moody affine et de
K =R a été terminée en 2000 [3].

L’objectif de cet article est I’étude des représentations des formes d’une
algebre de Kac—-Moody dans le cadre d’une catégorie O. Cette classe de représen-
tations a été mise en évidence par Bernstein—Gelfand—-Gelfand en 1971 pour les
algebres de Lie semi-simples déployées [4] puis étendue par Kac aux algebres de
Kac-Moody. La catégorie O est effectivement le bon cadre pour une théorie des
représentations d’algebres de Kac—Moody, car elle contient les représentations a
plus haut poids qui sont les exemples fondamentaux de représentations. Il s’agit
donc dans ce travail de définir et d’étudier des catégories O adaptées aux formes
des algebres de Kac-Moody, et en particulier a celles presque déployées.

Ce travail est découpé en 4 parties. La premiere partie comprend essen-
tiellement la définition du cadre et des objets mathématiques avec lesquels nous
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allons travailler. Dans la deuxieme partie, la théorie des catégories O “clas-
siques” pour une algebre de Kac-Moody est généralisée a des catégories O, ¢,
appelées paraboliques, qui vont intervenir de fagon naturelle dans la théorie des
représentations des formes presque déployées. Nous démontrons (Propositions
2.10, 2.12, 2.14) des caractérisations pratiques de ces catégories les unes par rap-
port aux autres.

La partie 3 est consacrée aux représentations des formes presque-anisotropes.
Nous obtenons, sous des conditions de catégorie O plus ou moins “classique”, un
résultat tres restrictif. En effet, le résultat principal (Théoréeme 3.1) impose aux
représentations irréductibles d’une forme presque anisotrope d’une catégorie O¥
ou OF d’étre de dimension 1.

Les représentations des formes presque déployées sont étudiées dans la
derniere partie. Nous rappelons les principaux résultats permettant de com-
prendre la structure des formes presque déployées, notamment 'existence d’une
sous-algebre de Lie semi-simple de g définie sur K et K-anisotrope, appelée
noyau anisotrope. Nous justifions ensuite I'introduction et 1’étude des catégories
paraboliques O, et Oy, ou p désigne la K-sous-algebre parabolique minimale de
g. En effet, gk étant une K-forme presque déployée d'une K-algebre de Kac-
Moody g, si un gk-module Vi est tel que Vik @k K appartient a la catégorie Oy,
alors Vk est dans la catégorie OF (Proposition 4.6).

Nous poursuivons avec la mise en place des outils nécessaires a la con-
struction de gk-modules simples de la catégorie (9;( ; nous obtenons une cor-
respondance bijective entre les objets simples de Qlf décomposés sur K et les
représentations irréductibles de dimension finie du noyau anisotrope de gk . Les
objets simples de Of, décomposés sur K, sont en fait obtenus par induction
parabolique a partir de représentations irréductibles du noyau anisotrope de gk
(Théoreme 4.11), qui nous sont données par des résultats de J. Tits [11].

Nous terminons cette partie en montrant ’existence (Théoreme 4.13), pour
un module de (’),If, d’une suite de composition locale dont les sous-quotients
propres sont des objets simples décomposés sur K. Cela prouve que l'on a ainsi
obtenu la classification des objets simples de la catégorie O,If :

Théoreme 0.1.  Soient gk une forme presque déployée d’algebre de Kac—Moody,
px une sous-algebre parabolique minimale de gk et b une sous-algébre de Borel
de gk Rk K contenue dans PK K K. Si Vk est un gk -module simple tel que
Vk @k K soit dans la catégorie O, (i.e. Vk € (’)ff), alors Vi est obtenu par in-
duction parabolique a partir d’une représentation irréductible du noyau anisotrope

de gK -

1. Algebres et formes d’algebres de Kac—Moody

1.1. Soient K un corps de caractéristique nulle et K sa cloture algébrique. On
considere une algebre de Kac-Moody g sur K que I'on suppose construite comme
dans [6] (ot C est remplacé par K).

Il existe une matrice de Cartan généralisée A = (a;;); jer telle que g(A) =g
soit engendrée par l'algebre de Cartan standard § et des éléments e;, f; pour
i € I. On a la décomposition g = h & g, ou a parcourt le systeme de
racines A = A(g,h) C h* — {0}. On note IT = {o,;/i € I} la base standard
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de A. L’ensemble des racines positives (resp. négatives) est AT = AN QT ou
Q+ = @D Na; (resp. A~ = —AT). Les coracines o dans h sont telles que
a;j(ay) = a;; pour tous i, j [6, 1.3].

Soit la réflexion fondamentale r; de h* définie par r;(A) = A — (A, o)y
VA € h*. Le groupe de Weyl W de (g,h) est engendré par les r; (pour ¢ dans
I'). Une racine réelle est une racine conjuguée par W a une racine dans II ; leur
ensemble est noté A™. Une racine non réelle est une racine imaginaire ; leur
ensemble est noté A™. On a A™ = A — A™ [6, 3.7 et 5.1].

1.2. Pour un sous-ensemble J de I, on définit le sous-groupe W (J) de W
engendré par les r;, i € J et des sous-ensembles de A par :

A(J) = AN ((Djes L) © (Bigy New))

A™(J) = A(J) N (=A() et A(T) = A(J)\ A™(J).
On en déduit des sous-algebres de g :

pr(J) =p(J) =b & (Dacar) o)

p(J)=b® (Boc_a) o)

m(J) =& (Dacam(s) da)

ut(J) =u(J) = Pacauis) 8o et W (J) = Boc_av(s) ba-

pT(J) =m(J)®u(J) (respectivement p~(J) = m(J) @ u (J)) est la sous-
algebre parabolique standard positive (respectivement négative) de type J et m(.J)
en est le facteur de Levi standard (le mot standard et les signes font référence au
couple (h,II) choisi).

Le sous-ensemble J et les paraboliques correspondants sont dits de type
fini si la matrice A; = (a;j); jes est une matrice de Cartan, c’est-a-dire si W (J)
est fini ou si A™(J) est fini. Quand J = ), les paraboliques b™ = p*(0) et
b~ =p (Q) sont appelés sous-algebres de Borel standard.

1.3. On définit un groupe G (ne dépendant que de g) agissant sur g par la
représentation adjointe Ad : G — Aut(g). Il est engendré par des sous-groupes
U,, pour a racine réelle, isomorphes au groupe additif g, par un isomorphisme
exp tel que Adoexp = expoad.

On note H le groupe associé a la sous-algebre de Cartan standard § de
g ; H est I'ensemble des ¢ € G qui agissent sur g, (pour a € A U {0})
par multiplication par un scalaire a(g) dépendant multiplicativement de «. En
particulier H fixe point par point h = gy (il en est méme le fixateur) et normalise
U, (pour h€ H et X €g, ona h-exp(X)-h™' =exp(a(h)- X)).

Aux sous-algebres n* = u*(Q), b*, m(J) et p*(J) sont associés respec-
tivement des groupes U* engendrés par les U, pour a € AL, B* = HU* (sous-
groupe de Borel standard positif ou négatif), M(J) engendré par H et les Ur,,,
i€ J,et PE(J)= M(J)U* (sous-groupe parabolique standard positif ou négatif
associé & J). Le groupe B* (resp. P*(J)) est le stabilisateur dans G' de b* (resp.
pE(J)) ; le groupe M(J) = PT(J)N P~(J) stabilise m(J) =p*(J)Np~(J).
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Les sous-algebres de Cartan déployées de g (c’est-a-dire les sous-algebres
ad(g)-diagonalisables maximales) sont conjuguées par G a b [8, Théoreme 2J;
celles contenues dans p=(J) sont conjuguées par P*(J). Comme les facteurs de
Levi de p*(J) sont associés aux sous-algebres de Cartan déployées de p*(J), ils
sont conjugués par PE(J) et donc par U*.

Pour les résultats suivants, on suppose qu’aucune composante connexe de
I n’est de type fini.

Une sous-algebre de Borel de g est une sous-algebre completement résoluble
maximale de g ; c’est le cas de b™ et b~ qui ne sont pas conjuguées par G. Les
sous-algebres de Borel conjuguées par G a b™ (respectivement b~) sont dites
positives (respectivement négatives).

Si g est indécomposable (c.-a-d. I connexe), il n’y a pas d’autre classe de
conjugaison de sous-algebre de Borel [8, Théoreme 3.

Une sous-algebre parabolique de g est une sous-algebre contenant une sous-
algebre de Borel. On dit qu’elle est non dégénérée si elle ne contient aucun facteur
indécomposable de g, et de signe positif ou négatif si elle est propre (c.-a-d.
différente de g) et si elle contient une sous-algebre de Borel positive ou négative.

Si g est indécomposable, toute sous-algebre parabolique propre est non
dégénérée et de signe positif ou négatif. Une sous-algebre parabolique p de signe
positif ou négatif est conjuguée a une unique sous-algebre parabolique standard
pE(J) ; elle est non dégénérée si et seulement si J est non dégénérée (c.-a-d. J ne
contient aucune composante connexe de I).

Une sous-algebre parabolique de signe € est dite de type fini si elle est
conjuguée a une sous-algebre parabolique standard pc(J) avec J de type fini.

Un automorphisme (linéaire ou semi-linéaire) de g transforme deux sous-
algebres de Borel (resp. paraboliques) conjuguées en deux sous-algebres de Borel
(resp. paraboliques) conjuguées. Il est dit de premiere espece s’il transforme une
sous-algebre de Borel positive ou négative en une sous-algebre de Borel de méme
signe, et de seconde espece s’il transforme une sous-algebre de Borel positive ou
négative en une sous-algebre de Borel de signe opposé.

1.4. Une K-forme de g est une algebre de Lie gk telle qu’il existe un isomor-
phisme de g sur gx ®k K.

Un tel isomorphisme étant fixé, le groupe de Galois I' de K sur K agit sur g
et G (de maniere compatible avec la représentation adjointe Ad). On identifie gk
avec I’ensemble g des points fixes de g sous I’action de I' et on définit Gx = GT .
Pour un sous-espace ek de gk, on note e = ex Qg K.

Une sous-algebre de Cartan (resp. parabolique, de Borel) de gk est une
sous-algebre hk (resp. pk, bk ) de gk telle que b (resp. p, b) soit une sous-
algebre de Cartan (déployée) (resp. parabolique, de Borel) de g.

Définition 1.1.  On dit que gk est une K-forme presque déployée de g si I" est
formé d’automorphismes de premiere espece. Cela équivaut au fait que g contient
une sous-algebre parabolique non dégénérée de signe positif (ou négatif) qui est
définie sur K.

On dit que gk est une K-forme presque anisotrope de g si I' contient un auto-
morphisme de seconde espece.
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Si g est décomposable, la notion de presque déployé dépend du choix de la
classe de conjugaison des sous-algebres de Borel opposées bt et b~. On peut alors
dire de maniere plus générale que gk est presque déployée si I' stabilise une classe
de conjugaison de sous-algebres de Borel ; cette notion se ramene a la précédente
par le choix de cette sous-algebre de Borel comme standard.

Si gk est presque anisotrope, alors g ne contient pas de sous-algebre
parabolique propre définie sur K.

Si g est indécomposable, tout automorphisme est de premiere ou seconde
espece et toute forme est presque déployée ou presque anisotrope.

Nous terminons cette premiere partie en donnant un résultat qui va nous
permettre de travailler, dans la partie 4. (lemme 4.15), avec un sous-groupe fini de
I'. La démonstration (facile) est laissée au lecteur [2, 1.2].

Proposition 1.2.  Soit gk une K-forme de g. Alors il exriste une extension
finie E de K qui déploie gk, c’est-a-dire telle que gx Qx E est une E-algebre de
Kac—Moody.

Remarque 1.3.  En particulier, si hk est donnée, les orbites de I' dans I’ensemble
A(g,b) des racines sont finies.

2. Catégories O

2.1. Soit g = g(A) une algebre de Kac-Moody sur un corps K de caractéristique
nulle. On considére un couple (h,b") formé d’une sous-algebre de Cartan b et
d’une sous-algebre de Borel b* de g contenant b.

On considere la catégorie Oy définie comme suit :

(i) Les objets sont les g-modules diagonalisables sous I'action de b avec des
espaces de poids de dimension finie et qui vérifient la condition suivante :
I'ensemble P(V') des poids de V' est tel que : YA € h*, P(V)N(A+QT) est
fini.

(ii) Les morphismes sont les homomorphismes de g-modules.

La catégorie O “classique” est définie de la méme maniere en remplagant
la condition sur les poids par : J\,... , A\, € b* tels que P(V) C U, (N — Q).
On renvoie a [6] ou a [7] pour cette définiton et les résultats standard suivants.

Les exemples les plus importants de modules de ces catégories O et Oy sont
les modules de plus haut poids, c¢’est-a-dire les modules engendrés par un vecteur
de poids qui est annulé par n, .

Un g(A)-module M) de plus haut poids A est appelé un module de Verma si
tout g(A)-module de plus haut poids A est un quotient de M. On a les propriétés
suivantes :

. Pour tout A\ € h*, il existe un module de Verma M) unique a isomorphisme pres.
. Vu comme un U (n_)-module, M, est un module libre de rang 1, engendré par
un vecteur de plus haut poids.

. M) contient un unique sous-module propre maximal M} .



594 BARLET-MATHIEU

Remarque 2.1.  On peut construire M, comme un module induit : M), =
U(9(A)) @um,+p Cr, avec Cy le (ny + h)-module défini par ny -1 = 0 et
H-1=XH)1 VH €b.

On note Ly = M,/Mj le module irréductible quotient. Pour tout A € h*,
le module de Verma M), et son module irréductible quotient L, sont dans la
catégorie Oy et dans la catégorie O.

Remarque 2.2.  L’action de g, (pour o € A) sur un module de la catégorie
Oy est localement nilpotente. On en déduit donc une action de U™, et méme de
B™T, sur ce module, compatible avec la représentation adjointe. Comme les sous-
algebres de Cartan déployées de b = bt sont conjuguées par BT, on en déduit
que la catégorie Oy ne dépend que de b et pas du choix de §.

La démonstration de [6, 9.6] pour O donne en fait le résultat suivant : Si
V e Op et XA € h*, alors il existe une filtration de V' par une suite de sous-g-
modules (V;);=1 ., dans Oy, V=V, D V) D --- DV, = (0), et un sous-ensemble
I C{0,...,k} tels que :

(i) si i € I, alors I\ € h* tel que \; > A et V;/Viy = Ly, ;
(ii) si ¢ & I, alors (Vi/Vig1), = (0) Yu > .

Une telle filtration est appelée suite de composition ou filtration locale de

V en M.

Remarque 2.3. Les L, sont donc les objets simples de Oy.

Si Ve Oy et \,u € b*, deux suites de composition (V;) et (W;) de
V', locales en A et u respectivement, ont des raffinements communs qui sont
équivalents a une suite de composition (X;) de V locale en A et p. De plus, pour
&> X (resp. &> ) le nombre de facteurs propres de type L¢ dans (V) et (X;)
(resp. (W;) et (X;)) est le méme (voir par exemple [7, 2.6]).

2.2. Nous définissons, dans ce paragraphe, une catégorie O plus générale, appelée
parabolique, qui apparait de facon naturelle dans 1’étude des représentations des
formes presque déployées d’'une algebre de Kac—Moody.

Définition 2.4.  Si m est une K-algebre de Lie réductive, de centre 3 et de
sous-algebre de Levi [, un m-module V' est dit semi-simple si V' est un [-module
semi-simple (c.-a-d. de dimension finie) et si de plus I'action de 3 est semi-simple.

Définition 2.5.  Avec les notations de la définition précédente, un m-module V'
est dit semi-simple déployé si V' est un [-module semi-simple (c.-a-d. de dimension
finie), si I'image de [ dans End(V') est une algebre de Lie semi-simple déployée et
si de plus 'action de 3 est diagonalisable.

Remarque 2.6. Un m-module V est simple s’il est semi-simple et indécompo-
sable. Si de plus [ est déployée et 'action de 3 diagonalisable, le [-module V'
est absolument simple et 'action de 3 est donc scalaire. Un m-module semi-
simple (déployé) se décompose en somme directe de m-modules simples (déployés).
Si [ est déployée, un m-module de dimension finie est semi-simple déployé si et
seulement si l'action de 3 est diagonalisable.
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On considere dans g une sous-algebre parabolique p de type fini (de signe
positif ou négatif). De la conjugaison de p & une sous-algebre p*(.J) (paragraphe
1.3.), on déduit les décompositions suivantes : p=u@dm et m = 3@ [, ou 3 est
le centre de l'algebre réductive m, et [ une sous-algebre semi-simple (de Levi) ;
I’algebre [ est en fait déployée. On considere de plus une sous-algebre de Cartan
h de g contenue dans m, et b une sous-algebre de Borel de g contenue dans p et
qui contient h. On choisit également une sous-algebre t contenue dans 3, et on
note : Qy (p) = >_,; Naj ot les o} sont les restrictions & t des racines simples «;

de (h,b).

Remarque 2.7.  On a de fagon évidente Qf (p) = Q{ (b).

On peut maintenant donner la définition de la catégorie O parabolique,
relative aux sous-algebres p et t.

Définition 2.8.  On note O, la catégorie définie comme suit :
1. Les objets de O, ¢ sont les g-modules V' qui vérifient :

(i) V admet une décomposition en espaces de poids par rapport a t :
V=@, ce Vaoavec Vi ={v eV |T -v=XT)v VI €t} ;

(ii) les termes de la graduation, c’est-a-dire les Vy, sont des m-modules
semi-simples déployés de dimension finie ;

(ili) I'ensemble P(V) = {p € t* |V, # (0)} des poids de V' par rapport a t
est tel que : VA e t*, P(V)N (A4 Qf (p)) est fini.

2. Les morphismes de O, sont les homomorphismes de g-modules.

Remarque 2.9.  Comme pour la catégorie Oy, on a une action de BT sur tout
module de la catégorie O, ;. Comme 3 est déterminé par le facteur de Levi m de
p et que ces facteurs sont conjugués par UT, on en déduit que la catégorie O, ;
ne dépend que de p. Il est facile de vérifier que tout sous-module ou tout module
quotient d'un module de la catégorie O, est encore dans la catégorie O, .

Dans certains cas particuliers, on simplifie la notation de Op¢ : si t =3 , on
note Oy = Oy, et si p = b, on retrouve la catégorie Oy (dans ce cas 3 =h =m).

En fait, la catégorie O, ainsi définie est une sous-catégorie de la catégorie
Op = Oy p, associée a la paire (h,b) :

Proposition 2.10. On a les deux séries d’inclusions suivantes :

Op,t C Ob}t C Ob et Op,t C Op C Ob

Démonstration.  Montrons l'inclusion O, C O,. Si V est un g-module de
la catégorie Oy, il est gradué par t* ; notons Vy les termes de cette graduation.
Par hypothese, m agit de fagcon semi-simple déployée sur chaque V), donc 3 agit
de facon diagonalisable sur chaque V), ; V' est donc gradué par 3* et ona V), C Vy
pour A € 3* tel que A [(= \'. Comme les V), sont de dimension finie, les V) aussi,
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d’ou (i) et (ii). Il reste a montrer que V vérifie la condition (iii) de la catégorie

O, ;onnote P,(V)={pe3" |V, #(0)} et

V={et|[p=pnl

avec € P(V)N(A+Qf(p)}. OnaY C P(V)N (A | +Qf(p)), et ce
dernier est fini, comme V est dans O,;. Donc Y est fini. De plus, I'ensemble
{w € Py(V)) | pt |¢ donné} est fini d’apres la condition (ii), donc P(V)N(A+Q; (p))
est fini pour tout A € 3*. En appliquant ce résultat & p = b, on obtient I'inclusion
Ob,t C Ob-

Montrons maintenant I'inclusion Op¢ C Opy. Si V' est un g-module de
la catégorie Oy, il vérifie clairement la condition (i) de la définition de Opy. Si
N et Vy est m-semi-simple déployé et fh est somme de 3 et d’une sous-algebre
de Cartan déployée de [, donc b agit de fagon diagonalisable sur V), d’ou (ii). Le
point (iii) se prouve comme ci-dessus vu la remarque 2.7. En appliquant I'inclusion
Opt C Oy a t =3, on obtient I'inclusion O, C Oy. [

Remarque 2.11.  Ce résultat est le principal intérét des catégories Oy et O,
par rapport a la catégorie O. En effet la seule définition raisonnable d'une catégorie
parabolique “classique” O ass (c.-a-d. analogue de O) est donnée avec 'axiome
(1ii) ctass A1, -+, Ay € 3% tel que Py(V) C Ui (A — QF (p)). Mais alors on n’a
pas nécessairement 'inclusion Oy ass C O, comme le montre le contre-exemple
suivant : si p = p(J) avec J # ) une partie de type fini de I, on peut choisir
des racines o = a; avec j € J et o = avec i € I\ J. Alors la somme directe

infinie des modules de Verma M (n(a — ')) est dans Oy cass C Op C Op mais pas
dans O.

Le résultat suivant nous montre que les catégories O, et O, sont tres
proches, modulo une condition sur la sous-algebre t :

Proposition 2.12. On suppose que p = pT(J) et que t contient un élément
T wvérifiant o;(T) € QN|0;+o00| Vi & J. Alors tout module V' de type fini de la
catégorie O, est dans la catégorie Oy y.

Lemme 2.13. S0 J est une partie de type fini de I et si pour ©+ € J on fixe des
entiers N;, alors le nombre de racines o € AN (32,0, Nici + D,y Zavi) est fini.

Démonstration.  On peut supposer que les N; sont des entiers positifs ou nuls.
Siles N; sont tous nuls, le lemme est vérifié car 'ensemble A™(.J) est fini. Donc on
suppose que les N; sont strictement positifs, ce qui implique que les coefficients des
a; pour ¢ € J sont positifs. L’ensemble X des racines o = Ziw Niozi+zi6j ;0
est stable par le groupe de Weyl fini W (J). Quitte a remplacer @ € X par o €
W (J)a de hauteur minimale, on peut supposer que a € Y = {a € X | a(af) <0
Vj € J}, et il suffit de montrer que Y est fini. Pour « € Y et j € J, on a

O‘(O‘Jv) - Zi@ﬂ Niai(a;) + Zie] niai(ajv) =0

On note P; = =3 .., Niai(a) € N (fixé) et n (resp. P) la matrice colonne

des n; (resp. P;) pour j € J. La matrice A; = (a;(a)))ijes est une matrice
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de Cartan généralisée de type fini ; en particulier elle est inversible. L’inégalité
ci-dessus s’écrit alors ., niai(a}/) < P; ou encore Ayn < P. On a donc
Aj(n — A;'P) < 0 qui implique n — A;'P < 0 par le théoréme de Vinberg-
Kac ([6, 4.3]). Pour finir, on a les inégalités 0 < n < A;'P, qui prouvent que Y
est fini. |

Démonstration. Comme V' est supposé de type fini et vérifie les conditions
(ii) et (ili) de Oy, le sous-p-module engendré par les générateurs de V est de
dimension finie. Donc, par le théoreme de Poincaré—Birkhoff-Witt, V' admet un
nombre fini de générateurs comme u~(J)-module ; pour la suite on suppose qu’il
n’y en a qu'un, de poids A pour 3 : V = U(u (J))v et P(V) = A — QF(p).
Le g-module V' admet une décomposition en espaces de poids par rapport a t
par restriction de celle par rapport a 3, d’ou la condition (i). Pour prouver les
conditions (ii) et (iii) de Oy, il suffit de montrer que, pour p € 3*, la somme
directe des V,,, pour v € 3* et v(T') > u(T), est de dimension finie. Mais celle-ci est
engendrée comme espace vectoriel par les ([[h_, ¢x)v avec ¢y, € gg,, Or € —A%(J)
et N(T)+ >0 1 8(T) > w(T). Or, si € =AYJ), == ,c;n(B)a; avec
ni(B) € Net B(T) < — (3 ni(B))e < —e < 0, ot e = inf{ay(T) [ i ¢ J}.
Comme les espaces gg sont de dimensions finies, il suffit donc de montrer qu’iln’y a
qu’un nombre fini de racines 3 € —A*(J) telles que 3. ;n:(8) < (MT)—u(T))/e.
Cela résulte du lemme 2.13 ci-dessus. u

La proposition suivante nous fournit une égalité entre les deux catégories
O, et Op dans le cas ol t = 3, modulo une condition ”de finitude” (on rappelle
que le parabolique p est supposé de type fini) :

Proposition 2.14.  Soit V un g-module. On a équivalence entre les deux
assertions suivantes :

(i) V € Oy et vérifie : (F) Vv eV, U(l) - v est de dimension finie.
(it) V e O,.

Remarque 2.15.  Comme les actions de [ et de 3 commutent, la condition (F)
est équivalente a la condition (F ) suivante pour les modules de la catégorie Oy:

(F) Vv € V, U(m) - v est de dimension finie.

De plus, si [ = [(J), alors la condition (F) (ou (F')) est équivalente a la condition
(Fy) VieJ, p(e;) et p(f;) sont localement nilpotents, out p est la représentation
associée a V.

Démonstration.  L’implication (ii) = (i) est claire, car (F) est vérifiée des que
V' appartient a O, (I stabilise les espaces de poids de 3). Montrons 'implication
réciproque (i) = (ii) : il suffit de montrer qu’'un module V' de la catégorie Oy
satisfaisant (F), vérifie les conditions (i), (ii) et (iii) de la définition de O, = O, ;.
Pour cela, nous avons besoin du résultat suivant. Rappelons qu’il existe J C I,
de type fini, tel que : 3 = 3(J) = Kerp(a; | i € J) et [ = [(J) est engendrée par
les e;, f; pour i € J. De plus, pour A € h*, on note A = A |;.
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Lemme 2.16.  Soit V € Oy vérifiant (F). Alors, pour tout fi € 3*, l'ensemble
X={ eP((V)|Xen+Qf et o)) eN Vie J} est fini.

Démonstration.  Soit A € X ; on complete («;)ie; en une base (a;)iep de
bh*, avec I' D 1 D J, et on éerit A = >, w05, Alors pour @ ¢ I, x; =
est bien déterminé par i et pour ¢ € I\ J, z; est également bien déterminé
par i modulo N. Donc pour i ¢ J, z; = 20 + m;, m; € N. Pour j € J,
Ne) = igy mici(af ) + 3 iy miai(af) € N et

2 g Benler) = Zz ziai(o) + Zzef\ ZM

<0

J/

=—aj

~

€—N

VY — 4. . . ]
donc on a ZieJ wiozi(ozj) = a; +nj, avec n; € N. On note z, a, n les matrices

colonnes des (z;)ics, (ai)ics, €t (ni)ics ; on a alors Ayxz = a + n, et donc
x = Aj'a+ A;'n. La matrice A; est une matrice de type fini, en particulier
det(A;) # 0 et appartient & Z. Donc on a A;'n € (det A;)~'Z et d’apres
6, 4.3] A;'(R]) € R]. On a alors A;'n € |det A;|7'N7, et on obtient bien
un nombre fini de possibilitées modulo N’ pour les z;, i € J. Ainsi X C
Py(V) N (Ug Aj + @F), qui est fini d’apres la condition sur les poids de Ok.

[

Montrons que V' vérifie les conditions (i), (ii) et (iii) de O, : on obtient
une graduation de V' par 3* par restriction : V = @_ e Vi, ot V; est la somme
des V,, avec i = p, et u € h* poids de V', d’ott (i). Pour montrer a la fois (ii) et
(iii), 11 suffit de montrer que, pour y € h*, la somme des V,, avec v € i + Q] est
de dimension finie. Soit v € V,,, avec v € h* ; par hypothese (F), U(I) - v est de
dimension finie, donc quitte a le décomposer, v appartient au [-module engendré
par un v' € Vy, C V,, avec X\ un poids de V' par rapport a b tel que AMay) €N
Vi € J. D’apres le lemme 2.16, 'ensemble de ces A est fini, donc v varie dans un
espace de dimension finie et, d’apres (F), la somme des V, avec 7 € fi + Q] est
de dimension finie. [ |

Corollaire 2.17.  Soit V' un module de la catégorie O,. Le sous-groupe W (J)
de W engendré par les réflexions r; pour i € J agit sur Uensemble Py(V') des
poids de V. Plus précisément, pour tout w € W(J), il existe w agissant sur V.,
qui permute les poids de V' comme w et stabilise les sous-g-modules de V.

Démonstration.  Sir; € W(J) et si on note p la représentation associée a V',
on peut poser ¥ = exp p(e;) exp(—p(f;)) exp p(e;), d’apres (F ;). Alors rf agit sur
Vet r} (VA) V;i()\) [6, 3.8]. [ |

3. Formes presque-anisotropes et catégories O

Nous étudions dans cette partie des représentations des formes presque-anisotropes
qui appartiennent & une certaine catégorie O¥ ou encore Off.

Soient K un corps de caractéristique nulle et K une cloture algébrique de
K. On considere g = g(A) une K-algebre de Kac-Moody, ot A est une matrice
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de Cartan généralisée sans facteur de type fini. On note gx une K-forme presque
anisotrope de g.

On considere les catégories O et Oy relatives & un couple (b, b™), ol b est
une sous-algebre de Cartan de g contenue dans une sous-algebre de Borel b de
g et définie sur K. Alors il existe un élément o du groupe de Galois I' de K/K
tel que : o(b™) = wb™ pour w € W. On a alors aussi 0@, = w@_.

On note O¥ (resp. OF) la catégorie dont les objets sont les gx-modules
Vk vérifiant Vx @x K € O (resp. € Oy) et dont les morphismes sont les
homomorphismes de gk-modules.

Théoréme 3.1.  Les gk -modules de la catégorie O¥ sont des gk -modules de
dimension finie ; plus précisément, ce sont des modules sur l’abélianisé gk /[ox, 9k |
de gk . Réciproquement, tout gk -module de dimension finie est dans O¥ .

Remarque 3.2.  Tout sous- gx-module de type fini d’'un module de la catégorie
OF est dans O¥ | donc de dimension finie. Ainsi un module de la catégorie OF
est réunion croissante de modules de dimension finie.

Démonstration. Soit Vx € O¥ ; on note V = Vkx @k K. Comme V € O et
que l'ensemble des poids de V', noté P(V'), est stable par ¢, on a :

P(V) c U;(/\i Q)N U;(M —wQ_)

On note p la représentation associée a V. Une racine réelle a est dite bonne si
pleq) et p(fa) sont localement nilpotents. Si « est une racine réelle positive telle
que o < 0 (c.-a-d. wa > 0), alors @ et —a sont bonnes. On note A} I'ensemble
des bonnes racines. Soit W’ le sous-groupe du groupe de Weyl W engendré par
les réflexions fondamentales par rapport aux bonnes racines ; W’ agit sur V et
stabilise P(V'). De plus W’ stabilise Aj¢. Et si on note A,, = A™\ Aj¢, W’
stabilise aussi A,,. On a A} C AT NwA~™ donc A,, est fini. On peut en fait
montrer le lemme suivant :

Lemme 3.3.  L’ensemble A,, est vide.

Démonstration.  Supposons que A,, # . On peut alors supposer que A,, N
II# @, sinon I C A}, W/ =W et A™ = Aj°.

Si IT est infini. Soit S la réunion (finie) des supports des racines dans A,,
et soit a une racine de A,, telle que : supp(a) C S et il existe o; € A N1II
telle que a et «; soient liés. Alors ri(a) = o — (o, o )y; appartient a A,, et on
a supp(r;(«)) = supp(a) U {i} ¢ S, ce qui est absurde.

Si II est fini. On suppose de plus que A est indécomposable. Soit «; €
A,, N1II ; on note N la hauteur maximale des racines dans A} : on a —N <
ht(A,,) < N. Soit AN*2 = {a € A™ | ht(a) > N + 2} ; ANT2 £ () car A" est
infini et AV™2 C A7, On a {(a;, (ANT2)V) £ 0 ; sinon (g, @¥) = 0 sauf au plus
pour un nombre fini de racines réelles. Ce qui implique que «; appartient au cone
de Tits fermé [6, 3.12]. Donc il existe wy € W tel que woa; € C, ot C désigne
I’adhérence de la chambre fondamentale C', autrement dit Awga; > 0.

. Si A est de type affine, cela implique que wgay; est une racine imaginaire, ce qui
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est absurde car wyq; est par hypothese une racine réelle.
. Si A est de type indéfini, alors : si wga; > 0, c’est absurde par le théoreme de
Vinberg-Kac ([6, 4.3]), car on a aussi Awga; > 0 ; si woey; < 0, alors wor;a; > 0
et Awgr;a; < 0, ce qui est également absurde car (wor;a;, wor;e’) = 2.

Donc il existe o € AN*2 tel que {a;,a") # 0. On considere 74(a;) =
a; — (o, @) 5 c’est une racine telle que ht(r,(a;)) > N + 2 si (o, ") < 0 et
ht(ro(ay)) < —(N 4+ 1) si (a;, @) > 0. Dans les deux cas, r,(q;) n’appartient
donc pas a A,,, ce qui contredit le fait que W’ stabilise A,,. [ ]

Grace au lemme, on obtient que W = W’ et donc que W stabilise P(V).
On a alors

Pv)clJ  -eonlJ_ (wlon-Q)
et donc

PvyclJ_ v—@onlU_ (m+Q)

avec ji; = w lo);. Les poids du g-module V', qui sont de multiplicités finies, sont
en nombre fini ; V' est donc un g-module de dimension finie. On conclut grace a
la remarque suivante, puisque la réciproque est évidente. [ |

Les modules de dimension finie d’une algebre de Kac-Moody g (sans facteur
de type fini) sont des modules sur I’abélianisé g/g’ de g, ils sont donc de dimension
1 quand ils sont simples et si K = K. En effet si (V,p) est une représentation
de dimension finie de g, alors g/ Ker p est de dimension finie. Donc l'idéal Ker p
contient g’ [6, 1.7] et (V,p) est une représentation de l'algebre de Lie abélienne

g/g.

Les conditions d’une catégorie O ou méme Oy s’averent trop fortes pour
obtenir des résultats intéressants pour les modules sur une forme presque an-
isotrope.

Par contre nous pouvons obtenir [2] des représentations irréductibles de
dimension finie aussi grande que 1’on veut pour une forme réelle presque-anisotopre
de l'algebre dérivée d'une algebre de Kac-Moody affine (non tordue).

Nous obtenons aussi [2], sous les conditions d’une catégorie O non standard
(voir par exemple [5]), des représentations de dimension infinie (et monogenes)
pour une forme réelle presque anisotrope d’'une algebre de Kac-Moody affine (non
tordue).

4. Formes presque déployées et catégorie (’)ff

Dans toute cette partie, on considere gx une K-forme presque déployée de g. Le
résultat essentiel de cette partie se montre en deux temps, tout d’abord (para-
graphe 4.4.) on construit des modules simples de O,If, et ensuite (paragraphe 4.5.)
on montre que ces modules sont les seuls objets simples de cette catégorie. Mais
commengons par la mise en place des différents outils.

4.1. On considere tx une sous-algebre torique K-déployée maximale de gk,
c’est-a-dire une sous-algebre pour laquelle la représentation adjointe dans gk est
diagonalisable, et px une K-sous-algebre parabolique minimale de signe € de gk
(il en existe).
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Pour tout signe ¢, le groupe Gk agit transitivement sur les paires (tk, i),
avec tg C pi [10, 3.5]. On dit alors qu’une paire (tk, pk), avec tx C pi, est une
standardisation de gk de signe €.

Proposition 4.1.  Pour toute standardisation (tk,py) de gk, il existe une
sous-algébre de Cartan bk de gk et une sous-algébre de Borel positive b™ de
g telles que - t C h C bT C pt. Il existe une partie de type fini Iy de I telle
que pT = pt(Iy) pour la standardisation (h,b6) de g. La sous-algébre parabolique
p~ =p (Iy) est définie sur K et minimale ; elle ne dépend que de t et p*.

On peut touver la preuve de ce résultat dans [1, 2.2 et [9, 4.3 et 4.7b].

On dit alors que la standardisation (tx,pyx) de gk est opposée a (ti, p)
et que la standardisation (h,b") de g est compatible avec (tx,p5).

Pour toute la suite, on fixe une standardisation (tx,py) de gk et une
standardisation (b, b") de g compatible.

Proposition 4.2. L’algebre dérivée [k du centralisateur my de tx est la sous-
algébre de Levi de pic relative o hx. C’est une sous-algébre de Lie semi-simple
définie sur K et K-anisotrope. Le systéme de racines Ao de | par rapport a hNI{
admet pour base 11y = {«; | i € Iy}. Le groupe de Weyl Wy de | par rapport a
hN [ est engendré par les r; pour i € 1y ; il agit ssmplement transitivement sur les
sous-algebres de Borel b de g telles que h C b] C p*.

On peut touver la preuve de ce résultat dans [1, 2.3], [9, 3.5e et 4.7b] et [10,
3.11].
La sous-algebre [k s’appelle le noyau anisotrope de (gk, tk)-

Remarque 4.3. La forme gk est dite quasi-déployée s’il existe une sous-
algebre de Borel définie sur K, c’est-a-dire si pj; est une sous-algebre de Borel, ce
qui équivaut a Iy = @, ou encore a [k = {0}.

Dans la suite, on note [ = [(Iy), et h N[ = h(Iy) (engendré par les o
pour i € Iy). On a Ay = AN (D;¢;, Zai). On peut écrire la décomposition de
p*(lo) + p(lo) = p(Lo) = u(lo) ® m(lo), avec u(lp) = u*(lo) = Drear\a, 8o €t
m(lo) = h® (D,en, Ja) le centralisateur de tx. On a donc aussi la décomposition
: m(ly) =3®(Iy), ou 3 est le centre de m(Iy).

Par définition, I' est formé d’automorphismes (semi-linéaires) de premiere
espece ; done, pour 7 dans I', vb™ est une sous-algebre de Borel positive vérifiant
h C vbt C p(lp). 1l existe alors, d’apres la proposition 4.2, un unique élément
w, de Wy tel que w,yb™ = bT. On note v* = w,7y, cet élément stabilise les
sous-algebres h et b. On définit donc une action, notée x, de I' sur A, II et I,
qui stabilise Iy [1, 2.4].

Remarque 4.4. L’action x de I' sur [ est indépendante du choix du signe +
et des standardisations compatibles (tx,py) et (h,b7).

4.2. Nous allons maintenant nous intéresser aux représentations des K-formes
presque déployées, et plus particulierement a celles qui, une fois tensorisées par
K, appartiennent a la catégorie O,.
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Définition 4.5.  Soit (9%{ (resp. (’)fft) la catégorie dont les objets sont les gk -

modules Vi vérifiant Vk @k K € O, (resp. Oy.) et dont les morphismes sont les
homomorphismes de gk-modules.

D’apres la proposition 2.10, pour tout Vik dans la catégorie O,If, Vk ®x K
est dans la catégorie Oy (quelle que soit la sous-algebre de Borel b de g contenue
dans p). La proposition suivante nous fournit la réciproque de ce résultat.

Proposition 4.6. Soit Vk un gk -module. SiV = Vg @k K € O, , alors
Vk € Ollf

Démonstration. = Commencons par démontrer le lemme suivant :
Lemme 4.7.  Si i € Iy, il existe v dans I" tel que ya; < 0.

Démonstration.  Notons ® l'orbite de «; sous I'. On suppose que ya; > 0
Vv el et Vi € Iy. Alors ® est un sous-ensemble fini (remarque 1.3) non vide de
Ay, stable par I'. On note p¥ = > s a”. Alors p¥ est non nul, fixe par I' et
a(pY) € Z pour tout o € Ag. Donc p¥ est un élément K-diagonalisable de h(1j).
On a alors une sous-algebre torique déployée Kp" de Ik, qui est une sous-algebre
semi-simple et K-anisotrope de g, ce qui est absurde. [ ]

Soit V = Vk @k K et V € O, ; il suffit de montrer que le g-module
V' vérifie la condition suivante : (F ) p(e;) et p(f;) sont localement nilpotents
Vi € Iy, ou p est la représentation associée a V. En effet, on a vu a la partie
2. (proposition 2.14) que : V € Oy et V vérifie (F;,) = V € O,. Comme
V = Vk ®k K appartient & la catégorie Oy, on a d'une part P(V) N (A + Q")
fini VA € b*, et d’autre part P(V') stable par I'. Si p € P(V) et a € A est
tel quil existe v € ' tel que yao < 0, alors {n € N | p —nya € P(V)} est un
ensemble fini. Donc {n € N | y —na € P(V)} est fini, pour tout pu € P(V) et
tout a € A tel qu’il existe v € I' tel que ya < 0. Grace au lemme 4.7, on obtient
que {n € N| p—na; € P(V)} est fini, pour tout u € P(V) et pour tout i € I.
Comme {n € N | u+na; € P(V)} est fini, ceci implique que p(e;) et p(f;) sont
localement nilpotents Vi € I. [ ]

Les représentations des K-formes presque déployées que 1’on va étudier sont
associées aux gk-modules de la catégorie O,If.

4.3. Le but de ce paragraphe est de mettre en évidence une correspondance
bijective, décrite dans la proposition 4.9, entre les gx-modules simples de la
catégorie (’)ff et les modules simples de la sous-algebre réductive mg de gk .

On se donne une sous-algebre t de 3 dont le centralisateur est m(/p).

On note L, 1, le sous-[(ly)-module engendré par vy, vecteur de plus haut
poids de Ly ; c’est un quotient du [(Iy)-module de Verma de plus haut poids
A lp(ro) (on va voir que c’est en fait le quotient irréductible).

On utilise la notation (Ly)“%) = {v € Ly | u(ly) -v = 0}.
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Proposition 4.8.  Le module Ly appartient a la catégorie O, si et seulement
si M) € N pour tout i € Iy. Alors Ly est l'unique quotient irréductible de
M1, = U() Qup) Lag, et Lag, = (Ly)"00) est un [(Iy)-module simple de plus
haut poids Xy, . De plus, Ly g, est dans Ly (ou My 1, ) Uespace propre de poids
A = X, pour laction de 3.

Démonstration.  L’hypothese Ly € O, implique que L), est de dimension
finie et donc que A(«)) € N pour tout i € Iy. Réciproquement supposons main-
tenant cette hypotheése. L’espace propre de Ly de poids \ est X = @ﬁ:;(L,\)#,
avec i = |;. Si (L)), # {0}, ona p=X=> . no et =A< n; =0 pour
i & Iy. Alors montrons que Ly, = X : onadéja Ly, C X. Soit v € (Ly),, avec
= A= cp, iy ; alors v peut s'écrire [Th_, firvr, avec D 8 _ = D ety Mtk -
D’ou ji € Iy pour tout k, et donc v € L, p,.

Le sous-1({p)-module Ly j, (et tout sous-[(1y)-module) est en fait un p(1y)-
module, la sous-algebre 3 agissant de facon scalaire (par A), et la sous-algebre
u(ly) agissant trivialement sur L, j,. En particulier un sous-[(y)-module propre
P de Ly j, engendre un sous-g-module de L, dont la partie de poids \ par rapport
a 3 est P, ce sous-g-module est donc propre. Or L) est un g-module simple donc
Ly 1, est un [(Ip)-module simple et a plus haut poids. La condition sur les ()
implique que L) ;, est de dimension finie.

On obtient le g-module L, comme un quotient irréductible de M), =
U(g) Qu(p) L1, - Mais Ly g, est dans ce module M) ;, 'espace propre de poids A
pour 3, donc la somme de tous les sous-g-modules d’intersection nulle avec Ly j,
est encore un sous-g-module d’intersection nulle avec L) j,, et on la note N. De
plus, comme Ly j, est [([p)-irréductible, tout sous-g-module d’intersection non
nulle avec Ly j, n’est pas propre car il contient L, 7, et en particulier vy, donc
M, 1, . L'unicité du quotient irréductible vient du fait que I'on quotiente par N.

Montrons que Ly est dans la catégorie O,. Il suffit de montrer les conditions
(ii) et (iii) ; pour cela il suffit de montrer que pour i € 3*, la somme directe des
(L) pour 7 € i+Q; (p) est de dimension finie. Mais celle-ci est engendrée comme
espace vectoriel par les ([[i_, ¢x)v avec v € Ly, ¢ € 8s,, O € —A%(Io) et
A+ 301 Bk € i+ QF (p). Choisissons T € 3 tel que oy(T) =1Vie I —1I. La
relation précédente implique AN(T') 4+ > 7_, Be(T) > (7). Comme les espaces gg
sont de dimension finie, il suffit de montrer qu’il n’y a qu'un nombre fini de racines
B € —A%(Iy) telle que B(T) > u(T) — X\(T). Mais cela résulte du lemme 2.13.

Le dernier point consiste & montrer que 'on a Ly, = (Ly)*d). On sait
déja que Ly, C (Ly)"*d0) : montrons l'inclusion inverse. On a (M,)*) > Ly 1,
et comme (M,)*/0) est stable par 3, on a :

(M) = Ly 1y @ (6D e (M3)*)),.)
p<A

On note V, = ((My)*“), pour u € 3*, u < A. V, est annulé par u(lp),
stable par m(ly), donc V, est stable par p(lp). On a alors : U(g) -V, =
U (1o)) - Up(Ly)) -V =U (Iy)) -V, ce qui montre que U(g) -V, n’admet que
des poids strictement inférieurs & A. Donc U(g) - V,, est d’intersection nulle avec
L1, pour tout p € 3*. Alors U(g) - V,, C N et (Ly)*90) C Ly, . ]

On va maintenant utiliser le résultat précédent dans le cadre des gk-
modules. Cela nous fournit la correspondance bijective cherchée qui sera utilisée
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pour la construction des modules simples de la catégorie O’If.

Proposition 4.9. (i) Soit Vk un gk -module (resp. simple) de Of,{ tel que
Vk 9k K = Dire- Lf\L(/\), avec les n(\) entiers et presque tous nuls. Alors
(Vi )'xo) est un mx (ly)-module semi-simple (resp. simple) de dimen-
sion finie et Vx est induit o partir de (Vi)'<Uo) : c’est le quotient (resp.
irréductible) de Uk (gK) Quy (o) (Vic)' <10 par le plus grand sous-module
propre d’intersection nulle avec (VK)”K( o) . En particulier, si Vi est un gk -
module tel que Vxk @k K = L, € Oy, alors Vi est le quotient irréductible
de Uk (9K ) Qi (pc) Ln10,x 5 avee Ly 1 x = (Laz,)" pour une action de T sur
L)\Jo .

(ii) Soit Wk un mg(ly)-module simple de dimension finie. Alors il existe un
gk -module simple Vi de la catégorie (’);{ tel que Vg @k K = ®Aeh* Li\lm et

(Vi )"<0) = Wi . De plus, ce gk -module est unique & isomorphisme prés.

Remarque 4.10. Un gg-module de la catégorie (’);{ qui, sur K, est de la

forme @LZ(’\) sera dit décomposé sur K ; on verra (Corollaire 4.14) que tout
gk -module simple est en fait décomposé.

Démonstration.  On va prouver dans un premier temps le résultat (i) dans le
cas particulier d’'un g -module Vi tel que Vk @k K = Ly € O,. Comme Ly € O,,
on peut écrire, d’apres la proposition 4.8, L) comme le quotient irréductible de
U(9) Qup) Lz, 1l faut s’assurer que 'on a la compatibilité avec I'action de I'.
Mais comme Ly j, = (L)"') Ly j, est stable par T'. Il reste & montrer que (Ly)"

est bien le quotient 1rreduct1b1e de Uk (9K ) @uie (p) Ir1o,x © 81 (€5)ies est une base
sur K de U(u=(Iy)) formée d’éléments fixes par I', on a: M, ;, = D, ei® L,
et donc :

(My1)" = @ig ei @ Ly 1o x = mlathcal Uk (9K ) @ (pi) Lngo K-

Ainsi My g, est engendré par (M, )" sur K.
Comme N est un sous- K-espace vectoriel de M, ;, stable par I', N engendre N
sur K. On a donc (L))" = (M, ;,)"/N', d’ot le résultat.

Supposons maintenant le gx-module Vi de Off tel que Vkx ®x K =
&P ey L ”()‘) , avec les n(A) entiers et presque tous nuls. On a, d’apres la proposition
4.8, (VK ok K)'h) =@, L)\I , ce qui montre que (Vg ®@k K)*U0) est un m(ly)-
module semi- sunple de dimension finie (I'action de 3 sur L, j, est scalaire), stable
par I', et donc engendré par (Vi)“<(0). Donc (Vk)"<(0) est un mg(ly)-module
semi-simple de dimension finie. On a aussi (encore d’apres la proposition 4.8)

Vi @x K = quot(U(g) @u) (Vi @x K)*“))

et donc
Vk = quot (U (9x) Cuac(pe) (Vie) <)

ou 'on quotiente par le plus grand sous-module propre d’intersection nulle avec
(Vic)uxctho),
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Supposons de plus! que Vi est simple et (VK)“K(IO) =ViaV,, avec Vj et V5 deux
sous-mg (/p)-modules, on a alors :

Vk = QUOt<uK(gK) Otge (pic) Vl) D QUOt(Z/{K(gK) Otie (pic) VZ)

ce qui contredit I'irréductibilité de V. Donc (Vi )*s<U0) est un mg(Ip)-module
simple de dimension finie.

(73) Soit Wik un mg(Iy)-module simple de dimension finie (I’action de 3k sur Wk
est semi-simple) et on pose W = Wx @k K. Alors W est un m(/y)-module de
dimension finie, avec une action diagonalisable de 3. On a donc: W =&, . + Wy
Or, pour tout v € 3*, W, est stable sous 'action de [(Ij), donc on obtient :

— n(p,v)
W, = @ neh(In)* LMJOJ/ ’

M(a;/)ENViGIO

oi Ly, 1, est le [(Iy)-module simple, de plus haut poids p € h(Iy)*, de dimension
finie et contenu dans W,,. On peut écrire :

— n(py) _ n(A)
W - @ ‘uellhe(:,[;)* LAU"IO:V T @ AED* L“ambdavl()

Vi .
H(al\-/)ENViEIO /\(ai )ENViIeL,

la correspondance A < (u, v) vient de ce que h = h(Iy)@3. On note Vi le quotient
simple de Uk (gk) Quk (k) Wk, ot 'on quotiente par la somme Nk de tous les
sous-modules d’intersection nulle avec Wik : cette somme est d’intersection nulle
avec W, donc Vk # {0} ; et comme Wy est simple, tout sous-module propre
est d’intersection nulle avec Wy, donc Vi est simple. Si on note N l'analogue de
Nk dans V vis & vis de W, il est clair que N est stable par I' donc Ng = N et
N = Nk ®k K, on a alors :

V = Vk @k K = quot(U(g) Ry W)
= quot(U(g) ®u(p) @ reb* Lt\L(I/:)))

ey )ENVieTy

_ (N
- @ Aeh* qUOt(u(g) Qi (p) L;L,IO)

ey )ENViETy

A

_ rebe L;L( )
Ay )eNviely
Le gx-module Vi, construit ci-dessus, vérifie bien les conditions souhaitées : Vk
est simple et Vx ®x K = ®Aeh* LZ(A) € O, car, d’apres la proposition 4.8,
May) € NVi € Iy = Ly € Op. L’unicité vient du fait que, dans le point (i),
le gx-module Vi est bien tel que 'on vient de le construire. ]

4.4. Dans ce paragraphe, nous allons construire des gx-modules irréductibles
de la catégorie Of. Nous utilisons dans la suite les résultats de J. Tits sur les
représentations d'une algebre de Lie réductive sur un corps quelconque [11].

Pour A € b* poids dominant de mg = mg(Iy), on note ¥V le mg-module
associé a la représentation ¥ p, définie par J. Tits [11, 7.1]. Cette représentation est
irréductible sur K et toute K-représentation irréductible de mg est K-isomorphe
& une représentation de la forme ¥p, [11, 7.2].
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On va construire un gk-module que l'on notera Lpr«yk, a partir de ce
mg ([p)-module. En effet, grace a la proposition 4.9 (ii), on construit, a partir
du mg(Ip)-module ¥Vy, un gx-module simple Vi qui vérifie : Vx @x K =
Diey- LY € 0, et (V)W) =K 1, Ainsi Vi est le quotient irréductible de
Uk (9K) Qi (o) (KVA) 5 et Vik @ K = quot(U(g) @u) (KVa @k K)) (La notation
“quot” est introduite dans la démonstration du résultat précédent). Or, d’apres
(11, 7.4], ¥V, @ K = D cr-a LY ., donc Vg ok K = D crex LY et on note Ly+y
ce g-module. On a construit un gk-module simple de la catégorie Oilf ; on a
Vk = (LF*,\)F pour une action du group! e de Galois et on note Vg = Lp-\k.
D’apres [11, 7.2], ce gk-module simple Lp«, k ne dépend que de I'*\ et K.

Le résultat suivant nous fournit des modules simples de la catégorie (9;( :

Théoreme 4.11.  Soit Vg un gk -module simple tel que

Vk 9k K = @Aeh* LT\L(/\ € O,,
ot les n(\) sont des entiers presque tous nuls. Alors il existe un poids dominant
AeEbh* de V =Vk @k K tel que Vg = Lroyk.

Remarque 4.12.  On verra au paragraphe suivant que ’on obtient ainsi tous
les gk -modules simples de OF.

Démonstration. On a montré a la proposition 4.9 que, sous les hypotheses
choisies dans le théoreme 4.11, (Vi )*<(0) est un mg (Iy)-module simple de dimen-
sion finie. Il existe donc, d’apres [11, 7.2], un poids dominant A € h* tel que
(Vi )uxo) =K 1/, 11 suffit alors de reprendre la construction ci-dessus pour con-
clure la démonstration. [ |

4.5. Dans ce paragraphe, nous allons adapter a la catégorie O)If la notion de
suite de composition locale qui existe dans la catégorie Oy.

Théoreme 4.13.  Soient Vk un g -module de la catégorie (’)ff et A € b*
on note "X\ = {A1,... , \¢}. Alors Vi admet une suite de composition locale en
I\ dans Off, c’est-a-dire : il existe une filtration de Vi par une suite de sous-
gx -modules (Vit)i=o..m, Vk = Vg D Vg D --- D Vg = (0), et un sous-ensemble
I C{0,...,n} tels que :

(i) si i € I, alors il existe p; € h* et j € {1... .k} tel que p; > A\; et
VIZ{/VI?_1 = LF*M,K ’

(ii) si i & I, alors pour tout j € {1... k} on a (Vi/Vi ™), = (0) Vu > ;.

Corollaire 4.14.  Les objets simples de la catégorie O'If sont les gk -modules
simples Lp«,x construits en 4.4. En particulier, le théoreme 0.1 est démontré.

Démonstration.  Soient V = Vx ®kx K et A € h*. Comme V € Oy, on peut
trouver une suite de composition pour V qui soit locale en Ay, ..., ;. Soient
VO ..., V"™ des sous-g-modules de V' et un sous-ensemble I C {0,... ,n} tels que

V=V'2oVio...oV"=(0) et
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(i) siiel,Jueb et je{l,... k} tels que u; > \j et VI VL=
(i) sie g I,Vje{l,...,k} ona (VI/VH), =(0) Yu> ).

On va construire par récurrence sur n, a partir de cette suite de composition
locale, une filtration de V' définie sur K.

Premier pas: V = V% D V! sous-g-module. On va étudier séparément les
deux cas qui peuvent se présenter.
(ii) Si 0 ¢ I, alors pour tout j € {1,... ,k} ona (V/V!), = (0) Yu > );. On
pose V17 =~V pour v € I'. D’aprés le corollaire 2.17, on a alors, pour v € I et
w, € Wy tel que w,y =, VI = w4V = +*V!. On pose W' = ﬂver Vi
c’est un sous-g-module de V' défini sur K. On a le morphisme injectif de (g,T’)-
modules :

V/W! — H (V/Vi)

Comme pour tout j € {1,... ,k} ona (V/V'), = (0) Vu > \;, alors pour tout
je{l,--- k} ona (V/V7),=(0) Vu>~*)\;. On a donc (V/W?'), = (0) pour
tout j € {1,...,k} et tout u > \;.

(i) Si 0 € I, alors il existe g € h* et j € {1,... ,k} tel que po > A; et
V/Vt= L, . Le lemme suivant va nous permettre de travailler sur une extension
finie du corps K et donc avec un groupe de Galois fini.

Lemme 4.15.  Sous les hypothéses du cas (i), le sous-g-module V1 est défini
sur une extension galoisienne finie L de K.

Démonstration.  On peut supposer qu’il existe un corps L, extension galoisi-
enne finie de K, qui vérifie les points suivants :

. g est déployée sur L (proposition 1.2) ;

. Uy, représentant dans V' du vecteur de plus haut poids po dans V/V?!, est défini
sur L ;

. le g-module de dimension finie V! NV, est défini sur L.

On a V,, = Lu,, & (V! NV,) ; soit W le plus grand sous-g-module de V qui
vérifie (x) WNV,, CVINV,. W existe car c’est la somme de tous les sous-g-
modules de V' qui vérifient (). De plus W = V. En effet V! vérifie (), et si
Vi C W, alors V/W est un quotient non nul de V/V*!' = L, qui est simple et
donc V! = W. On en déduit alors que V! = W est défini sur le corps L. |

On pose, comme dans le cas (ii), W' = ﬂver V17 mais on travaille cette

fois avec une intersection finie. En effet, si v € Gal(K/L), on a V17 = V1.
Le sous-g-module W' de V est défini sur K. On a le morphisme injectif de
(g,I")-modules :

viwtT[ . (/v

vel'k

ou 'k = Gal(L/K) est un groupe fini. On a aussi I'isomorphisme de g-modules :

_ Lyy ~
X - H’YGFK (V/V ’y) - H’yEFK L7M07’Yh+

ou L ot désigne le g-module de Verma irréductible de plus haut poids A associé au
couple (b, b]) d’une sous-algebre de Cartan b de g contenue dans une sous-algebre
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de Borel positive b] de g (Rappel : Ly = Ly p+). On note Xx = X'. D’apres la
proposition 4.9 (i), X;;(IO) est un mg(/p)-module semi-simple de dimension finie,
on peut donc I'éerire Xi™ = T[T, (¥V;,) [11, 7.2]. En utilisant [11, 7.4], on
obtient :

(%) X0 o K = Hl 1 @ger* Lép)

ou ¢7 est le degré d’un corps gauche Dy, sur son centre Kg, = {z € L | yx =z
Vv € T'k tel que v*§ = & }. D’autre part : Xg @k K = H%FK L., ~6+ , donc on

a .
(o) _ | | Iy) _ | |
XIu{ ’ Ok K= ~eTk (Lwioﬁb*)u( o) = el Lwioﬁbt]o

Or Ly 6t 10 = Luwypg,wyet,, Pour tout w € Wy, donc

X0 o K = 11

w Jw~y bt I
yerg WMoy 1bt Io

ol w., est I'unique élément de Wy tel que w,vb™ = ~+*b* = b*. On obtient alors :
s _
() X" ek K =T . Lo

En identifiant les formules (x) et (x*), on trouve que & € [™pug pour tout
t = 1,...,n et que tous les t; sont égaux. On pose t; = dy Vi = 1,... ,n.
(%) s’écrit alors Xp uh) o K = (D,crpe Lﬁolo)", avec di = [D,, : K,,]. Le
groupe de Galois de L sur K, est I'li = {y € Tk | v'1o = po} et on a

\F | = [L : K] = mody, multiple entier de dy puisque L est un corps neutralisant
de D,,. En comparant les dimensions de (Xf(([(’) @k K),, dans (x) et (xx), on

obtient que n = my. Donc on a XIL;(IO) ok K = (D,er s LZOIO)mO. Enfin, en
utilisant la proposition 4.9 (ii), on obtient :

Xk ox K = (@uermo Lflf’)mo

On a alors V/W'  — (D, ey, Lio)mo . sous-(g,T')-module. Or
Lroy = D erp, L est un (g,T')-module irréductible, donc V/W*' = (Lp-,,)™,
avec 1 < ng < mg et g > Aj pour un j € {1,... ,k}. En posant Vit = (WHT,

on a Vik/Vg = (Lr+yyx)™. On obtient les ng premiers sous-gk-modules de VK
de la filtration cherchée par un raffinement évident.

Récurrence : On suppose construit Vi, [ < n, le l-itme sous- gk -module de
Vi de la filtration cherchée. On considere W' = VIQ 9k K, g-module défini
sur K. Ce g-module admet une filtration par des sous-g-modules : W! =
Xto Xt 5 ... 5 X" = (0) o X/ = W'NVJ pour j =1,...,n. Comme
X3/ XL C VI VIt cette filtration de W' admet les propriétés d'une suite de
composition locale en Ay, ... | \x, avec un terme de moins. On peut donc appliquer
la récurrence pour construire W et donc V™. On obtient alors une suite de
composition pour Vi locale en '\ dans la catégorie OIIf. [ ]

Remarque 4.16.  Les modules Lrp-,, x qui interviennent dans le théoreme 4.13
sont dans OF (et méme dans OF), on a donc, d’aprés la proposition 4.8, p;(a) €
N Vj e I.
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Remarque 4.17.  Si on suppose, dans le théoreme 4.13, que Vi est dans la
catégorie (’),Ift, on peut modifier la démonstration précédente pour trouver une
filtration de Vi par des sous-gk-modules et un sous-ensemble I’ C {1,... ,n}

vérifiant les conditions suivantes :
(i) si i € I’ alors il existe u; € h* tel que pu, > N et Vi /Vied'' & Lry x ;
(ii)” si i € I', alors (V;/Vii1), = (0) pour tout p tel que p/ > X.

On utilise les notations X = A | pour A € h* et A} > X, si N] — X, € Qf (p).
Comme \] = --- =\, = X d’apres [1, 2.7], (i) est moins forte que (i) (strictement)
et (ii)’ est plus forte que (ii) (strictement).
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