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Erzeugung nichtlinearer
gewoOhnlicher Differentialgleichungen
mit vorgegebener Lie-Algebra von Punktsymmetrien
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Zusammenfassung. Fiir jedes n € N wird eine nichtlineare gewohnliche
Differentialgleichung n-ter Ordnung mit der exakten Symmetriealgebra s[(2,R)
angegeben.

1. Einleitung

Die Methode der Lie-Symmetrien gewohnlicher und partieller Differentialgleichun-
gen hat in den letzten Jahren einen Aufschwung erlebt, nicht nur wegen wichtiger
Anwendungen in der mathematischen Physik [2, 3, 5], sondern auch wegen ihrer
Bedeutung in der Theorie der verallgemeinerten Symmetrien (dynamische, Lie-
Bécklund, usw.) von Differentialgleichungen [11]. Fiir gewohnliche Differential-
gleichungen niedriger Ordnung gibt es Klassifikationen der Gleichungen aufgrund
ihrer assozierten Lie-Algebra von Punktsymmetrien (kurz: Symmetriealgebra)
8,9, 10], die fiir bestimmte Gleichungstypen auch Ergebnisse in beliebiger Dimen-
sion erlauben (siche z.B. lineare Gleichungen). Vom Gesichtspunkt der Darstel-
lungstheorie von Lie-Algebren aus gesehen sind die Invarianzfragen auch von grofier
Bedeutung (wie das z.B. bei der Bestimmung der Casimiroperatoren und verallge-
meinerten Casimirinvarianten der Fall ist [1, 2, 3, 4]), da z.B. in [9] gezeigt wurde,
daB es keine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung (n > 3) mit einer
Symmetriealgebra der Dimension n + 3 gibt, die eine nicht-triviale Levizerlegung
besitzt und deren Radikal abelsch ist [9].

In dieser Arbeit geben wir die Konstruktion nichtlinearer gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen der Ordnung n an, die genau die einfache dreidimension-
ale Lie-Algebra s[(2,R) (die nichtkompakte Realform der komplexen Lie-Algebra
s[(2,C)) als Symmetriealgebra besitzen.
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2. Konstruktion von Differentialgleichungen mit vorgegebener
Lie-Algebra von Punktsymmetrien

Wie bekannt, gibt es fiir die einfache Lie-Algebra
s[(2,R) = {)(1,)<2,)<'3 | [Xo, Xs] = 2X1, [X0, X = — (=1)' X;,i = 2,3 } (1)
nur eine Realisierung durch Vektorfelder in einer Variablen [7] :
Xy = 20,, Xo =0y, X3 =20, (2)

Da s[(2,R) von den Vektoren X, und X3 erzeugt wird, geniigt es, die Invarianz
von Differentialgleichungen fiir diese beiden Elemente und ihre Erweiterungen XZ(k)

und Xg(,k) k-ter Ordnung nachzupriifen, da sich die Invarianz fiir die gesamte
Algebra sofort aus den Kommutatoren ergibt.

Theorem 2.1.  Fiir jedes k > 4 gibt es genau ein (k — 2)-Tupel (ay)1<q<k—2 €
7F=2 derart, dafl die Differentialgleichung

k— —2— _
2ay(y")" (y* ) () ()

) — Qg2
o ()"

—0 (3)

s[(2, R) -invariant ist, wobei y:=y(z) eine Funktion der Variablen x ist.

Beweis.  Es geniigt ganze Zahlen (a,) € Z*~? zu finden, fiir die die Erzeugenden
X, und X3 Symmetrien der Gleichung (3) sind, da diese Vektoren die Lie-Algebra
erzeugen. Offenbar ist X, eine Symmetrie der Gleichung. Durch Induktion nach
k 1aB3t sich leicht zeigen, dal die Symmetriebedingung fiir die Erzeugende X3 auf
folgendes System linearer Gleichungen fiihrt:

201 — f(k) = 0 (4)
2qa,+ f(k+1—q)a;-1 = 0,2<¢<k-3 (5)
2 (k — 1) Ao + f (3) ap—3 — 0 (6)

wobei die Funktion f (k4 1 — ¢) durch
flh+1l—q) =k +k—2kqg—q+¢* 1<q<k-2

definiert ist. Offenbar hat das System fiir jedes k eine eindeutige Losung, die
mittels einer Rekursionsformel beschrieben werden kann. Um eine geschlossene
Darstellung dieser Losung fiir alle Werte von k zu erhalten, ist eine elementare
algebraische Manipulation erforderlich. Es ist nicht schwierig zu zeigen, dafl das
(k — 2)-Losungstupel des Systems (4)-(6) durch

(=1)72'4T (k)* k <
' (¢+1) T (k—q¢)T(k+1—q)  — "~
(=1 22450 (k) k

B T Rk -DT (k-2 )

Qq

gegeben ist, wobei I' (z) die Gammafunktion darstellt. ]
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Es stellt sich die Frage, ob die Gleichungen (3) mehr als drei Punktsymme-
trien erlauben, oder ob s[(2,R) schon die gesamte Symmetriealgebra ist.

Theorem 2.2.  Fir jedes k > 4 erlaubt die Gleichung (3) exakt finf Lie-
Punktsymmetrien.

Beweis.  Wegen Satz 1 18t s[(2,R) (in der Realisierung (1)) Gleichung (3)
invariant. Daraus ergibt sich, daf§ Vektorfelder der Form

Y'=f(x)0,

mit f (z) # a + bx + cz? (a,b,c € R) keine Symmetrien der Gleichung darstellen
konnen. Die einzige Moglichkeit also, weitere Symmetrien zu erhalten, ist, die
Invarianz fiir Vektorfelder der Gestalt

Y/ =g($,y) ay

zu untersuchen. Routinemaflige Rechnung ergibt, dal die einzigen zulassigen
Funktionen g(z,y) entweder g (z,y) = 1 oder g (x,y) = y sein kénnen. Definieren
wir Xy = 0, und X; = y0,, erhalten wir die fiinfdimensionale Lie-Algebra
s[(2,R)@ty, wobei ty die affine Lie-Algebra in Dimension zwei darstellt (ebenfalls
durch Vektorfelder von X(R) realisiert). ]

Eine wichtige Bemerkung ist an dieser Stelle angebracht. Wiare y2d, auch
eine Symmetrie der Differentialgleichung (3), so hétten wir die halbeinfache Lie-
Algebra sl(2,R) @ sl(2,R) als Symmetriealgebra, da die affine Algebra t, die
Borel-Unteralgebra von sl (2,R) ist. Diese Tatsache erlaubt uns, Gleichungen zu
erhalten, deren Symmetriealgebra genau sl (2, R) ist. In [9] (siehe auch [10]) wurde
gezeigt, dal die Gleichung dritter Ordnung

3(y")" = 2y'y" =0 (9)

genau sechs Punktsymmetrien erlaubt, die der Lie-Algebra s[(2,R) & s[(2,R)
entsprechen. Mit Hilfe von (9) 148t sich dann folgender Satz aufstellen:

Theorem 2.3.  Fur jedes k > 4 ist die Symmetriealgebra der Differential-
gleichung

k—3 Mg (, (k—q) nk—2—q 1\ k—1 1o 112

) ag (y")* (y*9) (v/') ar—z (y") 29'y" =30\, nk

y = - - S— |yt ()
q; ()" ()

=0
zu s(2,R) isomorph.

Der Beweis der Aussage ergibt sich wieder durch Anwendung von Induktion nach
k. Speziell mufl jede Symmetrie dieser Differentialgleichung eine Symmetrie von
(3) sein, woraus sich unmittelbar ergibt, daB Gleichung (10) hochstens fiinf Punk-
tsymmetrien erlaubt. Weiter folgt, da3 die Symmetriebedingung fiir die Vektor-
felder X, und X5 im Beweis von Satz 2 nicht erfiillt ist (folgt aus der Anwesenheit
des Summanden y(y')* in (10)), so daB (10) maximal drei Symmetrien erlaubt,
die die Lie-Algebra sl(2,R) erzeugen.
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Schlieflich stellt sich die Frage, ob Gleichung (10) die allgemeinste gew6hnli-
che Differentialgleichung ist, die s[(2,R) als Symmetriealgebra besitzt. Mit grolem
Aufwand 148t sich zeigen, dafl das nicht der Fall ist, aber die Gleichung (10) ist
fir die Frage entscheidend, da jede (gewohnliche) Differentialgleichung mit einer
zu s[(2,R) isomorphen Lie-Punkt-Symmetriealgebra folgende Form haben muf}

-3 ma (, (k—q) nk—2—q i k—1
a,
S = 3 (v")* (v ) () oY)

= ()" (y)"

N

+ Oy, ¢,y (11)

wobei der erste Summand auf der rechten Seite von (11) nicht verschwinden darf.
In diesem Sinne ist (10) die einfachste Klasse sl(2, R)-invarianter Differentialgle-
ichungen.
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