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Résumé. On exhibe des identités de Bernstein-Sato pour les fonctions puis-
sances des algebres de Jordan euclidiennes. A I'aide de ces identités, on calcule
le plus grand commun diviseur des éléments de I'idéal de Bernstein. On applique
ensuite ces résultats a I’étude des distributions de Riesz généralisées, dont on
détermine les poles.
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1. Introduction

L’objectif de ce travail est d’étudier le prolongement méromorphe d’une famille de
distributions qui dépendent analytiquement d’un parametre composé de plusieurs
variables complexes. Ces distributions apparaissent naturellement comme les in-
tégrales zéta de certains espaces préhomogenes réels, définis par une algébre de
Jordan simple euclidienne réelle de dimension finie, sous I'action d’un sous-groupe
parabolique minimal de son groupe de structure.

Nous appelons ces intégrales zéta les distributions de Riesz généralisées, car
elles englobent en particulier, les distributions |z|* de la droite réelle, et les distri-
butions de Riesz classiques, introduites pour apporter des solutions fondamentales
a l'équation des ondes sur R” x R (cf. [7]). Elles contiennent également les dis-
tributions de Riesz associées au cone symétrique d’une algebre de Jordan (cf. [4]),
mais aussi des distributions supportées par des cones non convexes.

L’étude de ces distributions reposera sur une construction explicite d’iden-
tités de type Bernstein-Sato (cf. [2]). L’élaboration de cet outil algébrique
possede en outre un intérét propre, car peu d’exemples de calculs explicites de
tels polynomes a plusieurs variables sont connus, en dehors des cas triviaux.

Signalons ensuite que ces polynomes permettent d’étudier les intégrales zéta
d’espaces préhomogenes définis par une algebre de Jordan simple réelle euclidienne
et n’importe quel sous-groupe parabolique de son groupe de structure (et pas
seulement le minimal). Enfin, cette étude trouve des applications dans le domaine
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de 'analyse harmonique sur les espaces symétriques non-riemanniens : dans [1],
nous faisons le lien avec un probleme de prolongement méromorphe de certaines
fonctions sphériques sur de tels espaces.

2. Préliminaires sur les algebres de Jordan

L’objet central de cette étude est la fonction puissance d’une algebre de Jordan
euclidienne. La théorie générale liée a ce type de structure est décrite en détail
dans le livre de J. Faraut et A. Koranyi [4] auquel nous renvoyons le lecteur pour
toutes les notions non explicitées.

Nous désignons par V une algébre de Jordan réelle de dimension finie n,
simple, et euclidienne. Cela signifie que V' est un espace vectoriel de dimension
finie n muni d’une loi de multiplication commutative qui vérifie ’axiome

z(z’y) = 2*(zy), Va,y €V,

que V n’admet aucun idéal non trivial, et que V est doté d’une forme bilinéaire
associative définie-positive.

On note L la représentation réguliere de V', P sa représentation quadra-
tique, et {.,.,.} le systéme triple associé, a savoir :

L(x)y = =y, Vx,yeV,
P(z) = 2L(x)> - L(z%), VzeV,
{zr,y,2} = a(yz) —ylvz) + (2y)z, Vo,y,z€V.

L’algebre V' possede un élément neutre e. Etant donné un élément x de V', le
sous espace R[z] de V engendré par e et les différentes puissances de x est une
sous-algebre associative de V. Sa dimension est le rang de x et on définit le rang
r de V comme le rang maximum d'un élément de V. On définit la trace tr(z)
et le déterminant det(x) = A(z) d'un élément = comme étant respectivement la
trace et le déterminant de la restriction a R[z] de L(x). La constante d est un
entier défini par la relation

d
n:r+r(r—1)§.

Lorsqu’un élément = de V' a un déterminant non nul, il possede un inverse
dans R[z| qui définit son inverse dans V. Nous désignerons par

V* ={x €V :det(x) # 0},

I’ensemble des inversibles de V.
Il existe, a la multiplication par un scalaire positif pres, une unique forme
bilinéaire, associative et définie positive. On fait le choix d’une telle forme :

r(,y) = tr(ey), Va,yeV.

Si g € gl(V) est une application linéaire de V', nous noterons ¢’ son adjoint
pour la forme 7.
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Cela nous amene a la définition du groupe de structure de V
Str(V):={9€ GL(V):Vz €V, gP(x)g =P(g-z)}.

C’est un sous-groupe fermé de GL(V), et un groupe de Lie réductif. 11
contient le groupe des automorphismes de V :

Aut(V)={ge G:Vz,yecV g-(zy)=(g9-2)(g9-v)},

qui en est un sous-groupe compact maximal.

La composante connexe de ’élément neutre dans Str(V') est G = Str(V),,
celle de Aut(V) est notée K = Aut(V),. Ces groupes sont d’algebres de Lie
respectives g et €, naturellement plongées dans gl(V'). L’involution 6 définie sur
g par 0(X) = —X’ est une involution de Cartan. Le sous-espace propre associé a
la valeur propre 1 est €, le sous-espace correspondant & —1 est p = L(V).

Etant donnés un élément  de V' et un réel A\, nous notons

V(z,\) ={y €V |2y = \z}.

Soit ¢ un idempotent de V, c’est-a-dire un élément de V' tel que ¢? = c.
On a:
V=Vil)®V(1/2)®V(c0).

Cette somme directe est orthogonale par rapport a 7. On l'appelle décom-
position de Peirce relative a I'idempotent ¢. A partir de I'idempotent ¢, on est en
mesure de définir pour chaque z € V(e,1/2), V'opérateur de Frobenius :

T.. = exp(L(z)+2[L(z), L(c)])
= exp(2{¢ z,.})
I+2{c,z,.} +2{c, 2, .}%

En fixant x = xg + 1/2 + 21 dans V', avec ) sa composante dans V), on obtient
pour y = T () :

g = I
Y12 = 2221+ Ty (1)
yo = 2(e—c)(2(z21)) + 2(e — ¢)(221/2) + 0.

Ces résultats sont mentionnés dans [4] aux pages 106 et 107. Citons ensuite
une propriété importante de ces opérateurs, démontrée en particulier dans la
proposition 3 de [6] :

Proposition 2.1. Soit © = x1 + T1/9 + 39 dans V, avec x\ € Vi, et 1y
inversible dans Vy. Alors il existe un z € Vyjp et un yo € Vi, uniques tels que :

r="T..(r1+ yo).

En outre, z = 2xflxl/2 et yo = To — 2c(x1/2(xf1x1/2)).
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Nous faisons le choix pour V' d’un repere de Jordan (¢;)i_,, voir [4], §IV.2
p. 68. C’est un systeme de r idempotents minimaux deux a deux orthogonaux.
Soit ¢ un entier entre 1 et r. D’apres la proposition IV.1.1 de la méme référence,
les sous-espaces suivants sont des sous-algebres euclidiennes de V' :

‘/;:V(Cl—f—+CZ,1),‘/;~*_Z:V(CI++CZ70)

On pose a = L(Re¢y + ... + Re,) C p. Clest un sous-espace de Cartan dans p.
Nous définissons ’algebre de Lie nilpotente n par

n= P {{c.2}:2€V(e1/2)nV(e;,1/2)}.

1<i<j<r

Les sous-groupes de G d’algebres respectives a et n sont notés A et N. Enfin,
M désigne le centralisateur de a dans K.

La composée de la projection orthogonale m; de V' sur V; (resp. 7} de V
sur V;*) et du déterminant de V; (resp. V;*) est notée A; (resp. A}). Posons

V#={zcV|A(x)...A(x) #0}.

Fixons ensuite une détermination du logarithme sur un domaine complexe qui
contient les réels privés de 0 : cette détermination sert désormais a la définition
des puissances complexes de réels non nuls. Pour x dans V#, nous pouvons alors
construire la fonction puissance de 1'algebre V' :

A%(x) = Ay(x)™ LA (x)2,

ou a = (ay,...,q,.) est un r-uplet complexe. Pour simplifier certaines formules,
nous adopterons également la notation suivante :

Ag(z) = Ag(z)" 722 LAy (2)* A ()

ou s = (s1,...,8,) est un r-uplet complexe. Le lien entre ces deux notations est
donné par :
A=A s;=a;+...4+a,Vie{l,...,r}.

Notons s* = (s,,...,s1). Les principales propriétés de ces fonctions puissances

peuvent étre résumées en :

Proposition 2.2.  Fizons s € C". La fonction puissance x — Ag(x) satisfait
les propriétés suivantes :
e Puissance de linverse : Pour x inversible,

Ag(z™h) = A% (). (2)
e Action du parabolique minimal M AN : pour tout (m,a,n) € M x AXN,
Ay(man - ) = xs(@) As(x) 3)

ol xs est le caractére de A défini pour a = P(3 ;_, aic;) € A par :

xs(a) == a?* ... a®.
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e Action du groupe G : pour tout (g,x) € G XV,
A(g - x) = Det(g)=A(w). (4)

e Identité de type Bernstein : pour m € N" tel que my > mo > ... >
m,., et O(p) lopérateur différentiel défini a partir du polynome p sur V par
9(p) exp(t(z,y)) = p(y) exp(7(z,y)), on a

r Mpr—_it1

(AL Ag(x) = <H 11 (si — M1+ + (r—i)%)) Ag me(z).  (5)

i=1 j=1

Tous ces résultats figurent dans [4]. L’identité de Bernstein est 'objet de
la proposition VII.1.6, la puissance de I'inverse celui de la proposition VII.1.5(ii),
I’action du sous-groupe parabolique minimal se déduit de la proposition VI.3.10
et de la remarque de la page 224, et l'action du groupe G est décrite dans la
proposition I11.4.3.

Notons 14, ..., 1, la base canonique de C". Soit D un opérateur différentiel
sur V| qui dépend de aw € C" et de x € V de fagon polynomiale, et soit b un
polynome sur C". Nous dirons que le couple (D, b) satisfait la k-eme identité de
Bernstein-Sato si et seulement si pour tout x € V7,

D(z,a,0)A%(x) = b(a) A" (). (6)

Le k-éme idéal de Bernstein Ij est I’ensemble des polynomes b qui apparaissent
dans les couples qui satisfont (6).

De fagon générale, un résultat de C. Sabbah, dans [8], assure l'existence
d’identités non triviales (b # 0) de type (6). Plus précisemment, il prouve
I'existence dans Z; de polynomes qui se décomposent en produits de facteurs de
degré un. Toutefois, ces polynémes ne sont pas connus explicitement.

Dans certains cas, on dispose de la forme explicite de ces polynomes. Ainsi,
la formule suivante, exhibe un polynoéme pour 'identité relative a A, (qui est un
cas particulier de (5)) :

d
wi;  C—=C z:(zl,...,zr)»—>zi+...+zj+§(j—i).

Les formes affines w;; joueront un role important dans la suite. Par abus de
langage, si 1 < i < j < r — 1, on notera encore w;; la forme affine définie de la
méme facon sur C™ 1.

Dans la section 4., nous construisons des couples satisfaisant (6). Nous nous
en servons dans la section 5. pour déterminer la borne inférieure de Zj, c’est-a-dire
le plus grand commun diviseur de tous les polynomes qui satisfont (6). Enfin, dans
la section 6., nous exploitons ces résultats pour déterminer un ensemble contenant
les poles des intégrales zéta.
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3. Construction d’un opérateur auxiliaire

Cette section est dévolue a la construction d'un opérateur différentiel auxiliaire,
polynomial en a € C" et en z € V| qui interviendra dans la fabrication d’identités
de type (6). Nous aurons besoin du matériel contenu dans le chapitre XI de
[4], ou les auteurs étudient la décomposition en sous-espaces irréductibles de la
représentation quasi-réguliere a gauche de G sur les polynomes.

On note P l'ensemble des polynomes a coefficients complexes sur V. On
munit P du produit scalaire de Fisher :

(p,q)r = (0(p)q(2))|:=0, YD, g € P.

On considere la représentation (7, P) de G donnée par
m(g)p=pog ', VpE P et VgcG.

Définissons a présent les polynomes qui seront les vecteurs de plus haut
poids restreint pour les représentations irréductibles de la décomposition de (7, P).
On dit qu’'un r-uplet d’entiers m est dominant, et on note m > 0, si et seulement
si on a les inégalités :
miy > mg > ...>m, > 0.

Adoptons la notation suivante, avec m dominant :
Am(z) = A(x)™ M2 Ay ()™ 7™ LA (2) ™.

Le sous-espace de P invariant par m engendré par Ay, est noté Pp,. Ces espaces
satisfont ([4], XI1.2.4) :

Proposition 3.1.  Les espaces Py, sont irreductibles pour m. En outre, ils sont
deuz a deux distincts et inéquivalents comme sous-espaces irréductibles, et on a la
somme directe orthogonale suivante :

P =P Pu.

m>0

Citons un résultat, extrait de la proposition A5 de [5], qui donne un
généralisation de la théorie du plus haut poids des représentations d’algebres de
Lie semi-simples complexes a certaines représentations d’algebres de Lie réductives
réelles.

Proposition 3.2.  Soit g une algebre de Lie réductive réelle de dimension finie,
munie d’une involution de Cartan 0. Pour X € g, on définit X' = —0(X). On
choisit une décomposition d’lwasawa de g : g = ¢+ a+n. Soit (p,€) une
représentation wrréductible réelle.  On la suppose involutive, c’est-a-dire que &
est un espace de Hilbert, x l’adjoint des endomorphismes par rapport au produit
hermitien de £ et p(X') = p(X)*,VX € g. Alors, d’une part, il existe A € a*,
appelé plus haut poids restreint de (p, &), tel que

{ref|nz={0}}=E={vel| (VX €a): Xv=AX)v},
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et que cet espace soit un m = 3¢(a)-module irréductible. Et d’autre part, ’ensemble
des poids restreints Pe de (p, &) satisfait a :

Pe C (A= N[AT]) N conv(W - N),

ou W est le groupe de Weyl associé au systeme de racines restreintes A = A(g, a).

Remarquons que la représentation (7, Pp,) est involutive : P, muni du
produit de Fisher est un espace de Hilbert, et 7 satisfait d’apres [4], XI.1.2 :

(X)) =7(X)", VX €g.

Identifions ensuite C" au dual a* de a en posant pour p € C" :
w:a—C Zail}(ci) — Z,uiai.
i=1 i=1

Corollaire 3.3.  Soit u € C" un poids de la représentation (7, Pp). Alors on

a:

€ (m — N[A*]) N conv(W - m). (8)
Démonstration.  D’apres le corollaire XI1.2.5 de [4], m est le plus haut poids
restreint de la représentation (7, Py,). Le résultat précédent permet alors de
conclure. n

Pour tout € V#, tout r-uplet complexe «, et tout entier k& compris entre
1 et r—1,on pose:

Di(a,z) := (Akﬂ(x)l“"@“ . Ar(x)HO‘T) 0 J(Ag) o (Akﬂ(x)*a’““ . Ar(x)*c“) ,

ot C°°(V#) opere par la multiplication usuelle des fonctions. On définit également
D,(a,z) := 0(A,).

Nous allons montrer que, pour des raisons d’homogénéité par rapport a la
représentation 7, ces opérateurs sont polynomiaux en « et . Donnons d’abord
un lemme, analogue fort du fait qu’un opérateur différentiel homogene de degré k
annule les polynomes de degré strictement inférieur :

Lemme 3.4. Soient m et n dominants et tels qu’il existe un entier i €
{1,...,7r} vérifiant n; > m; pour tout j € {1,...,r}. Alors on a : O(Pn)Pm = 0.

Démonstration. = Commengons par démontrer que 9(A,)Pm = 0. Soit p €
Pm, un vecteur de poids restreint p. D’apres la formule (8), on a d’une part

1
e m_EN[l2 — 1.5 = lr—l]a
donc pu; € %Z. D’autre part, g €conv(W - m), donc

0 < min m; < p; < maxm; < n,.
j=1l.r j=Ll.r
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Posons pour ¢ > 0 :

a; = Ple+(t—1)c;) = Plexp(log(t)c;))
= exp L(2log(t)c;) = exp L(log(t*)c;),

C’est clairement un élément de A. En vertu de (3) :
_ —2717; —1 S 2/.Li
m(a)Ap =t~ " A, et w(a; )p = tHip.

En appliquant la formule de la démonstration XI.1.2 page 222 de [4],

d(p) om(g) = m(g) o A(m(g")p), 9)
on obtient
ey @Anp = P 0(r(a)Au)p
= t%7(a; ) (0(An) o m(ar)p)
= 7(a; ") (0(An)p).

Or le membre de droite est polynomial en ¢, car

{m(a; HQHX) = Q(P(e + (t — 1)c;)X)

est polynomial en ¢ pour tout polynome ). Et le membre de gauche n’est borné
pres de t =0 que si 9(An)p = 0. On a donc effectivement J(Ay,)p = 0.

En utilisant la formule (9), et le fait que P, est engendré par 7(G)A,, on
généralise la formule O(Ap)p =0 a Py. u

Théoréme 3.5.  Pour tout entier k compris entre 1 et r, Dyp(a,x) est un
opérateur différentiel polynomial en x et .

Démonstration.  Nous allons démontrer que le symbole de Dy (a,z) est poly-
nomial en toutes ses variables. A cette fin, deux étapes seront nécessaires. On va
commencer par expliciter 'action de d(Ay) sur un produit de h fonctions C*° sur
V', puis on va Uappliquer aux h = r — k+ 1 fonctions Ay q(z) %+ .. Ay (x)~
et exp7(x,y).
e Etape 1 : réalisation de O(p) sur ®;.L:1 Co(V) =: C=(V)®h
L’application

m: CX(V)' = C®(V), (fi,- s o) = i [
étant h-linéaire, elle se factorise par la surjection
5: C®(V)h — 0=(V)®h
en une unique :

m : C=(V)®" — C>(V) linéaire telle que m o s = m.
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Montrons que pour un polynome p homogene de degré k, il existe un opérateur
linéaire sur I'espace C>(V )k

op)e P QRa(Pa),

X [dif=k i=1

tel que N
mo d(p) = d(p) om.

On raisonne par récurrence sur le degré d’homogénéité. Pour k = 0, c’est évident.
Si Y est un monome de degré un de P, la formule de dérivation classique nous
donne pour tout f; € C*(V), i =1,...,h :

h
8(Y> om(fh .- 'afh) = Zm(fh .- '7fi—1aa(Y)fi7fi+17 .. 'afh)?
i=1

donc
d(Y)o (Z@ L1®aY) “+11>.

Or pour tout ¢ =1,...,h :

(®1®a(Y) @ 1) (@z |dy|=k—1 QL 8(sz)>
C DX d ks>t Q1 O(Pa,)
C DBy ia ®?:1 I(Py,)-

Ainsi, nous démontrons par récurrence le résultat attendu, en écrivant p
homogene de degré k£ comme une somme de produits d’'un monome de degré un
et d'un polynome homogene de degré k — 1.

On définit < j > comme étant le r-uplet dont les j premiers coefficients
valent 1 et les r — j derniers valent 0. On a en particulier A.;» = A;. Prouvons
a présent que pour p € Pops,

D QP (10)

Donnons nous une base (p,) = (pL, @ ... @ pl) de I'espace
h
D P
3 ldi|=k 1=1

et choisissons-la orthonormée pour le produit hermitien (.,.), hérité de celui des
Pa,, et telle que pour tout «, et tout [ € {1,...,h},

pfl € Py,
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pour un certain (d;)I,. L’espace
h
D QoPa)
X =k 1=1

est aussi muni du produit hermitien provenant de (.,.), :
h

(00), @) p = . 0)p V.06 P Q) Pa
S ldi[=k 1=1

qui fait de (0(pa)) = (A(pL) @ ... ® d(p")) une base orthonormée. Considérons la

décomposition de J(p) dans cette base : il existe des complexes \, tels que

O(p) = _Xad(ph) @ ... A(pL).

Alors,
)\5 = Z )\oa <a(pa)v a(pﬁ»F

= > A (0P @ ... @ dh)Ph) o

= mod(p)| ps

= Ay (- - V)

_ 1 h
= (Pps-- 1)y
, I
= (OWh)p,ps-- -1y D5 DS s
pour tout j = 1,...,h. Si pg ¢ ®?:1 O(P<pn,>) pour certains n;, il existe j tel
que pjﬁ € Py, avec d; ayant I'un de ses coefficients strictement supérieur a 1 :

d>1=<k>=..<k>>0=<k>u=...=<k>,

et nous sommes dans le cadre d’application du lemme 3.4. Ainsi, 8(p]ﬁ)p =0 et
par conséquent, Ag = 0. Nous avons bien, en conclusion, la formule (10).

o Ltape 2 : étude de O(Pps)A(z)”.

La proposition XI.5.1 page 235 de [4] indique que pour tout p € Py, et
xe V>,

r mj—1

OGS (H IT (a-i+50- 1))) Awrpe). (1)

j=1 i=0
Par ailleurs, comme le montre la formule (2),
Ag (z7h) = A2 () AN ().

Cette relation s’étend & Py~ car d’'une part cet espace est engendré par 7(G)Ay,
et d’autre part on a (4) : A(g-x) = (detg)nA(z) et (g-2)"t =g~ 27" ([4],
proposition VIII.2.5). Par conséquent,

Vp € Pejs, 3¢ € Peris | (Vo € V) p(a™h) = q(z)A(z) "
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Ainsi,

op)A(a)" =

—.

(Q+§@—n)A@WMxH

7=1

I
m»

[ (0+ 561 a2y
= Qula,z)A(x)*!

ou @ est le polynome en x et o donné par :

Quton) = 1T (a+ 26 1) gt

j=1

<.
Il

o (Conclusion :

On pose fi(x) = Agpi(z) "+ pour i = 1,...,r—k et fo(x) = exp(r(x,y)).
D’apres la premieére étape, 'opérateur 9(Ay) € 9(P~y~) agit comme il suit sur le

produit fo(z)... frk(x) :
O(Ar) folx) .. - ) Hamﬂ

(k=>_m;) =0

OU pp, € Pen,>. Les facteurs en 0(py,)fo(z) sont de la forme py,(y) exp(7(z,y)).
Considérons les facteurs 9(p,,)fi(x) pour i € {l..r — k}. On applique le
résultat de la seconde étape a 1’algebre Vi ;. Il vient :

O(pn;) fi(2) = Qn, (ks f)fi(f)Akﬂ‘(x)_l

Ainsi chaque terme se présente sous la forme :

-1
Qs 2,9 fola HAk+ cmy<HAMJ>emmm>
J

Jj=k+1

avec () polynomial en ses trois variables. D’otl nous obtenons :
Dk:(a/a $) eXp(T(xv y)) = Q(Oé, xz, y) exp(T(x, y))a
ce qui acheve la preuve du théoreme. [ ]

Comme D, défini sur V#, est polynomial, il s’étend en un opérateur
polynomial sur V' tout entier.

Proposition 3.6.  Sur V', on a pour chaque entier k compris entre 1 et r,
[identité suivante :

Dy (o, 1) A(2)™ = bp(a) A(z)> ettt Fir
ol
Oz—lk+lk+1+-..+lr: (al""7ak_17ak_1aak+1+1,...,ar+1)7

et

—

a):iliwik(a) -1I (ai+...+ak+g(l€—i)).
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Démonstration.  On utilise la formule (5) dans Vj,, appliquée a Ay, on
s(a),=a;+...+appour i =1,...,k et m= (k) = (1,...,1). On trouve :

o(aAl) = (T (s(e)i+ (k= 09)) Al .

= (Hf:l wik(a)) Ag(ca)—<k>

ol
(s(a)—<k>),=a;+...+ax — 1 =s(a— 15);.
Puis, en multipliant par [];_, ., A;(x)' nous obtenons le résultat. — m
Remarque 3.7.  Nous observons que pour k fixé, D; ne dépend par définition
que des complexes a1, ..., ., alors que b, ne dépend lui que de oy, ..., ax.

4. Identités de Bernstein-Sato

Dans la section précédente, on a mis en évidence une famille explicite d’opérateurs
Dy, qui agissent sur A® en décalant 'exposant de

—lk+lk+1+...—|—lr.

En composant successivement ces opérateurs, avec un bon choix de a a chaque
étape, on obtient un opérateur Py qui satisfait la formule (6). En fonction de
I'ordre de composition, 'opérateur P et le polynome Bj obtenus varient, comme
vont l'illuster les deux exemples suivants.

Exposons d’abord le procédé de construction des deux exemples.

Dans le premier exemple, nous commengns par appliquer l'opérateur Dy (a, x),
afin d’abaisser de 1 I'exposant d’indice k. Les exposants suivant seront alors au-
gmentés de 1. Nous allons ensuite appliquer Dy.1, avec le nouveau parametre
o —1p 4+ g4y + ...+ 1,.. A cette étape, le k-éme exposant est diminué de 1, le
(k-+1)eme est inchangé et les suivants sont augmentés de 2. On réitere I’algorithme,
en appliquant Dy, deux fois (en prenant soin de changer le parametre a chaque
étape), puis Dy,3 quatre fois, et ainsi de suite jusqu’a D, , appliqué 2" %=1 fois.
Le décalage final est donc de —1y.

Dans le second exemple, on choisit 1'ordre de composition inverse : on
commence par 2" *~! applications de D,, puis 2" %2 applications de D,_q,
jusqu'a Dy,q appliqué une fois, et enfin une application de Dj. A chaque étape,
il faut prendre soin de modifier 'argument en o de chaque opérateur. On obtient
d’une autre fagon le décalage —1.

Exemple 4.1.  Considérons les opérateurs suivants, ou le produit désigne la
composition, effectuée dans I'ordre croissant des indices, et ou j € {k+1,...,r} :
2j—k—1

Cin(anz) =[] Dj(alank,j.i),x),
=1

ou 'argument a(a,k, j,i) est donné par :

alak,j, i) =a—1,+ 7 — G- 1))+ (- 1+27F Y (0 +.. .+ 1),
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Alors, nous avons :

Cyi(a, 2) A () w+2 T Wit de) — o (a) A(z) 042 Qasatetan)

ol, compte tenu du fait que b;(«) ne dépend que de oy, ..., qa;,
2] k—1

cp(@) = J[ b (a—1e+ (@' = (i-1)1)
i=1

D’ol, Vopérateur E) (o, z) := Cpp(a, ) o ...0Ck 1 x(a, x)o Dy, x) satis-
fait I'identité (6) :
Ef (o, 2)A(2)* = By () A(z)* ™™,

avec

r 2j—k—l

Bf (@) =bi(e) IT | 1] & (a@—u+ @ = (- 1))

j=k+1 =1

Exemple 4.2.  Considérons une seconde famille d’opérateurs, avec les mémes

conventions pour le produit et la somme, et avec j € {k+1,...,r} :
2] k—1
Ao, ) = H Dj(a—(Gi—1D1;+ (G —1-2"M) (10 +...+1.),2),

avec la convention qu'une somme d’indice inital strictement supérieur a 'indice
final est nulle. Alors, nous avons :

Ajp(a, 2)A(z)o ket — g (@) A(z)* =2 Gttt

ol, b;(a) ne dépendant que de ag,...,q;, aj; est le polynome :

2j—k—1

aj(a) = ] bj(a—(i—1)1)

i=1
D’ou, 'opérateur
E (o,x) = Dg(ov — (g1 + ... + 1), )0 Ak 1 k(a, ) 0. .. 0A, i (cr, x)
vérifie :
E; (o, z)A(z)" = By, (a) A(z)* ™™,

avec

r

By (o) =bi(e) [] H b ( —1)1;)

j=k+1 i=1

Comme nous le verrons dans la section suivante, le plus grand commun
diviseur des polynomes B;" et B; est en fait le plus grand commun diviseur de
I'idéal 7.
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Proposition 4.3.  Le plus grand commun diviseur de B, (o) et B () est
Bue)= [] wilo).
1<i<k<j<r
Démonstration.  Le polynome by (a) est un facteur commun.

Fixons deux vecteurs 3,v € C".
Observons ensuite que, lorsque j # /£, les facteurs de degré un de bj(a + ) et
be(av + 7y) sont deux a deux distincts (si j < ¢, les facteurs de b, contiennent le
monome «, mais pas ceux de b;.).

On fixe j > k. Les polynomes en a donnés par b;j(a+ 3) et b;(a + ) ont
des facteurs communs si et seulement s’il existe £ < j tel que

Be+ ...+ Bi=v+...+7.

Dans B; (), les facteurs en b; sont du type bj(a+ 3) avec [ a coefficients
entiers positifs, sauf g, = —1, et dans B («), il sont du type b;j(a+ ) avec
v a coefficients entiers négatifs. Comme 3; > 0, la condition précédente n’est
vérifiée que lorsque ¢ < k et

Br=-LB=L6=..=a=0p=...=0jc1=m=...=7 =0,

On voit qu’il existe, pour chaque j, un et un seul facteur de ce type dans B («)
et B, (a), respectivement indexés i = 277*=1 et i = 1. Il suffit donc de comparer
les facteurs de

fﬂa—lh+%)ZZIIWM&)II(%A®+4%et

M@Z:H%M»HWMM

Les facteurs communs sont les w;;(a) avec 1 <7 < k < j. Enfin, on a remarqué

que b(a) = [, wir(a) était aussi un facteur commun. Nous en déduisons que
le plus grand commun diviseur de B (a) et By («) est le polynome attendu. m

5. Plus grand commun diviseur de l’idéal 7,

Dans cette section, nous déterminons les facteurs obligatoires des identités de type
Bernstein a I’aide des distributions de Riesz classiques.
Associons a l'algebre de Jordan euclidienne V' le cone €2 de ses carrés :

Q={2?|zeV*}

Sa structure est décrite en détail dans [4]. Pour a un r-uplet complexe, nous
définissons la fonction gamma du cone ) par

Fo(a) :/etr(x)Aa(x)anc,
Q
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ot d*z désigne la mesure G-invariante A(x)~rdz. D’apres [4], theorem VIIL.1.1,
cette intégrale converge absolument si et seulement si

d
Re(aj+...—|—ozr)>(j—1)§ Vie{l,...,r},

et & cette condition, I'g(a) coincide avec le produit suivant de fonctions gamma
d’Euler, qui permet le prolongement méromorphe de I'g(a) :

Fa(a) = (2m)'7" Hr (ot - = 1)

La distribution de Riesz de parametre « évaluée en f est donnée par

1
FQ(O()

R.(f) = /f(x)A(x)adXx. (12)
Q

Elle converge pour Re(o; + ... + o) > (i — 1)¢ Vi € {1,...,r}, lorsque f

appartient a S(V') l'espace de Schwartz des fonctions C'*° a décroissance rapide

sur V. La proposition ([4], theorem VII.2.6) suivante rappelle ses propriétés :

Proposition 5.1.  La fonction R,(f) se prolonge en une fonction holomorphe
de a sur C". Pour tout o, R, est alors une distribution tempérée de V. Pour
a et B dans C" et m dominant, elle vérifie

(AL )Ry = Ro—ms,
Ra * Rg = Ra—l—ﬁa
Ro = (5

En particulier, elle n’est identiquement nulle pour aucun .

Nous pouvons a présent démontrer le :

Théoreme 5.2.  Le polynome

Ek(oz) = H wij(a).

1<i<k<j<r

est le plus grand commun diviseur des éléments de ["idéal Iy, .

Démonstration.  Soit p; le plus grand commun diviseur des By € Z;. Nous
allons montrer que By = pr. Comme p; divise By, p est un produit de facteurs
de degré un.

Donnons nous un couple (Ey, By) satisfaisant I'identité (6).

FEtape 1. Considérons la distribution Ej(a,.)R,in,, . Lorsque pour tout i,
Re(w;) est suffisamment grande, la distribution R,z ,, est donnée par la fonction
localement intégrable '

1

A"
To (a+21,)"



294 ANGELI

ol 1g est la fonction caractéristique du cone §2. Nous obtenons :

Fg(a—i—(l + (7“ — 1)%)lr — lk)

Ra Doy —1p
To(at(1+ (r—1)9)1,) T

By (@,,0) Ras2, = By (@) (13)

qui demeure vrai pour o € C”, par prolongement analytique. Soit

k

B B Twpa)+1)  Ta(a+(1+ (r—1)9)1,)
dpr(a) = H(Ujr<@) = H Fop@) o+ (40 -Dhn 1)

Dans la formule (13), le membre de gauche est holomorphe, et dans le membre de
droite, la distribution Rayn,,—,, n’est la distribution nulle pour aucun «, et elle
est holomorphe. Donc,

Bk (Oé)

Tola+ (1+ (r—1)%)1, — 14) _ By (a)
Cola+(1+(r=1)9)1,)  dir(a)
est holomorphe et par conséquent, le polynéme dy (o) divise By ().
FEtape 2. Soit i € {k,...,r —1}. Notons « = (ay,...,0;,0,...,0). Par
définition,
Ey(o,z,0)AY (2) = Bp(a)AY 7 (x),

pour tout . Comme FEj ne dépend que des variables de V;, on peut définir Ej,
I'opérateur différentiel sur V;, donné pour a,y € V; par la formule :

E (', y,0) exp(y,a) = Ex(d,y,0) exp(y, a).

L’opérateur Ej est polynomial en toutes ses variables et satisfait I'identité de
Bernstein sur V; :

E (o, y,0)AY (y) = Bi(a) A" (y).

En appliquant I’étape 1 a l'algebre V; et au couple (E}, Bg(c’)), nous avons :
dr;(a’) divise B(a/). Nous en déduisons, que pour tout j € {1,...,7}, px possede
un facteur du type

..d
(ozj+...+ai+ai+1ai+1+...+arozr+(z—])§).

Or pi divise Ek (), et une inspection des termes constants montre que le seul
facteur de ce type dans By, () est wji(a).

Conclusion. En conséquence, By («) divise py, ce qui prouve le théoreme.
[

6. Poles des distributions de Riesz

Nous allons décrire dans cette section un ensemble contenant les poles des distri-
butions de Riesz généralisées.
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L’espace (P = NAM,V) est un espace vectoriel préhomogene réel, d’inva-
riants relatifs Ay, ..., A,. Les orbites ouvertes du groupe parabolique minimal P
sont les

ng{xE VIAi(JZ>€1...€i >07Vi€ {17'-‘)r}}:P'Z€iCi)
=1

ou € = (e1,...,&) € {£1}". Fixons un tel €, et définissons les intégrales zéta,
appelées encore distributions de Riesz généralisées, par

B.(h: ) / h(z)A(z)dx

ou h € S(V), et dz est une mesure de Lebesgue sur V. Ces intégrales convergent
pour Re(a;) >0, Vie {1,...,r}.

Lemme 6.1.  Soit h € S(V). La fonction

T¢(h):C" — C ou—>( H m> Q. (h; o),

1<i<j<r

se prolonge holomorphiquement a C". Pour tout «, la forme linéaire TS(-) définit
une distribution tempérée sur V. En particulier, l’ensemble des poles de ®.(h; )
est contenu dans celui de [, <, T'(wij(a) +1).

Démonstration.  Un domaine de convergence absolue de ®.(h;«) est donné
par Re(a;) > 0 pour tout i € {1,...,r}. Mais en vertu du théoréme 5.2, les poles
de ®.(h;«) sont parmi ceux des

J

[T (wij(a) + 1),

i=1

pour j =1,...,r. Cela prouve le résultat. [ ]

Nous allons affiner ce résultat : a I'instar du cas des cones convexes ;. 1)
et Q1. 1), orbites de G tout entier, certains 2. sont les orbites de groupes
strictement plus gros que P. Considérons I’ensemble des indices critiques :

m(e)={ie{l,....r—1} | e; # e} U{r}.

Désignons par M. le stabilisateur dans K de e. = €1¢; + ... + €,.¢,.. Le groupe
P. = NAM. est alors un sous-groupe parabolique de G, et l'espace (P.,V) est
un espace vectoriel préhomogene réel d’'invariants relatifs Ay : k € m(e) : ces
invariants suffisent donc a décrire 'orbite €2, := P. - e, :

Q. ={z eV |Ax(x)er...x, >0, Vkeme)}.

Cette description, combinée a la version faible de 1'inégalité de Lojasiewicz
qui suit (cf. [3]), va nous permettre de réduire le lieu des poles prospectifs aux «
satisfaisant w;j(a) +1 € —N ou

(i,7) €l(e) ={(i,5) eN*:Tmem(e) |1 <i<m<j<r}
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Proposition 6.2.  Soit K un compact semi-algébrique de R™. Soient f et g
deux fonctions continues semi-algébriques réelles définies sur K. Supposons que
f7H0) € g7*(0). Alors, il existe ¢ et v deur réels strictement positifs tels que
pour r € K,

|f(@)| = clg(=)]"

Théoréme 6.3.  Soit h € S(V). La fonction R.(h,.) définie par

1
a— H — | ¢.(h; ),
i L wis(@) +1)

se prolonge holomorphiquement a C".

Démonstration.  Compte tenu du lemme 6.1, il suffit de montrer que pour
tout 4,5 € {1,...,7} tels que {i,...,j}Nm(e) = O, et pour tout p réel, la forme
affine

a+ ... +a;F+p

n’est pas un pole de ®.(h;«). Pour tout A > 0, considérons le compact :
K, = B(0,)\) NQ..

Notons

)= ] Aula).

kem(e)

Sur K, on a donc A;(z) = 0 = p(x) = 0. En appliquant a K; la
proposition 6.2, on trouve qu’il existe C,r > 0 tels que

|Ai(z)] = Culp(z)]"
Par homogénéité, pour tout A > 0, il existe C, > 0 tel que sur K,
|Ai(z)] > Calp(z)|"
Ainsi, pour tout «a; et «a réels, avec o; < 0 fixé, nous avons pour = € K,
|Ai(@)*p(x)*| < Calp(a)[" .

Fixons alors 8 = —pu1; + a(zk@n(e) 1), avec « > ru. Pour tout h lisse a support
compact dans V| l'intégrale définissant ®.(h;[3) converge absolument. Or s’il
existait un pole de la forme

Oéi+...+0éj+,u,

on aurait pour tout « un pole en (3, ce qui est impossible puisque ®.(h; 5) converge
absolument, pourvu que « soit assez grand. |
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