
Journal of Lie Theory
Volume 15 (2005) 13–25
c© 2005 Heldermann Verlag
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Résumé. On montre que les idéaux de codimension finie d’une ample classe
d’algèbres de Lie de germes de champs de vecteurs contiennent l’idéal des germes
infiniment plats à l’origine.

1. Introduction

Les nombreux travaux sur le théorème de Pursel-Shanks et ses généralisations ont
provoqué l’étude des idéaux et des sous-algèbres de codimension finie des algèbres
de Lie de champs de vecteurs sur une variété M . En particulier, dans les algèbres
de Lie de germes de champs de vecteurs en un point (voir [2] , [3] , [4]et [5]) on
prend M = Rn et les germes à l’origine 0. Le problème en question a été considéré
seulement dans le cas des algèbres de Lie contenant un germe de champs de vecteurs
X0 ne s’annulant pas.

Dans ce travail, nous généralisons une propriété essentielle des travaux cités
ci-dessus à savoir: si X 0 est le germe d’un champ de vecteurs en 0 sur Rn ne
s’annulant pas en 0, alors pour tout germe Y en 0 il existe un germe X tel que
Y = [X0, X] , au cas où les germes de champs de vecteurs s’annulent en 0. Si
l’expression du germe est X0 =

∑n
i=1(αixi + βix

1+mi
i ) ∂

∂xi
où αi > 0, βi > 0 et mi

un entier naturel pair, alors l’expression de X est donnée en termes de Y . On
donne une caractérisation des idéaux de codimension finie dans une large classe
d’algèbres de Lie en question, plus précisément, on montre qu’elles contiennent
l’idéal des germes de champs de vecteurs infiniment plats à l’origine 0. Notre
résultat principal s’applique immédiatement à l’étude des homomorphismes du
groupe des germes de difféomorphismes de Rn dans un groupe de Lie de dimension
finie: il s’agit de la version infinitésimale du problème (voir [1])

Notations. Notons par Rn l’espace euclidien muni du produit scalaire 〈·, ·〉 et
par ‖·‖ la norme induite par ce produit scalaire. Notons aussi par

χ0 l’algèbre de Lie des germes de champs de vecteurs sur Rn s’annulant à l’origine,
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χ∞0 l’idéal de χ0 des germes X infiniment plats à l’origine, i.e. tels que pour tout
multi-indice γ ∈ Nn , DγX(0) = 0.

Pour les champs de vecteurs X , Y , Z l’égalité adX(Y ) = [X, Y ] = Z est
comprise au sens des germes à l’origine 0. En coordonnées, si X =

∑n
i=1X

i ∂
∂xi

et Y =
∑n

i=1 Y
i ∂
∂xi

alors Z = adX(Y ) =
∑n

i,j=1

(
Xj ∂Y i

∂xj
− Y j ∂Xi

∂xj

)
∂

∂xi
. Si φt est

le groupe local à un paramètre engendré par le champ de vecteurs X0 alors on
définit (φt)∗ par (φt)∗X = Dφt(φ−t)X(φt) = (Dφt.X) ◦ φ−t.

Algèbre admissible

Soit A une sous-algèbre de Lie de χo ; A sera dite admissible si elle satisfait
les conditions suivantes:

(i) A contient les champs de vecteurs de la forme X0 =
∑n

i=1(αixi +βix
1+mi
i ) ∂

∂xi

où αi > 0, βi > 0 et mi un entier naturel pair.

(ii) A est localement fermée dans le sens suivant : si une suite de champs de
vecteurs Xn dans A est telle que les supports de Xn sont contenus dans un
compact K et que la suite Xn converge vers X dans la topologie de classe
C∞ alors X ∈ A.

(iii) A est invariante par rapport aux difféomorphismes φt = exp(tX0) pour tout
t ≥ 0 i.e. (φt)∗.A ⊂ A pour tout t ≥ 0.

Les conditions (ii) et (iii) méritent des explications.
La condition (ii) est tout à fait naturelle de point de vue la théorie des groupes de
Lie, quoiqu’il existe des algèbres de Lie sans cette condition (voir [2]). Cette
condition n’est pas une restriction forte comme le montrent les exemples qui
suivent.
Soit M une variété différentiable de classe C∞ et χ(M) l’algèbre de Lie des champs
de vecteurs sur M . Notons par γ(T p,q) l’espace des tenseurs p-covariants et q -
contravariants sur M. Le groupe de difféomorphismes sur M opére naturellement
sur γ(T p,q) et si on notera par LX : γ(T p,q) → γ(T p,q) la dérivée de Lie par
rapport aux champs de vecteurs X, on a (voir [2]) :

Proposition 1. Les sous algèbres de Lie suivantes satisfont à la condition (ii)

(a) gT = {X ∈ χ(M) : LXT = 0}
(b) gS = {X ∈ χ(M) : LXS ⊂ S}

où T est un sous-espace vectoriel de γ(T p,q) et S un sous-module de l’anneau
des fonctions de classe C∞ sur M , engendré par un nombre fini de générateurs
T1, . . . , Tn et fermé pour la topologie de classe C∞.

Proposition 2. Soit g une algèbre de Lie vérifiant la condition (expX)∗g = g
et h une sous-algèbre fermée de codimension finie de g, alors h satisfait la condition
(ii) d’admissibilité.

La condition (iii) d’admissibilité peut être remplacée par la condition plus
faible suivante: pour tout champ de vecteurs Y ∈ A à support compact,∫ ∞

0

(φt)∗Y dt ∈ A



Benalili et Lansari 15

où (φt)t est le flot engendré par un champ de vecteurs Xo et -∞ < a ≤ b < +∞.
Nous pouvons donc conclure que du point de vue géométrique, seule la condition
(i) d’admissibilité constitue une restriction.

2. Surjectivité des opérateurs adjoints

1er cas: X0 =
∑n

i=1 βix
1+mi
i

∂
∂xi

avec mi > 0 pair et βi > 0.

Notons par

wi(t, xi) = 1 + βimitx
m
i i (2.1)

et

ui(x) =

∫ ∞

0

(wi(t, xi))
1+ 1

mi fi(x1w
− 1

m1
1 , . . . , xnw

− 1
mn

n )dt (2.2)

Lemme 1. Si un germe de champs de vecteurs Y =
∑n

i=1 fi(x)
∂

∂xi
appartient à

l’algèbre de Lie χ∞0 des germes de champs de vecteurs infiniments plats à l’origine
0, alors le germe de champs de vecteurs F (Y ) =

∑n
i=1 ui(x)

∂
∂xi

appartient à χ∞0 .

Démonstration. Nous allons prouver que:

(1) l’intégrale singulière ui(x) donnée par (2.2) converge uniformément dans un
voisinage V de l’origine 0.

(2) ui(x) est une fonction de classe C∞ sur V

(3) ui(x) est infiniment plate à l’origine 0 i.e. Dγui(0) = 0 pour tout multi-
indice γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Nn

1 er pas. On pose

hi(t, x) = w
1+ 1

mi
i fi(φ−t(x)) (2.3)

et

yi = φi(−t, x) = xiw
− 1

mi
i . (2.4)

Puisque fi est infiniment plate à l’origine 0, alors pour tout entier naturel m il
existe δm > 0 et une constante Mm > 0 tels que pour tout x vérifiant ‖x‖ ≤ δm
on ait |fi(x)| ≤Mm ‖x‖m . Cela donne

|fi(φ−t(x))| ≤Mm ‖φ−t(x)‖m ≤Mm

(
sup

i=1,...,n
|φi(−t, x)|m

)
d’où on obtien une majoration pour hi(t, x) :

|hi(t, x)| ≤ (1 + βimitx
mi
i )

1+ 1
mi Mm sup

{
|xi|m (1 + βimitx

mi
i )

− m
mi , i = 1, . . . , n

}
(2.5)

≤Mm(δm)m(1 + βi0mi0tx
mi0
i0

)
mi0

+1−m

mi0 = km(t) pour un i0 ∈ {1, . . . , n} .
Comme m est arbitraire, on choisira m assez grand pour que l’intégrale

∫∞
0
km(t)dt

converge i.e. m > mi0 + 1 d’où l’intégrale
∫ +∞

0
hi(t, x)dt converge uniform
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ément par rapport à x dans un voisinage de 0. 2 ième pas. Notons par 1j =
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) où 1 est à la jième colonne. Nous avons pour tout multi-
indice γ= (γ1, . . . , γn) ∈ Nn

Dγ
xhj(t, x) =

∂|γ|

∂xγ1

1 . . . ∂xγn
n
hj(t, x) (2.6)

=
n∏

i=1

∂γi

∂xγi

i

hj(t, x) avec avec |γ| = γ1 + · · ·+ γn.

On pose

gj(t, xj) = w
1+1/mj

j

d’où l’on déduit

Dγ
xhj(t, x) = ∂γj

∂x
γj
j

(
gj(t, xj).D

γ−γj .1j
x fj(y(t, x))

)
=
∑γj

k=0C
γj

k D
k
xj
gj(t, xj).D

γ−k.1j
x fj(y(t, x)).

Par ailleurs pour k ≥ 1, on a

∂k

∂xk
j

gj(t, xj) = x−k+1
j w

1+1/mj

j

k∑
l=1

akl(
wj − 1

wj

)l (2.7)

où les akl sont des polynômes en mj.De même

∂γi

∂xγi

i

fj(y(t, x)) =

γi∑
ι=1

zι,γi
(x)

∂ι

∂yι
i

fj(y(t, x)) (2.8)

où
y(t, x) = (y1, . . . , yn) =

(
x1w

−1/m1

1 , . . . , xnw
−1/mn
n

)
, (2.9)

Dxi
yi = w

−1−1/mi

i

Dk
xj
yj = x1−k

j w
−1−1/mj

j

(
k−1∑
l=1

bkl(
wj − 1

wj

)l

)
pour k ≥ 2 (2.10)

zι,γi
(x) =

∑
ν1+···+νι=γi;νs>0

Dν1
xi
yi . . . D

νι
xi
yi

=
∑

ν1+....+νι=γi; νs>0

xι−γi

i w
−ι(1+1/mi)
i

(
ι∏

l=1

(

νl−1∑
ςl=1

bςlνl
(
wi − 1

wi

)ςl)

)
où les bνι,γi

sont des constantes dépendantes des paramètres mj. Finalement, on
obtient

Dγ
xhj(t, x) =

γj∑
k=0

C
γj

k D
k
xj
gj(t, xj).D

γ−k.1j
x fj(y(t, x)) (2.11)

=

γj∑
k=0

C
γj

k x
−k
j w

1+1/mj

j

(
k∑

l=1

akl(
wj − 1

wj

)l

)
n∏

s=1

γs−k.δj
s∑

ι=1

zι,γs−k.δj
s
(xs).D

ι
ys
fj(y(t, x))


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=

γj∑
k=0

C
γj

k x
−k
j w

1+1/mj

j

(
k∑

l=1

akl(
wj − 1

wj

)l

)∑
zα1 . . . zαn .D

α
y fj(y(t, x))

où la troisième somme est étendue à tous les indices αi vérifiant 1 ≤ αi ≤ γi−k.δj
i

et i = 1, . . . , n. Comme limt→0D
γ
xhj(t, x) est finie, l’intégrale

∫∞
0
Dγ

xhj(t, x)dt sera
la somme d’intégrales de la forme

Ij(x) =

∫ +∞

0

ψj(t, x).D
α
y fj(y(t, x))dt. (2.12)

D’autre part lorsque t tend vers +∞ , y tend vers 0 uniformément par rapport
à x et comme fi est infiniment plate en 0, il en est de même pour Dα

y fi et par
conséquent pour tout entier naturel m , il existe un δm > 0 et Mm > 0 tels que
pour tout x vérifiant ‖x‖ ≤ δm on ait∥∥Dα

y fj(y(t, x))
∥∥ ≤Mm ‖y(t, x)‖m (2.13)

≤Mm
|xi|m

(1 + βimitx
mi
i )

m
mi

.

Or

|ψj(t, x)| ≤ Ajt
sj avec sj = 1− |γ|+ 1

mj

−
n∑

i=1

γi

mi

par conséquent

∣∣ψj(t, x).D
α
y fj(y(t, x))

∣∣ ≤ AjMm
|xi|m tsj

(1 + βimitx
mi
i )

m
mi

= km(t) (2.14)

avec Aj , qj et Mm des constantes. Comme m est arbitraire, on choisira m >

mj(sj + 1) pour que l’intégrale
∫ +∞

0
km(t)dt converge. L’intégrale Ij(x) converge

donc uniformément par rapport à x dans un voisinage U de l’origine 0. Par
conséquent Dγui est continue dans U c’est à dire F (Y ) est de classe C∞ dans U.

3ième pas. Comme pour tout multi-indice γ, l’intégrale Dγ
xF (Y ) converge uni-

formément par rapport à x dans un voisinage de 0, alors on peut passer à la
limite quand x tend vers 0 et on obtient

Dγ
xui(0) = 0

Lemme 2. Pour tout X0 , on a

adX0 (χ∞0 ) ⊂ χ∞0 .

La preuve est évidente.

Théorème 1. Si X0 =
∑n

i=1 βix
1+mi
i

∂
∂xi
, où βi > 0 et m i ≥ 0 un entier pair

alors l’endomorphisme adX0 défini sur χ∞o est surjectif.
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Démonstration. Soit

Y =
n∑

i=1

fi(x1, . . . , xn)
∂

∂xi

∈ χ∞0 (2.15)

cherchons un germe

X =
n∑

i=1

ui(x1, . . . , xn)
∂

∂xi

∈ χ∞0 (2.16)

tel que
Y = [X0, X] .

En coordonnées, cette équation s’écrit

n∑
i=1

βix
1+mi
i

∂uj

∂xi

(x)− (1 +mj)βjx
mj

j uj(x) = fj(x), j = 1, . . . , n

et admet pour solution la fonction

uj(x) =

∫ +∞

0

w
1+ 1

mi
j fi

(
x1w

−1/m1

1 , . . . , xnw
−1/mn
n

)
dt (2.17)

où
wj = 1 + βjmjtx

mj

j .

En effet, d’après le Lemme 1, uj(x) est de classe C∞. Par ailleurs nous avons

∂fj

∂τ
(φ−t(x)) = −

n∑
i=1

βix
1+mi
i

∂fj

∂xi

(φ−t(x)) (2.18)

ce qui donne

n∑
i=1

βix
1+mi
i

∂uj

∂xi

(x) = −
∫ +∞

0

w
1+ 1

mj

j .
∂

∂t
fj (φ−t(x)) dt

+β2
jmj(1 +mj)x

2mj

j

∫ +∞

0

tw
1

mj

j fj

(
x1w

−1/m1

1 , . . . , xnw
−1/mn
n

)
dt

=
[
(wi(t, xi))

1+ 1
mi fi

(
x1w

−1/m1

1 , . . . , xnw
−1/mn
n

)]+∞
0

+βj(1 +mj)x
mj

j

∫ +∞

0

w
1+ 1

mj

j .fj

(
x1w

−1/m1

1 , . . . , xnw
−1/mn
n

)
dt.

Comme fj est infiniment plate en 0, on obtient

lim
t→+∞

(wi(t, xi))
1+ 1

mi fi

(
x1w

−1/m1

1 , . . . , xnw
−1/mn
n

)
= 0

et par conséquent

n∑
i=1

βix
1+mi
i

∂uj

∂xi

(x) = fj(x) + (1 +mj)βjx
mj

j uj(x).
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2 ieme cas : X0 =
∑n

i=1(αixi + βix
1+mi
i ) ∂

∂xi
. Pour j = 1, . . . , n , soient αj > 0,

βj > 0 et mj > 0 un entier pair. Posons

vj = 1 +
βj

αj

x
mj

j (1− e−αjmjt)

et

uj(t, x) =

∫ ∞

0

e−(b−αj)tR(t)v
1+ 1

mj

j fj(x1e
−α1tv

− 1
m1

1 , . . . , xne
−αntv

− 1
mn

n )dt.

où R(t) est une fonction bornée pour tout t ∈ R+

Lemme 3. Soit Y =
∑n

i=1 fi(x)
∂

∂xi
un germe de champs de vecteurs appar-

tenant à l’algèbre de Lie χ∞0 des germes de champs de vecteurs infiniments plats
à l’origine 0, alors le germe de champs de vecteurs F (Y ) =

∑n
i=1 ui(x)

∂
∂xi

appar-
tient à χ∞0 .

Démonstration. Même raisonnement que celui dans la preuve du Lemme 2.

3. Surjectivité de certains opérateurs linéaires.

Dans cette section, on étudie l’inversibilité de certains opérateurs linéaires.
Notons par ψ = adX0 l’endomorphisme adjoint et I l’application identité.

Lemme 4. Pour tout b ∈ R , l’opérateur ψ + bI est surjectif sur l’idéal χ∞0
des germes de champs de vecteurs infiniment plats à l’origine 0.

Démonstration. Soit Y =
∑n

j=1 f(x) ∂
∂xj

∈ χ∞0 ; cherchons un germe de

champs de vecteurs X =
∑n

j=1 uj(x)
∂

∂xj
de l’idéal χ∞0 tel que

Y = (ψ + bI) (X) = [X0, X] + bX.

Ceci s’écrit en coordonnées

n∑
i=1

(αixi +βix
1+mi
i )

∂uj(x)

∂xi

−
⌈
αj − b+ (1 +mj)βjx

mj

j

⌉
uj(x) = fj(x), j = 1, . . . , n.

(3.1)
Cette dernière équation admet pour solution la fonction

uj(x) =

∫ +∞

0

e−(b−αj)tv
1+ 1

mj

j fj (φ−t(x)) dt

où

vj(t, x) = 1 + x
mj

j

βj

αj

(1− e−αjmjt)

et
φt(x) = (x1e

α1tv
−1/m1

1 , . . . , xne
αntv−1/mn

n ).
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En effet d’aprés le Lemme 3, uj est infiniment plate à l’origine 0 et de la relation
(2.18) on déduit

n∑
i=1

(αixi + βix
1+mi
i )

∂uj

∂xi

= −
∫ +∞

0

e−(b−αj)tv
1+ 1

mj

j

∂

∂t
fj (φ−t(x)) dt (3.2)

+(1 +mj)(αj + βjx
mj

j )

∫ +∞

0

e−(b−αj)t(vj − 1)v
1

mj

j fj (φ−t(x)) dt

= −
[
e−(b−αj)tv

1+ 1
mj

j fj(φ−t(x))

]+∞

0

+(αj − b+ (1 +mj)βjx
mj

j )

∫ +∞

0

e−(b−αj)tv
1+ 1

mj

j fj (φ−t(x)) dt.

Comme il est facile de voir que lim
t→+∞

e−(b−αj)tv
1+ 1

mj

j fj(φ−t(x)) = 0 alors

n∑
i=1

(αixi + βix
1+mi
i )

∂uj

∂xi

(x) =
[
αj − b+ (1 +mj)βjx

mj

j )
]
uj(x) + fj(x),

ce qui achève la preuve du Lemme 4.

Remarque 1. Ce résultat reste valable si, pour i = 1, . . . , n, αi < 0, βi < 0
et mi est un entier naturel pair.

Lemme 5. Pour tous nombres réels b, c tels que b2 − 4c < 0, l’opérateur
ψ2 + bψ + cI est surjective sur l’idéal χ∞0 .

Démonstration. Soit Y =
∑n

j=1 fj(x)
∂

∂xj
∈ χ∞0 , cherchons un germe de

champs de vecteurs

X =
n∑

j=1

uj(x)
∂

∂xj

∈ χ∞0

vérifiant l’équation

Y =
(
ψ2 + bψ + cI

)
(X) = [X0, [X0, X]] + b [X0, X] + cX, (3.3)

ce qui s’écrit en coordonnées

n∑
i,k

(αkxk + βkx
1+mk
k )(αixi + βix

1+mi
i )

∂2uj

∂xk∂xi

(x) (3.4)

+
n∑

i=1

(αixi + βix
1+mi
i )(αi + (1 +mi)βix

mi
i − 2(αj + (1 +mj)βjx

mj

j ) + b)
∂uj

∂xi

(x)

+
(
(1 +mj)βjx

mj

j (1 + (2−mj)− b) + α2
j − bαj + c

)
uj(x) = fj(x)

et admet pour solution la fonction

uj(x) =

∫ +∞

0

e−(b−αj)tv
1+ 1

mj

j R(t)fj (φ−t(x)) dt (3.5)
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où

R(t) =
2e−

bt
2

√
4c− b2

sin
(
t
√

4c− b2/2
)
,

la fonction R(t) étant solution du problème de Cauchy{
R′′(t)− bR′(t) + cR(t) = 0

R(0) = 0; R′(0) = 1.
(3.6)

vj(t, x) = 1 + x
mj

j

βj

αj

(1− e−αjmjt)

et
φ(x) = (x1e

α1tv
−1/m1

1 , . . . , xne
αntv−1/mn

n ).

En effet, d’ après le Lemme 3, uj est de classe C∞ , infiniment plate à l’origine 0,
et d’après l’égalité(3.2), on a

n∑
i=1

(αixi + βix
1+mi
i )

∂uj

∂xi

(x) = −
∫ +∞

0

e−(b−αj)tv
1+ 1

mj

j R(t)
∂

∂t
fj (φ−t(x)) dt (3.7)

+(1 +mj)(αj + βjx
mj

j )

∫ +∞

0

e−(b−αj)tR(t)(vj − 1)v
1

mj

j fj (φ−t(x)) dt,

ce qui donne ∑
k

(αkxk + βkx
1+mk
k )

∂

∂xk

∑
i

(αixi + βix
1+mi
i )

∂uj

∂xi

(x)

=

∫ +∞

0

e−(b−αj)tR(t)v
1+ 1

mj

j

∂2

∂t2
(fj(φ−t(x))) dt

−2(1 +mj)(αj + βjx
mj

j )

∫ +∞

0

e−(b−αj)tR(t)(vj − 1)v
1

mj

j

∂

∂t
fj (φ−t(x)) dt

+(1+mj)(αj+βjx
mj

j )
∫ +∞

0
e−(b−αj)tR(t)(mjβjx

mj

j +2vj−1)(vj−1)v
1

mj

j fj (φ−t(x)) dt.

Posons

I1
j (x) = −

∫ +∞

0

e−(b−αj)tR(t)v
1+ 1

mj

j

∂2

∂t2
(fj(φ−t(x))) dt.

Une intégration par parties nous donne

I1
j (x) = −

∫ +∞

0

e−(b−αj)tR(t)

[
−(b− αj)v

1+ 1
mj

j + (1 +mj)βjx
mj

j v
1

mj

j

−αj(1 +mj)(vj − 1)v
1

mj

j +R′(t)v
1+ 1

mj

j

]
∂

∂t
(fj(φ−t(x))) dt.

Posons encore une fois

hi(t, x) = R(t)

[
−(b− αj)v

1+ 1
mj

j + (1 +mj)βjx
mj

j v
1

mj

j − αj(1 +mj)(vj − 1)v
1

mj

j

]

+R′(t)v
1+ 1

mj

j .
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Alors, en intégrant par parties et en tenant compte des conditions initiales dans
(3.6), on obtient

I1
j (x) = fj(x) +

∫ +∞

0

e−(b−αj)t [−(b− αj)hi(t, x) + h′i(t, x)] fj(φ−t(x))dt

où

h′i(t, x) = R(t)

[
−(b− αj)(mj+1)βjx

mj

j e−αjmjtv
1

mj

j +(mj+1)β2
jx

2mj

j e−αjmjtv
1

mj
−1

j

−αjmj(mj + 1)βjx
mj

j e−αjmjtv
1

mj

j − αj(mj + 1)βjx
mj

j e−αjmjt(vj − 1)v
1

mj
−1

j

]
+R′(t)

[
−(b− αj)v

1
mj

+1

j + (mj + 1)βjx
mj

j v
1

mj

j + (mj + 1)βjx
mj

j (vj − 1)v
1

mj

j

]
+R′′(t)v

1+ 1
mj

j .

Puisque
βjx

mj

j e−αjmjt = βjx
mj

j − αj(vj − 1)

alors

h′i(t, x) = R(t)

[
−(b− αj)(1 +mj)v

1
mj

j + (1 +mj)βjx
mj

j v
1

mj
−1

j

−αj(1 +mj)
2v

1
mj

−1

j

]
(βjx

mj

j − αj(vj − 1))

+R′(t)

[
−(b− αj)v

1+ 1
mj

j + 2(1 +mj)βjx
mj

j v
1

mj

j − 2(1 +mj)αj(vj − 1)v
1

mj

j

]
+R′′(t)v

1+ 1
mj

j .

Posons

I2
j (x) = −2(1 +mj)(αj + βjx

mj

j )

∫ +∞

0

e−(b−αj)tR(t)(vj − 1)v
1

mj

j

d

dt
fj(φ−t(x))dt.

Par intégration par parties, nous obtenons

I2
j (x) = 2(1 +mj)(αj + βjx

mj

j )

∫ +∞

0

e−(b−αj)t×

[
R(t)

(
−(b−αj(vj−1)v

1
mj

j +βjmjx
mj

j e−αjmjtv
1

mj

j +βjx
mj

j e−αjmjt(vj−1)v
1

mj
−1

j

)
+R′(t)(vj − 1)v

1
mj

j

]
fj(φ−t(x))dt
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= 2(1 +mj)(αj + βjx
mj

j )

∫ +∞

0

e−(b−αj)t×[
R(t)

(
−(b− αj(vj − 1)v

1
mj

j + ((1 +mj)vj − 1)(βjx
mj

j − αj(vj − 1))v
1

mj
−1

j

)

+R′(t)(vj − 1))v
1

mj

j

]
fj(φ−t(x))dt.

Soient C1 = (1 +mj)(αj + βjx
mj

j ), C2 =
[
−2(αj + (1 +mj)βjx

mj

j ) + b
]
,

I3
j (x) = C1·

∫ +∞

0

e−(b−αj)tR(t)
(
βjmjx

mj

j + 2vj − 1
)
(vj − 1)v

1
mj

j fj(φ−t(x))dt

et

I4
j (x) = C2·

∫ +∞

0

e−(b−αj)tR(t)(vj − 1)v
1

mj
+1

j

d

dt
fj(φ−t(x))dt

+
[
−2(αj + (1 +mj)βjx

mj

j ) + b
]
(1 +mj)(1 +

βj

αj

x
mj

j )

×
∫ +∞

0

e−(b−αj)tR(t)(vj − 1)v
1

mj
+1

j fj(φ−t(x))dt.

=
[
−2(αj + (1 +mj)βjx

mj

j ) + b
] ∫ +∞

0

e−(b−αj)t

×
[
R(t)

(
−(b− αj)v

1
mj

+1

j + (1 +mj)βjx
mj

j e−αjmjtv
1

mj

j

+(1 +mj)(1 +
βj

αj

x
mj

j )(vj − 1)v
1

mj

j

)
+R′(t)v

1
mj

+1

j fj(φ−t(x))

]
dt.

D’où
I1
j (x) + I2

j (x) + I3
j (x) + I4

j (x)

+
[
(1 +mj)β

2
jx

2mj

j + (1 +mj)βj(2αj −mjαj − b)x
mj

j + α2
j − bαj + c

]
uj

= fj(x) +

∫ +∞

0

e−(b−αj)tR(t)(vj − 1)v
1+ 1

mj

j (R′′(t)− bR′(t) + cR(t)) fj(φ−t(x))dt.

En tenant compte de (3.6), on voit que uj(x) définie par (3.5) est bien solution de
l’équation différentielle (3.4).

4. Théorème fondamental.

Notre théorème principal se formule comme suit

Théorème 2. Soit A une sous -algèbre de Lie admissible de χo et  un idéal
de A de codimension finie. Alors  contient l’idéal de A constitué des germes de
champs de vecteurs infiniment plats à l’origine 0.

La preuve du théorème ci-dessus repose sur le lemme suivant (voir [1])
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Lemme 6. Soit V un sous-espace de codimension finie d’un espace vectoriel
réel E et ψ un endomorphisme sur E satisfaisant aux conditions suivantes

(1) ψ(V ) ⊂ V

(2) Pour tout b ∈ R , ψ + bI est surjectif sur V

(3) Pour tous b, c ∈ R tels que b2 − 4c < 0, ψ2 + bψ + cI est surjectif sur V.

Alors V = E.

Démonstration. (du théorème fondamental) Notons par A∞ l’idéal des germes
de champs de vecteurs infiniment plats à l’origine 0 de la sous-algèbre admissible
A . On applique le lemme ci-dessus à E = A∞ et V = ∞ = A∞ ∩  . Remarquons
d’abord que si codim() = dim(A/) = m , alors codim(∞) = dim(A∞/∞) = m.
En effet soient X1, . . . , Xm+1 dans A∞; comme A∞ ⊂ A , il existe des nombres
réels a1, . . . , am+1 tels que a1X1 + . . . .+am+1Xm+1 ∈  . Mais X1, . . . , Xm+1 étant
infiniment plats en 0, cette combinaison linéaire l’est aussi, elle est donc dans ∞,
ce qui prouve que la codimension de ∞ dans A∞ est inférieure ou égale à m .
Il nous reste à vérifier que l’ opérateur ψ = adXo satisfait les conditions du Lemme
6.
Soit Y ∈ A∞ , d’après le Lemme 3, les champs de vecteurs

Fb(Y ) =
n∑

j=1

(∫ +∞

0

e−(b−αj)tv
1+ 1

mj

j fj

(
e−α1tx1v

−1/m1

1 , . . . , e−αntxnv
−1/mn
n

)
dt

)
∂

∂xj

et Fb,c(Y ) =

n∑
j=1

(∫ +∞

0

v
1+ 1

mj

j e−(b−αj)tR(t)fj(e
−α1tx1v

−1/m1

1 , . . . , e−αntxnv
−1/mn
n )dt

) ∂

∂xj

sont de classe C∞ et infiniment plats à l’origine 0 et par les Lemmes 4 et 5, ils
sont solutions des équations différentielles

[Xo, Fb(Y )] + bFb(Y ) = Y pour tout b ∈ R

et [Xo, [Xo, Fb,c(Y )]] + b [Xo, Fb,c(Y )] + cFb,c(Y ) = Y pour tous b, c ∈ R tels que
b2− 4c < 0. En plus, Fb(Y ) et Fb,c(Y ) appartiennent à l’idéal ∞. Les hypothèses
du Lemme 6 se trouvent ainsi vérifiées, et par suite, ∞ = A∞ ce qui achève la
preuve du théorème.
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