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Résumé. On montre que les idéaux de codimension finie d’une ample classe
d’algebres de Lie de germes de champs de vecteurs contiennent I'idéal des germes
infiniment plats a I'origine.

1. Introduction

Les nombreux travaux sur le théoreme de Pursel-Shanks et ses généralisations ont
provoqué I'étude des idéaux et des sous-algebres de codimension finie des algebres
de Lie de champs de vecteurs sur une variété M. En particulier, dans les algebres
de Lie de germes de champs de vecteurs en un point (voir [2],[3],[4]et [5]) on
prend M = R" et les germes a l'origine 0. Le probleme en question a été considéré
seulement dans le cas des algebres de Lie contenant un germe de champs de vecteurs
X ne s’annulant pas.

Dans ce travail, nous généralisons une propriété essentielle des travaux cités
ci-dessus a savoir: st X est le germe d’un champ de vecteurs en 0 sur R" ne
s’annulant pas en 0, alors pour tout germe Y en 0 il existe un germe X tel que
Y = [Xo, X], au cas ou les germes de champs de vecteurs s’annulent en 0. Si
I'expression du germe est Xo = > (z; + ﬁixfmi)a%i o a; >0, B; >0 et my
un entier naturel pair, alors I'expression de X est donnée en termes de Y. On
donne une caractérisation des idéaux de codimension finie dans une large classe
d’algebres de Lie en question, plus précisément, on montre qu’elles contiennent
I'idéal des germes de champs de vecteurs infiniment plats a l'origine 0. Notre
résultat principal s’applique immédiatement a l’étude des homomorphismes du
groupe des germes de difféomorphismes de R™ dans un groupe de Lie de dimension
finie: il s’agit de la version infinitésimale du probleme (voir [1])

Notations. Notons par R" l'espace euclidien muni du produit scalaire (-,-) et
par ||| la norme induite par ce produit scalaire. Notons aussi par

Xo 'algebre de Lie des germes de champs de vecteurs sur R™ s’annulant a ’origine,
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14 BENALILI ET LANSARI

x5 l'idéal de xp des germes X infiniment plats a l'origine, i.e. tels que pour tout
multi-indice v € N", DYX(0) = 0.

Pour les champs de vecteurs X, Y, Z I'égalité adx(Y) = [X,Y] = Z est

comprise au sens des germes a l'origine 0. En coordonnées, si X = Y | X* ai
= y" yiod - . JOY' _ yjoxXt\ 0 q;
et Y =Y Vil alors Z = adx(Y) = Y0, (X oy 8%_) 2. Si ¢y ost

le groupe local a un parametre engendré par le champ de vecteurs X, alors on
définit (@), par ()X = Deu(¢-1) X (¢¢) = (Dde.X) 0 o

Algebre admissible
Soit A une sous-algebre de Lie de y,; A sera dite admissible si elle satisfait
les conditions suivantes:

1+m¢> 0

%

(1) A contient les champs de vecteurs de la forme Xo = " | (z; + Gix Bar

ou a; >0, B; > 0 et m; un entier naturel pair.

(ii) A est localement fermée dans le sens suivant : si une suite de champs de
vecteurs X,, dans A est telle que les supports de X,, sont contenus dans un
compact K et que la suite X,, converge vers X dans la topologie de classe
C> alors X € A.

(iii) A est invariante par rapport aux difféomorphismes ¢, = exp(tXy) pour tout
t>0ie. (¢)«.AC A pour tout t > 0.

Les conditions (i7) et (#i7) méritent des explications.

La condition (ii) est tout a fait naturelle de point de vue la théorie des groupes de
Lie, quoiqu’il existe des algebres de Lie sans cette condition (voir [2]). Cette
condition n’est pas une restriction forte comme le montrent les exemples qui
suivent.

Soit M une variété différentiable de classe C* et x (M) I'algebre de Lie des champs
de vecteurs sur M. Notons par v(T??) 'espace des tenseurs p-covariants et g-
contravariants sur M. Le groupe de difféomorphismes sur M opére naturellement
sur y(T?P7) et si on notera par Lx : ~(TP?) — ~(TP9) la dérivée de Lie par
rapport aux champs de vecteurs X, on a (voir [2]) :

Proposition 1.  Les sous algébres de Lie suivantes satisfont a la condition (ii)
(a) gr ={X € x(M) : LxT = 0}
(b) gs ={X € x(M): LxS C S}
ou T est un sous-espace vectoriel de v(TP?) et S un sous-module de l'anneau
des fonctions de classe C'*° sur M, engendré par un nombre fini de générateurs
Ti,...,T, et fermé pour la topologie de classe C°.

Proposition 2.  Soit g une algébre de Lie vérifiant la condition (exp X ).g =g
et h une sous-algébre fermée de codimension finie de g, alors h satisfait la condition
(11) d’admissibilité.

La condition (7ii) d’admissibilité peut étre remplacée par la condition plus
faible suivante: pour tout champ de vecteurs Y € A a support compact,

/OO(<;St)*Ydt €A
0
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ou (¢y)¢ est le flot engendré par un champ de vecteurs X, et -co < a < b < +o00.
Nous pouvons donc conclure que du point de vue géométrique, seule la condition
(1) d’admissibilité constitue une restriction.

2. Surjectivité des opérateurs adjoints

1 cas: X, = Z?:l @xfmi 9 avec m; >0 pair et 3; > 0.

ow;
Notons par
et - ) )
1 —_—— —_—
i) = / (wilt, 2:) 7 fi(wnwy T g ™ )t (2.2)
0

Lemme 1.  Siun germe de champs de vecteurs Y =" | fz(x)a% appartient a
Ualgebre de Lie xg° des germes de champs de vecteurs infiniments plats a l’origine
0, alors le germe de champs de vecteurs F(Y) => ", “i(x)a%i appartient a X .

Démonstration.  Nous allons prouver que:

(1) lintégrale singuliere u;(x) donnée par (2.2) converge uniformément dans un
voisinage V' de l'origine 0.

(2) u;(x) est une fonction de classe C* sur V

(3) w;(z) est infiniment plate a l'origine 0 i.e. DY4;(0) = 0 pour tout multi-
indice v = (71,...,7) € N"

1°" pas. On pose

I+

hi(t, z) = w; ™ fi(¢-4(x)) (2.3)

et

1

yi = ¢i(—t, @) = zw; ™. (2.4)

Puisque f; est infiniment plate a l'origine 0, alors pour tout entier naturel m il
existe d,, > 0 et une constante M, > 0 tels que pour tout x vérifiant ||z| < 0,
on ait |fi(z)| < M, ||z||™. Cela donne

-] = M o)™ < M 500 [6(-t,0]" )

d’ot1 on obtien une majoration pour h;(t, z) :

Ihi(t, )] < (1 + Bymata™) ™ M, sup {|x,~|m (1+ Bmata™) e i=1,... n}
(2.5)
‘ mi0+17'm
< My (8,)™(1 + Bigmigta; °) ™o = k,,(t) pour unig € {1,...,n}.

10

Comme m est arbitraire, on choisira m assez grand pour que 'intégrale fooo K (t)dt
converge i.e. m > m,;, + 1 d’ou l'intégrale f0+°° hi(t,z)dt converge uniform
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ément par rapport & z dans un voisinage de 0. 2%™¢ pas. Notons par 1; =
(0,...,0,1,0,...,0) ou 1 est a la j®™ colonne. Nous avons pour tout multi-
indice y= (71,...,7) € N"

ohl

D’Yh.t S
T .7( 7x) 81"1)/ ) ax"/n

hy(t, z) (2.6)

x) avec avec |y =14+ Y.

- H ox) it
i1

On pose
1+1/m;
gj(tv xj) = wy !

d’ou 'on déduit

Dyh(t,@) = 25 (g5(t,25).D2 fi(y(t, )
= Zuk= OC%Dk gi(t, x;). Dy~ ! fily(t, ).

Par ailleurs pour £ > 1, on a

ak —k+1 1+1/my - Wy — 1 l
ng(t»xj) =z; W Zakl< " ) (2.7)
J

=1 J

ou les ay; sont des polynomes en m;.De méme

8%‘
o Z fily(t.2)) (2:8)
ou
y(t,x) = (Y1, Yn) = (xlwl_l/ L ,xnwgl/m”> : (2.9)
Dx yi = w; —1-1/m;

k—1
k., _ o 1-k, —1-1/m; w; —
Dy y; =z, w; g bt (

=1

2 () = Z Dy ... Dy

V1+"'+VL:'Yi;Vs>O

v v—1
- Z x;_%wi_b(lﬂ/mi) (H 12: bwz A ))

vit...4v,=vi; vs>0 =1 ¢g=

1
)l> pour k > 2 (2.10)

ou les b, ,, sont des constantes dépendantes des parametres m;. Finalement, on

obtient
¥j

Dhi(t,x) = CYDE g;(t, x;).DY 5 fi(y(t, x)) (2.11)
k=0
) k w —1 n [ ~s—k.6l
G 14+1/m; | L
=Y Clu; kwj / (Z an Jw' )l> H Z 2, ot (). Dy fi(y(t, @)
k=0 =1 J s=1 =1
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CZ :l’,'fk 1+1/m7 (Z akl ) Z Zag -+ -+ Zan-DZ[fj (y(t, .CE))

ou la troisieme somme est étendue a tous les indices «; vérifiant 1 < a; < 7; — k;éf
et ¢ =1,...,n. Comme limy_o D}h;(t, ) est finie, I'intégrale [ Dh;(t,z)dt sera
la somme d’intégrales de la forme

k=0

—+00

j(7) = by(t,).Dy f5(y(t, x))dL. (2.12)

0

D’autre part lorsque ¢ tend vers +oo, y tend vers 0 uniformément par rapport
a r et comme f; est infiniment plate en 0, il en est de méme pour Dy f; et par
conséquent pour tout entier naturel m, il existe un ¢,, > 0 et M,, > 0 tels que
pour tout z vérifiant ||z|| < J,, on ait

1Dy fi(y(t, )| < Mo [ly(t, 2)||™ (2.13)

|z ™

< My,

Sj 1 g Yi
[V (t,x)| < At avec s;=1—|y|+ E - El p
par conséquent

;| %9

(14 Bimgtal™)mi

|9 (t, 2).D% f3(y(t, )| < A;jM,, = k(%) (2.14)
avec Aj, g; et M,, des constantes. Comme m est arbitraire, on choisira m >
m;(s; + 1) pour que l'intégrale 0+°O kn(t)dt converge. L'intégrale [;(x) converge
donc uniformément par rapport a x dans un voisinage U de l'origine 0. Par

conséquent DVu; est continue dans U c’est a dire F(Y) est de classe C* dans U.

3me pas. Comme pour tout multi-indice ~y, lintégrale DYF(Y) converge uni-

formément par rapport a x dans un voisinage de 0, alors on peut passer a la
limite quand x tend vers 0 et on obtient

Duy(0) =0

Lemme 2.  Pour tout Xg, on a
adx, (X5°) C X0 -

La preuve est évidente.

Théoreme 1. i X =, fiz; gt ,xi, ou (; >0 et m; > 0 un entier pair
alors l’endomorphisme adx, défini sur x° est surjectif.
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Démonstration. Soit
- ) ) axz
cherchons un germe
u 0
X = (X1, ., Tn)=— € Xo° 2.16
Do, a) g €4 (216)
tel que
Y = [Xo, X].

En coordonnées, cette équation s’écrit

Z@z G @) = (o m B (e) = @), =1

Z;

et admet pour solution la fonction

+oo 14+-L
uj(x) = / w; " f; <x1w;1/ml, . ,xnwgl/mn) dt (2.17)
0
ou
w; = 1+ ﬁjm]’tl’;ﬂj.

En effet, d’apres le Lemme 1, u;(x) est de classe C*°. Par ailleurs nous avons

%o, Z@ 9 @) (2.15)

ce qui donne

0 oo O
Z@ @) == [ S o) d

1

—+o00
+ﬁ m](l + m]) 2mj/ tw;lj fj (l’lwl_l/ L y LW, an) dt
0

—+00

= [(wl(t, QEZ))L‘F"% fz (Ilwl_l/ml, , TpW, 1/mn):|

0
+/8(1+m)xm] 400 1+ 1] f . 71/ mi ]_/mn dt
' g )L j 1w1 y xnw .
0

Comme f; est infiniment plate en 0, on obtient
1
lim (wi(t,xl-))H”Ti fi (xlwfl/ml, xnw’l/m") =0

t——+4o00

et par conséquent

Zﬂz Hm’ (z) = fi(@) + (1 + my) Bz u;(x). n



BENALILI ET LANSARI 19

2teme cqs o Xo = Yoo (i +ﬁi:pg+mi)%. Pour j =1,...,n , soient a; > 0,
B; >0 et m; > 0 un entier pair. Posons
v; =1+ mej(l — e mit)
ozj J
et

1 1 1

e b Nt 1+W t . mq t,, mn
u;(t, ) = / e~ (=) R(t)v; 7 fi(ze vy ™ wae” o ) dt.
0
out R(t) est une fonction bornée pour tout t € RT

Lemme 3. Soit Y = >, fi(.r)a%i un germe de champs de vecteurs appar-
tenant a l'algebre de Lie xi° des germes de champs de vecteurs infiniments plats
a lorigine 0, alors le germe de champs de vecteurs F(Y) = >, ul(x)% appar-
tient a xg° .

Démonstration.  Méme raisonnement que celui dans la preuve du Lemme 2.
[

3. Surjectivité de certains opérateurs linéaires.

Dans cette section, on étudie I'inversibilité de certains opérateurs linéaires.
Notons par 1 = adx, '’endomorphisme adjoint et I I'application identité.

Lemme 4.  Pour tout b € R, l'opérateur ¢ + bl est surjectif sur lidéal x§°
des germes de champs de vecteurs infiniment plats a l’origine 0.

Démonstration.  Soit Y = 77, f(x)a%j € xg° cherchons un germe de

champs de vecteurs X = Y7, u; (x)a%j de I'idéal x5° tel que
Y = +0bl)(X)=[Xo, X]+bX.

Ceci s’écrit en coordonnées

& o O (T . ,
Z(O‘ixi"'ﬁixipr )%— [ = b+ (1+my) B2 | uj(x) = fi(x), j=1,...,n.
i=1 v

(3.1)
Cette derniere équation admet pour solution la fonction

+oo 1
uj(z) = / ety T f (6, () dt

ol
m; s

J ozj(l_e aJmJ)

vi(t,z) =14x
et

¢t<x) = (I1€a1t1)1_1/m1’ o ,l’neantvgl/m"),
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En effet d’aprés le Lemme 3, u; est infiniment plate a 'origine 0 et de la relation
(2.18) on déduit

n ' 400 1
R A ¥ U S F T

i=1 Oz

(L ) + B / T e (o, 1077 ) (o)) dt

“+oo

=—{e ety 7 g ())}

0

+oo
oy — b+ (L+my) ) / o000t} T (6, (2) d.

Comme il est facile de voir que tliin e~ (b= O‘J)t " fj(gzﬁ +(x)) =0 alors

n

> (o + Bz Hml)guj () = [a; = b+ (1+my)Ba)7)] uy(x) + f;(x),

[

i=1
ce qui acheve la preuve du Lemme 4. [ ]
Remarque 1. Ce résultat reste valable si, pour i = 1,....,n, a; <0, 5; <0

et m; est un entier naturel pair.

Lemme 5.  Pour tous nombres réels b,c tels que b* — 4c < 0, lopérateur
V2 + by + cl est surjective sur l'idéal x&°.

Démonstration.  Soit Y = 77 fi(®)5% € x§°, cherchons un germe de
J

champs de vecteurs
X = Z uj(x 6 X0

vérifiant ’équation
= (¢2 + by + cI) (X) = [Xo, [Xo, X]] + b[Xo, X] + X, (3.3)

ce qui s’écrit en coordonnées

a m m; aQU'
;(akxk + ﬁka ") oz + ﬁixf )m () (3.4)

Ou,
2. (z)

+ 3 (i + B ) (g + (L4 ma) B — 2(y + (1+my)Bia) + b)

+ (L4 my) B2 (1 + (2 = my) — b) + of — ba; + ¢) uj(x) = f;(x)

et admet pour solution la fonction

w = | " et T R £ (6u(0)) (35)



BENALILI ET LANSARI 21

ou
bt

R(t) = \/% sin (t\/m&) ,

la fonction R(t) étant solution du probleme de Cauchy

{ R'(t) — bR'(t) + cR(t) = 0

R(0) = 0: R'(0) = (3.6)

m; 6]

Q

vi(t,x) =1+ T; (1 — e~ ™Mt

et

o(x) = (mle"‘ltvfl/ml, . ,xnea"tvgl/m”).
En effet, d” apres le Lemme 3, u; est de classe C*°, infiniment plate a I'origine 0,
et d’apres I’égalité(3.2), on a

n

. +o00 FE
Z(Ozll’z + Gix 1+m’)g? (x) = —/0 e’(b’aﬂ')%;r I R(t)afj (p_i(x))dt (3.7)
i=1 '

+00 1
+(1+my)(ey + Bz / e R(1) (v; — Do [ (¢-4(2)) d,
0
ce qui donne

0 ou,;
1+m 1+ml
> (i + Bray, k)a—m ;(O@xz + Bix; )E)xz ()

k

+oo 1 2
= [ R 2 (et a

2 miy [ to-a m; 0
91+ my) 0y + Bl / O R(E) 0y — V)0 T Sf (6-4(a))

H(14my) (o +85277) [T e R(t) (m; B2 +20;—1) (v;— 1), ]fj (¢—i()) dt.

Posons )
+7 0

B == [ e Ry (o)

Une intégration par parties nous donne

1 1

1 e —(b—a;j)t o) mj, mj
Ij(x):— i e I'R(t) —(b—aj)vj —|—(1+mj)6jxj v;

) = 0]+ RO ) 2 (oo

Posons encore une fois

1 1 1

hi(t,r) = R(t) {—(b - ij)vj " (L my) By e — a1 4 my) (v — v,

1

/ 1+mj
+R (t)v; .
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Alors, en intégrant par parties et en tenant compte des conditions initiales dans
(3.6), on obtient

U(w)==fxx)+}£ mefwf%”[—(b—%%)hxtw)+*é@7xﬂfﬂ¢fdxﬂdt

ol
L 1
h;(t’x) = R(¢) { (b— a])(mJ‘Fl)ﬁ] e~ imgt U (m]+1)ﬁ2 2m; *Oéjmjt,Uj j
—aym(m; + 1)53 st U — o (my; + )5] (v — 1) ]

L1 e - o
+R'(t) {—(b —ag)v;? A+ (my + )G v+ (my + 1) By (v — D, J}

1

171 1+mj
+R'(t)v; .

Puisque
Bjx; aylem et 6] —aj(v; — 1)

alors
1 1y

hi(t,z) = R(t) [—(b — o) (1 +my)v + (L4 my) Bz v

1

—Oéj(]. + mj)%;nji :| (ﬂj[E;nJ — Oéj(Uj - 1))

1 1 1
fee

141 L
FR) [0 = ag)ey ™ 420w — 214 m)ayly - o]

1

R (B,
v, )
Posons

1

miv [T e d
Tia) = =201+ mp)oy + B) [ O R) 0 = 1] S0
Par intégration par parties, nous obtenons

2 e —(b—ay)t
Ba) =20+ my)ay+ 8a) [ e
0

1 1 1

[R(t) <_<b_&j(’Uj ) —I—ﬁ]m] I g aymyt U _|_ﬁ] 70£Jm]t<vj_1)v;nj _1>

1

+Rﬁx%—1w?}ﬁW4@»ﬁ
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+oo
= 2(1 +m;)(oy + B7) / e~ (bt
0

[R(t) ( (b — (v — Lo, 2 T (1 my)vy — 1B — ay(v; — 1))v;n1jl)

1

RO = D)0 | £ (o))

Soient Cy = (1 +m;)(ao; + ﬁjx;nj), Cy = [—Q(aj +(1+ mj)ﬁjx;nj) + b] ,

+oo 1
I;’(x) = C’l-/ e_(b_aj)tR(t) (ﬁ]m] 7+ 2u5 — 1) (vj )v;nj fi(p_i(x))dt
0
et

@) =0 [ e RO - 00 Lot

+ [—2(a; 4+ (1 +my)B;a") +b] (14 my)(1 + = ﬁj ;)

/ et R, — 1), ﬁfjw_t(x))dt.

—+o00
= [—2(ay + (1 +m;)B;2}") + ] / e
0

1 1 1

X {R(t) (—(b — aj)vjmﬁ (1 my) Bl ity

H+m) 1+ 2y, 0] +R’<t>vﬁ+1fj<¢t<x>>} .

&)
D’ou
]-1(:17) + If(x) + I;’(x) + I;L(x)
- [(1 +m;) 3] M (14 m;)B; (20 — mjoy; — b)a? 4 of — bay + c} u;
1

+00 141
= filz) + /0 e TRt (v; - 1)Uj+mj (R"(t) = bR'(t) + cR(t)) f;(o—4())dt.

En tenant compte de (3.6), on voit que u;(z) définie par (3.5) est bien solution de
I'équation différentielle (3.4). [

4. Théoréme fondamental.

Notre théoreme principal se formule comme suit

Théoreme 2.  Soit A une sous -algebre de Lie admissible de x, et 3 un idéal
de A de codimension finie. Alors j contient l’idéal de A constitué des germes de
champs de vecteurs infiniment plats a 'origine 0.

La preuve du théoreme ci-dessus repose sur le lemme suivant (voir [1])
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Lemme 6.  Soit V' un sous-espace de codimension finie d’un espace vectoriel
réel E et ¢ un endomorphisme sur E satisfaisant auz conditions suivantes

(1) p(V)cV
(2) Pour tout b € R, 1+ bl est surjectif sur V

(3) Pour tous b,c € R tels que b* — 4c < 0, ¥? + by + cl est surjectif sur V.

Alors V = E.

Démonstration. (du théoréeme fondamental) Notons par A* l'idéal des germes
de champs de vecteurs infiniment plats a 'origine 0 de la sous-algebre admissible
A. On applique le lemme ci-dessus a F = A>® et V = 3> = A* N ). Remarquons
d’abord que si codim(y) = dim(A/j) = m, alors codim(3*) = dim(A>/5>®) = m.
En effet soient Xi,..., X,,11 dans A*; comme A* C A, il existe des nombres
réels ai, ..., ame1 tels que a1 X5+ ...+ a1 Xme1 € 7. Mais Xy, ..., X411 étant
infiniment plats en 0, cette combinaison linéaire I'est aussi, elle est donc dans 7,
ce qui prouve que la codimension de 7*° dans A™ est inférieure ou égale a m.

Il nous reste a vérifier que I’ opérateur ) = ady, satisfait les conditions du Lemme
6.

Soit Y € A% d’apres le Lemme 3, les champs de vecteurs

. e —(b—aj)t 1+”%j —aqt —1/my —ant —1/mp 0
F(Y)= Z e P T f; (e 10, N R ) dt e
0

j=1 v
et Fb,c<Y) =
n +o00o 1+% _ a
Z (/ v, e~ Ot R(E) fi (e 0y Ym ,e_a"txnvgl/m")dt) —
= 0 6xj

sont de classe C'™ et infiniment plats a l'origine 0 et par les Lemmes 4 et 5, ils
sont solutions des équations différentielles

[(Xo, (V)] +bF,(Y) =Y  pour tout b € R

et [Xo, [Xo, Foe(Y)]] + 0[Xo, Fpe(Y)] + cF,(Y) =Y pour tous b,c € R tels que
b> —4c < 0. En plus, Fy(Y) et F},.(Y) appartiennent & Iidéal j>. Les hypotheéses
du Lemme 6 se trouvent ainsi vérifiées, et par suite, > = A> ce qui acheve la
preuve du théoreme. [ |
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