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SOMMES DE RECIPROQUES
DE GRANDES FONCTIONS ADDITIVES

Jean-Marie De Koninck et Aleksandar Ivié

Résumé. On étudie la distribution des valeurs d’une classe des fonctions arithmétiques
additives. On établie les formules asymptotiques pour les sommes des valeurs réciproques en

utilisant la fonction ¥(z,y) = Z 1.
n<z,P(n)<y

1. Introduction. Dans un ouvrage antérieur ([5, p. 108]), nous avons défini
la famile H des “grandes” fonctions additives de la fagon suivante:

Pour K >0, v > 0et § € R fixes, posons

(1.1) h(z) = exp(K log” z(loglog z)°),
(1.2) f(n)="hp), F(n)=) ah(p), Fi(n)= ) h),
pln p*|n p*|In

ol p représente toujours un nombre premier et p®||n signifie que p®|n et p**1 jn.
La famille H est constituée de toutes les fonctions f, F' et F; qu’on peut obtenir
en faisant varier K, v et d selon les restrictions ci-haut.

Pour chaque nombre premier impair p, on a certainement f(p) > log® p pour
¢ > 0 arbitraire et fixe, et par ailleurs, lorsque x — 00, on a

(1.3) Z f(n) = zexp((K + o(1)) log” z(loglog z)?).

n<z

On peut donc considérer les fonctions f, F' et Fi qui appartiennent a H
comme de “grandes” fonctions additives, surtout si on les compare aux fonctions
additives classiques w(n) et Q(n) qui représentent le nombre de facteurs premiers
distincts de n et le nombre total de facteurs premiers de n, respectivement,.
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La définition de la famille H nous fournit pour K = v =1, 6 = 0 les fonctions
additives

(1.4) Bn)=S"p, Bm) =Y ap, Bitm)= 3 p™.

pln p*|ln p*|ln

Ces fonctions importantes ont été étudiées récemment par plusieurs auteurs
(voir [1], [4], [5, ch. 6], [6], [7], [8], [9], [10]), et on s’intérassait surtout aux
problémes concernant les valeurs réciproques de ces fonctions. C’est ainsi que dans
[9] on a démontré que

(1.5) Z 1/8(n) = z exp{—2'%(log z-loglog z)'/? +0O((log z-loglog log z)'/?)}.
2<n<z

On peut démontrer une formule analogue si on remplace 5(n) par B(n). De
plus la rélation (1.5) a été généralisée et améliorée dans [10]. L’étude des fonctions
B, B et By montre q’uen général le colzlportement des sommes des réci roques de
ces fonctions est étroitement lié au comportexnent des sommes des réciproques de
P(n), soit le plus grand facteur premier de n, ce qui nous ameéne & introduire la
fonction

(1.6) dla,y)= > L
n<z,P(n)<y

Cette fonction compte le nombre d’entiers positifs n < x pour lesquels P(n) < y.
Les estimés de 9 (x, y) sont d’une grande importance dans la théorie analytique des
nombres (voir [2], [3]).

Dans le présent article, nous nous intéressons aux fonctions f et F' appar-
tenant & la famille H; plus précisément nous nous attardons & généraliser (1.5) et
& améliorer (6.16) et (6.17) de [5]. En fait, nous démontrerons d’abord le résultat
suivant:

THEOREME 1. Pour f et F appartenarnt ¢ H, on a

D> 1/fn) =

2<n<z

(1.7)
o4 1— 1 o o
vexp {1+ )3 (140 (B2 ) (oga) 7 log, )3 }.
log,
Y YFm)=
(1.8) "= |
5 1-8 5 48
x exp {—K*/Jrl(w + 1)+t (1 +0 ( 0g3x>> (log 2)7+7 (log, m)vjrrl} .
log, x

(Nous utilisons les abbréviarioés log, = loglog z et logs z = logloglog x).

Le théoréme 1 montre que les ordres de grandeur des sommes avec 1/f(n) et
1/F(n) sont les mrhes. On peut par ailleurs pousser plus loin ’étude des comporte-
ments asymptotiques de certaincs sommes impliquant f(n) et F'(n); c’est ainsi que
nous démontrerons le résultat suivant:
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THEOREME 2. Soit f et F appartenant a H. Supposons de plus que v < 1 ou
encore que v = 1 avec § = 0. Alors il existe deuz constantes positives ¢y et co telles
que

(1.9) Z 1/F(n) = (1 +0 {exp (—01 log 7+t z(log, w):f%tl;) }) Z 1/f(n),

2<n<z 2<n<x

(110) Y Fm)/f(m)=z+0 (a:exp (—02 log 7 z(log, m)%))

2<n<lz

2. Démonstration du Théoréme 1. Soit zo > 0 arbitraire. Dans tottes
les sommes on peut supposer que P(n) > g, car lestimé trivial ¢ (z,zo) <€ z°

nous donne
Z 1/f(n) < (x,20) <K °.
2<n<z,P(n)<zo

Par ailleurs, il existe zo > 0 tel que pour = > x;la fonction h(z) est croissante. On
a donc, pour P(n) > max(zg, 1),

h(P(n) < f(n) < F(n) < Q(n)(h(P(n) + O(1) < (logn)(h(P(n))).

Cette inégalité nous permet de constater qu’afin de démontrer le Théoreme 1, il
suffit de démontrer que l'on peut substituer h(P(n)) & la place de f(n) ou F(n)
dans les estimés (1.7) et (1.8).

Or déja on peut écrire
(2.1) > 1/hPn)= > b~ (p)¥(z/p,p) = S1+ S2+ Ss,
2<n<z,P(n)>zo zo<p<lzT

disons, ot1, pour certaines constantes B > A > 0, on a

(2:2) Si= >, h'(p)(=/pp),
zo<p<exp(BL)
(2:3) Sy = > Wt @) (e /p.p),
exp(AL)<p<exp(BL)
(24) 53 = Z h_l(p)'gb(.f(]/p,p),
exp(BL)<p<z
(2.5) L = (logz) 41 (log, x) 3

Pour estimer ) (x,y) nous utiliserons la formule

1 2
(2.6) Y(z,y) =zexp {—u(logu +logou—1+logou—14+0 (( 1(25525) > } ,
valable pour u = (logz)/(logy), e® <u < (1—¢)(logz)/(log, x). Cette formule est
plus précise que les résultats classiques de [2] et vient tout juste d’étre démontrée
en [3].
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Nous estimons maintenant séparément Sy, S et S3.
D’abord il est clair que

S1 < exp(AL)Y(z,exp AL) < zexp (A’ log++1 z(log, m)%) ,

ou lim A" = —0.
A—0

Par ailleurs, comme 9 (z,y) < x, on obtient que

Ss < wexp(—K(BL)"(log BL)*) > "p* < zexp (—Blog«%) ,

p<z

puisque Z 1/p =log, z + O(1); ici hm B' = +cc.
<o B—oo

Maintenant on choisit A < 0 assez petit pour que I’on ait
A < _K'V'H-l(,y + 1)1—67+1
et B assez grand pour que B’ > K77t(y 4+ 1)1=97+1 Gardons alors A et B

fixes. De cette fagon, on voit que la contribution principale dans (2.1) viendra de
la somme S5 qu on écrit sous la forme

(2.7) Sy = Z Sa,i ou Sy = Z b= (p)¢(z/p, p)-
LA<i<BIL ei=l<p<ei
Mais alors l'inégalité évidente

max 52 ,4 < 52 < max SQ’Z'
AL<i<BL AL<i<BL

démontre que la démonstration du Théoreme 1 se réduit & la démonstration de

max SQ’Z' =
AL<i<BL
(2.8) 1
xexp{ Kv+1(’y+1) (1-}-0(Og3x>)logm(log2x)ﬂ}.
log, =

Or dans la somme S»;, on a

log(x/p) logm )
Sn) BT (14 0(1/0) +0(1),
logu =log, z — logi + O(1),

logp =i+ O(1).
En utilisant (2.6) on obtient

Sa2,i = Z 2 exp { — Ki"log’ i + O(i" *log® i)—
ei-l<p<ei

1 . _
(2.9) og ——(log, ¢ — logi + log(logs x — log)) + O (logm z(log, x)%) }

= xexp { — Ki"log’ i — i~ logz(log, = — logi + log(log, = — log))

+0 (log# z(log, m)%) }’
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les termes venant de O(1/i) dans I’expression pour u ayant été absorbés dans le
dernier O(...) de (2.9).

Pour trouver la valeur maximale de Ss ;, il faut trouver la valeur minimale de
la fonction

(2.10) u(t) = Kt log’ t + t~'log z(log, 2 — logt + log(log, « — log t))
dans l'intervalle AL <t < BL. On calcule donc
u'(t) = Kyt""log® t + K6t log? ' t—

—t2log z(log, = — logt + log(log, = — logt) + 1 + (log, = — logt) '),

et alors u'(t) = 0 pour
Kt (ylog’ t + dlog’ 1 t) = log z(log, z — logt + log(log, « — log t) + O(1)),
ce qui nous indique que ¢ sera une fonction de z. Et on déduit que
(v+1)logt =log, z + O(logs z),

c’est-a-dire que
(2.11) t =ty = K3+1 (v + 1)7#1 log7¥ z(log, z) 71 <1+O (Ei—i))

On a donc obtenu que pour ¢y defini par (2.11) la fonction u(t) atteint sa
valeur maximale

= 1
u(te) = K5 (y + 1)371 log""* z(log, ) 741 (1 +0 (1253 z>) ,
2

ce qui termine la démonstration du Théoreme 1.

3. Démonstration du Théoréme 2. Le cas v = 1, § = 0 a déja été
considéré en [4], [9] et [10]. C’est pourquoi on peut supposer que 0 < v < 1. Nous
avons donc

Y /fn)=1/F@m) = Y (F(n) - f(n)/(f(n)F(n)

(3 1) 2<n<z 2<n<z
' < Y 1+ Y (F) - fm)hA(Pn) =S+ 5",
2<n<z,P2(n)|n 2<n<z,P2(n)|n

disons. I1 est facile de voir que ’on peut démontrer (voir aussi [10]) que
§'= 3" plap?p) =zexp(-2Y2 +o(1))(log - log, 2)'/2),
p<gl/2

en utilisant la méme méthode que pour la démonstration de S, définie par (2.3). 1
s’ensuit que, pour chaque ¢ > 0 fixe, on a

S' < exp (—clog% z - (log, x)z_ﬁ) Z 1/F(n).
2<n<z
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Tenant compte de l'additivité des fonctions f et F', nous avons (ici p et ¢ dénotent
des nombres premiers)

S"=3"rT2p) Y. (F(m)- f(m))

p<z m<z/p,P(m)<p

=Y Y Y6 - £e)

(3.3) p<z m<z/p,P(m)<pq*|m
| =S n ) ) (a-1)h(g)
p<z qer<z/p,P(m)<p,q<p,(g,r)=1
_ T

=>"h20) Y. ah(g)y (—a,p) :

p<z q*<z/p,a>2,q<p bq

Tout comme dans la démonstration du Théoreme 1, on peut supposer que p > xo,
q > mo. Alors on a h(q) < h(p) et on a pour q* > exp(CL), (C > 0), dans la
derniére somme, laquelle devient

Z < Z h(p) Z arq °p ' K rexp(—C'L),

g*>exp(CL),a<2 p<w g®>exp(CL),a>2

ou C}im C' = 0. Donc en prenant C > 0 assez grand mais fixe, on voit qu’il nous
—00

faut seulement estimer la somme

S =3"h%(p) > agy(zp™ "%, p),

p<z q2<exp(CL),a>2,q<p

en remarquant que h(q) < g pour v < ¢q dans (1.1). Dans S*, la contribution des p
pour lesquels p < exp(DL) ou p > exp(EL) (avec les constantes 0 < D < E bien
choisies) est négligeable: ceci s’obtient facilement si on utilise la méme méthode
que dans la démonstratiori du Théoreme 1. Le reste de S* peut s’écrire comme

(3.4) > S Sr= ) b)), aglzg *ptip)
DL<i<EL-1 et <p<et g2 <exp(CL)

et on a alors

S;< Y Sf<L _max S

max
DL<i<EL DL<i<EL
== DL<i<EL ==

Or la relation (3.3) est semblable & (2.7). On peut donc évaluer max S} de la méme
fagon que lexpression max Sy ; qui apparaissait dans (2.7), car

Z '~ < loglogp
q<p,a>2

est le seul facteur supplémentaire. Donc la fonction w(t) (définie par 2.10) sera ici
remplacée par

v(t) = 2Kt log’ t +t ' log z(log, = — logt + log(log, = — logt))
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3 cause de h~2(p), ce qui nous donnera

* . 148
(3.5) CLSI?SB%‘(L—ISi < mexp( Co log7+T z(log, x) +1)

-5
pour une certaine constante Co > K747 (1 + 7)%Tv Tenant compte de (3.5), on
obtient le méme type d’estimé pour )~ S¥, d’oli on obtient facilement (1.9).

Enfin, la démonstration de (1.10) est analogue & la démonstration de (1.9)
quand on écrit

Y. Fm)/fn)=z+010)+ Y (F(n) - f(n))/f(n)

2<n<lz 2<n<z

et qu’on observe que cette derniére somme s’estime comme la somme S” de (3.3)
en remplacant 1/h?(p) par 1/h(p).

4. Remarques. (i) Dans la définition (1.1) de h(z) on peut remplacer
loglog x par loglog(xz+1), car loglog2 < 0 et alors pour § = 1/2 on aurait h(2) € R.
Cette distinction étant faite, on aura toujours f(n), F(n), Fi(n) € R*.

(ii) Dans les démonstrations de nos résultats, nous avons utilisé les méthodes
de [9] et [10]. Avec des calculs plus précis, on pourrait améliorer le terme d’erreur

@) (log—”) dans le Théoréme 1. Remarquons de plus que (1.7) pour K = v =1,

logs
& = 0 est plus fort que (1.5); toutefois dans ce cas bien précis, le r’esultat démontré
en [10] est encore meilleur.

(iii) Si on choisit v > 1, alors on peut omettre x dans (1.3), car
z = exp(o(log” z - (log, x)°)) pour v > 1 fixe.

Le cas v > 1 présente des difficultés si on veut drhontrer la validité du Théoréme
2, parce qu’on ne peut pas utiliser I’'inégalité h(q) < ¢ et la fonction h(z) croit trop
vite.

(iv) Dans [6], on a étudié toutes les sommes des fonctions B(n), B(n) et
Bj(n). On peut aussi généraliser ce probléme et étudier les sommes des quotients
de f(n), F(n) et Fi(n) quand f, F et F} € H.

(v) 1l serait peut-étre intéressant d’étudier les sommes des valeurs réciproques
des fonctions additives d’une famille plus grande que H. Par exemple, dans la
définition (1.1) de h(z) on pourrait reirplacer K log” z(loglogz)® par une fonction
L(z) > 0 & croissance lente dans le sens de Karamata (voir [11] pourla définition
et les propriétés des fonctions & croissance lente). Avec certaines hypotheses sur
L(z) on pourrait déduire

Y 1) =zexp(~(1 +o(1))L1(2)),

2<n<z

ou L (z) est une autre fonction & croissance lente.
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(vi) Signalons aussi que, pour v > 1, on a
h(z) > z°,

pour chaque ¢ > 0 fixe et x > zo(c), mais que

3 1/fm) >

2<n<lz

pour chaque 0 < £ < 1 si z est suffisamment grand.

(vii) Enfin remarquons que dans nos considérations nous avons omis F; € H.
La raison est tout simplement que les sommes impliquant Fj(n) sont beaucoup
plus difficiles & estimer que celles avec f(n) et F(n), parce que I'inégalité F (n) <
logn - h(P(n)) n’est pas valable en général.
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