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ABSTRACT. Let ® : X — RT be a kernel bounded on bounded subsets of
a normed linear space X and f be a function in I'(X). The inf-convolution
approximates of f of parameters A > 0 associated to ® are the functions defined
for each z € X by fa(z) = inf{f(u) + ®(**) : v € X}. In this article, we
prove that the slice convergence of a sequence (f"), in I'(X) is equivalent
on the one hand to the convergence in the same sense of its sequences of inf-
convolution approximates of sufficiently small parameters associated to ®, and
on the other hand to the pointwise convergence of the regularized sequences
defined in the theorem 3.10 of this paper. As well, we show that the Attouch—
Wets convergence of (f™)y is equivalent to the convergence in the same sense
of its approximate sequences when the parameters A converge to 0; which is
also equivalent to their uniform convergence on bounded subsets of X. Then,
we generalize in particular the main results of G. Beer [12] established in the
case of Baire-Wijsman regularizations(® = |||)-

Resume. Soient & : X — RT un référentiel borné sur les bornés d’un
espace vectoriel normé X et f une fonction de I'(X). Les approximations inf-
convolutives de f de parameétres A > 0 associées a ® sont les fonctions définies
pour tout x € X par fi(z) = inf{f(u) + ®(**) : v € X}. Dans cet article,
nous montrons que la slice convergence d’une suite de fonctions (f™), de I'(X)
est équivalente, d’une part a la convergence dans le méme sens des suites as-
sociées d’approximations inf-convolutives de parametres assez petits relative-
ment & ®, et d’autre part a la convergence simple des suites régularisantes
définies dans le théoréme 3.10 de ce papier. Nous démontrons également que
la convergence d’Attouch—-Wets de (f™)n est équivalente a la convergenc dans
le méme sens de ses suites d’approximations lorsque les parameétres A tendent
vers 0; ce qui est encore équivalent a leur convergence uniforme sur les bornés
de X. Nous généralisons ainsi les résultats de G. Beer [12] établis dans le cas
des régularisations de Baire-Wijsman (® = ||-|]).
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1. Introduction

La théorie des convergences variationnelles a connu un développement con-
sidérable depuis les travaux de R. A. Wijsman en théorie de la décision statistique
[34, 35] et ceux de U. Mosco en théorie des inéquations variationnelles [28, 29]. Du
fait de leur réle crucial en optimisation et en théorie d’approximation, ces conver-
gences ont fait I’objet de nombreuses études tant sur le plan théorique que celui des
applications(voir par exemple [1, 5, 18, 20, 26, 27, 33]). De ces études fructueuses,
plusieurs importantes notions de convergences ont été mises en évidence [1, 4, 9,
16, 33], dont les plus connues sont la slice convergence et la convergence d’Attouch—
Wets. La premiere était introduite formellement pour la premiére fois dans [33] puis
étudiée intensivement dans [3, 9, 11, 16]. Elle constitue une extension naturelle de
celle de Mosco au cas des espaces vectoriels normés quelconques et coincide avec
cette derniére si et seulement si I’espace considéré est réflexif [13]. La convergence
d’Attouch—Wets correspond & la convergence uniforme sur les bornés des fonctions
distance et coincide avec la convergence précédente dans le cas de la dimension
finie. Cette convergence s’est révélée tres adéquate pour ’étude quantitative de la
stabilité d’une classe de problémes d’optimisation [4, 5, 6, 14, 15] et la distance
épigraphique qui lui est associée possede un potentiel important pour estimer la
rapidité de convergence de suites d’ensembles et de fonctions [4, 15], de plus elle
possede de nombreuses propriétés de stabilité dans le cas convexe méme en 1’absence
de réflexivité [6, 8, 15, 27]. En outre ces deux convergences conservent la biconti-
nuité de la transformation de Legendre-Fenchel dans le cas des espaces vectoriels
normés quelconques [8, 9], ce qui justifie le réle primordial qu’elles peuvent jouer
en analyse non linéaire notamment en optimisation convexe et en théorie de dualité
dans les espaces non nécessairement réflexifs [23, 27].

L’objet de cet article est de caractériser, dans le cas des fonctions convexes et
dans le cadre d’un espace vectoriel normé quelconque X, ces deux convergences
en terme d’approximations inf-convolutives associées & des référentiels généraux.
Plus précisément, nous montrons que la slice convergence d’une suite de fonctions
convexes est équivalente, d’une part a la convergence dans le méme sens des suites
associées d’approximations inf-convolutives de parametres assez petits relativement
a un référentiel ® positif borné sur les bornés de X, et d’autre part a la convergence
simple des suites régularisantes définies dans le théoreme 3.10 de ce papier. Nous
démontrons également que la convergence d’Attouch—Wets de la suite initiale est
équivalente & la convergence dans le méme sens de ses suites d’approximations
associées & ® lorsque les parametres A tendent vers 0; ce qui est encore équivalent &
leur convergence uniforme sur les bornés de X. Nous généralisons ainsi les résultats
de G. Beer [12] établis dans le cas des régularisations de Baire-Wijsman.

Les démonstrations que nous présentons ici sont originales. Celles utilisées pour
la slice convergence sont de nature analytique, basées en principe sur la biconti-
nuité de la transformation de Legendre-Fenchel pour cette convergence et sur les
lemmes préparatifs de la section 3. Elles différent de celles de [12] qui sont de na-
ture géométrique et basées sur certains théoremes de séparation moins classiques.
Celles utilisées pour la convergence d’Attouch—Wets sont basées a la fois sur la
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bicontinuité de la transformation de Legendre-Fenchel pour cette convergence et
Paspect quantitatif des pseudo-distances qui lui sont associées (lemme 4.1).

2. Rappels et notations

Soit. X un espace vectoriel normé de dual topologique X*. Les origines de X
et X™* sont notées respectivement par 8 et 8*, leurs boules unités fermées par U et
U*, et les topologies faibles o(X, X*) et o(X*, X) par w et w*. Le domaine effectif

et ’épigraphe d’une une fonction f € R sont notés respectivement par
Dom f:={zx € X | f(z) < +oo},epif :={(z,a) € X xR | f(z) < a}.

On dit que f est propre si Dom f # 0 et f(xz) > —oo pour tout z € X. La
transformée de Legendre—Fenchel de f, notée f*, est la fonction définie par

f*(y) == sup{(z,y) — f(z) | = € Dom f},Vy € X
Pour chaque f € T'(X) on associe le sous-ensemble de X x X*

Of :==A{(z,y) € X x X* | f(z) + f*(y) = (z, )}
appelé sous-différentiel de f, et le sous-ensemble de X x R x X* noté

A(f) = A{(z, f(x),y) € X xR x X* | (z,y) € O}

I'(X) (resp. T'(X*)) désigne ’ensemble des fonctions convexes propres semi-con-
tinues inférieurement (s.c.i) (resp. convexes propres w*-s.c.i). C(X) (resp. C(X*))
désigne l’ensemble des parties non vides convexes fermées de X (resp. non vides
convexes w*-fermées de X*). Si E est un sous-ensemble non vide de X on note,
E-={CeCX)|CNE#0}tet ETT :={C€(C(X)|J>0:C+eU C E}.
On définit alors sur C(X) la topologie 7, (resp. 7;7) ayant pour sous-base tous les
ensembles de la forme V'~ ol V est un ||-||-ouvert de X (resp. ceux de la forme
(F¢)*™ ou F est une partie non vide convexe ||-||-fermée bornée de X) [9, 12].

DEFINITION 2.1. [9] La slice topologie 7, définie sur C(X) est la topologie qui
a pour sous-base tous les ensembles de la forme V'~ ou V est un ||-||-ouvert de X,
plus ceux de la forme (F°¢)*+ ou F est une partie non vide convexe ||-||-fermée
bornée de X.

11 est prouvé dans [9, 16] que la slice topologie définie sur C(X) est la topologie
la moins fine rendant continues toutes les fonctions “gap” (D(F,.))r, ot F est un

convexe non vide ||-||-fermé borné quelconque de X avec
D(F,.):C € C(X) = D(F,C) :=inf{||b —al|, (a,b) € C x F} € R".
Si on remplace dans la définition précédente “F' convexe ||-||-fermé borné” par “F

convexe w-compact” on retrouve la topologie de Mosco 737 [1, 9, 12].

On définit de méme la slice topologie duale 7} sur C(X*) [9] comme étant la
topologie qui a pour sous-base tous les ensembles de la forme V'~ ot V est un ||-||.-
ouvert de X*et ceux de la forme (K¢)™" ou K est un convexe non vide w*-fermé
et ||-||«-borné de X* (convexe w*-compact de X*).

Si C, D sont deux parties non vides fermées et p > 0 on note, C, := C' N pU,

e,(C,D) := sup d(z,D) et H,(C, D) := Max{e,(C,D),e,(D,C)}.
z€C)p
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DEFINITION 2.2. [4] La topologie d’Attouch—-Wets T4w définie sur C(X) est la
topologie qui a pour base de voisinages d’un C' € C(X) tous les ensembles de la
forme U, _(C) := {D € C(X) | ¢,(C, D) < ¢}, plus ceux de la forme US_(C) :=
{DelC(X)|e)D,C)<e} (p>0,e>0).

La topologie d’Attouch-Wets a été intensivement étudiée dans [2, 4, 5, 6, 8,
14, 15, 23, 27]. Elle est strictement plus fine que la slice topologie et coincide avec
cette derniére dans le cas de la dimension finie [4, 33]. soient f, f, n € N des
fonctions de I'(X'). On rappelle les définitions suivantes [1, 4, 9, 12, 20, 28, 29, 33]:

(1) On dit que (f™),, épi-converge vers f (pour la topologie de la norme) et on
note f* - f si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

(i) Yz € X, Yo, L 2, f(2) < Limf™(z,);

(i) Ve € X, Fz, A, z, f"(z,) = f(x).

Si (f™), épi-converge vers f a la fois pour la topologie forte et la topologie
faible de X, (f™),, est dite alors Mosco convergente vers f et on note f” M, f-

(2) On dit que (f™), est slice convergente vers f et on note f* — f si et
seulement si la suite des épigraphes (epi f™),, converge vers I’épigraphe epi f pour
la slice topologie définie sur C(X x R) conformément & la définition 2.1. De fagon
équivalente, f™ %5 f si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites
[12]:

(i) Pour tout ||-||-ouvert W de X et tout a € R, la condition epi f € (W x
]—o00, a[)” implique que epi f™ € (W x ]—o0,a[)” éventuellement pour tout n € N;

(ii) Pour tout [|-||«-ouvert V de X* et tout n € R, la condition epi f* €
(V x ]—o0,n[)~ implique que epi f™ € (V x ]—o0,n[)~ éventuellement pour tout
n €N . B

De méme, f* - f (resp. f™ SLIN f) si et seulement si epi f Loy epif (resp.

+

epi f™ — epi f) dans C(X X R).

(3) On dit que (f™),, converge vers f au sens d’ Attouch—Wets et on note f™ AW
f si pour tout p > 0,

H,(f", f) := Max{e,(epi f", epi f), e, (epi f, epi f")} — 0.
(4) On dit que (f™), converge uniformément sur les bornés de X vers f et on
note f" R f si Dom f™ = Dom f pour tout n assez grand et

sup{|f"(z) — f()| | # € Dom f N pU} = 0

pour tout p > 0 tel que Dom f N pU # 0.

(5) On dit que (f™), converge simplement vers f et on note f™ — f si pour
tout z € X, f(z) — f(=).

Pour la définition de la convergence d’ensembles au sens de Painlevé-Kuratowski
(P-K) dont nous aurons aussi besoin, le lecteur pourra consulter [1, 3].

Il est facile de voir que la convergence uniforme sur les bornés est plus fine
que la convergence d’Attouch—Wets et que cette derniere est plus fine que la slice
convergence, qui & son tour est plus fine que I’épi-convergence pour la topologie de
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la norme [12, 33]. I est aussi important de noter & ce niveau (voir [8, 9]) que

(fo 5 e f2 5 et (fo 28 fes 2 2% 1)

dans tout espace vectoriel normé. La slice convergence et la convergence simple sont
en général incomparables [19, 32], mais le couplage des deux convergences dans le
cas convexe est équivalent & une autre convergence sur I'(X*) pour une certaine
topologie appelée topologie affine duale. Plus précisément, f* — f et f* — fsiet
seulement si (epi f*),, converge vers epi f* pour la topologie définie sur C(X* x R)
ayant pour sous-base d’ouverts tous les ensembles de la forme (V x]—oo,n[)” ou V
est un ||||«-ouvert de X* et 7 € R, plus ceux de la forme (H°)** ou H est le graphe
d’une fonction affine continue (z,.) — o (z € X,a € R), définie sur X* [7, 9, 12];

et on note alors f™* RES f*. Pour plus de détails sur les convergences précédentes
et leurs diverses caractérisations le lecteur pourra se référer par exemple a [1,4, 9,
16, 33].

On appelle référentiel [24], toute fonction & : X — R convexe, paire, continue
et nulle en zéro et coercive, i.e. ®(x) > A||z|| — B pour tout x € X, ot A > 0 est la
constante de ccercivité de ® et B > 0.

DEFINITION 2.3. [24] Soient ® : X — R un référentiel, f € T'(X) et A > 0.
Posons &) = ®(5). On appelle approximation inf-convolutive de f de parametre
A associée au référentiel @ la fonction convexe fy définie pour tout x € X par

Ja(@) = 1V8@) 1= Inf {f() + x(e —w)} = int {5+ 2(T31)}.

En utilisant la ccercivité de @, il est facile de vérifier que f > —oo si % >
d(0*,Dom f*). Si de plus ® est finie et majorée sur les bornés alors fy l’est aussi,
et donc f) est finie et continue en tout point. En outre, les f, forment quand
A J 0 une famille croissante vers f. Les régularisations de Baire—~Wijsman sont les
approximations inf-convolutives associées & ® = ||-||, celles associées & & = 1||-||?
sont les approximations de Moreau—Yosida. Pour plus d’informations sur les études
faites sur différents types de référentiels le lecteur pourra se référer a [1, 4, 5, 12,

22, 24, 30).

Dans toute la suite, sauf mention expresse, f, f™, n € N désigneront des
fonctions de T'(X) et & : X — Rt un référentiel positif.

3. Caracterisation de la slice convergence
en terme d’approximations inf-convolutives

Nous allons tout d’abord montrer que la slice convergence d’une suite de fonc-
tions de I'(X) est équivalente  la convergence dans le méme sens des suites associées
d’approximations inf-convolutives généralisées de parametres assez petits. Pour
prouver ce résultat et d’autres de cette section, nous utiliserons les cinq lemmes
suivants:
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LEMME 3.0. Soient Ao, Yo, 71 € R tels que \g > 0, 1 = o et fa, () = 0.
Alors il existe R := W > 0 tel que
u
) e —ull < B}

(1) fa@) =it { f(u) + 0 (%

pour tout A € ]O ﬂ] vérifiant fr(z) < 1.

PREUVE. En effet, f(u) + ®(**) > 70 Yu € X, et donc f(u) + (%) >

Yo+ ®(F5*) — (%) pour tout u € X. Mais pour A € ]0, Ao et y € X nous avons

(L) = <I>( 1) < )\—’\0@(%) < ®(%). Ainsi pour A € ]O,%] et ||z —ul| > RA on
obtient
f) + #(557) > 20+ (1——) (H‘)
2% + (1 - B)
x — u|
> -B A(l - —) ”
Yo + e h
Allz — ull
>~y — B+ =
Z 70 + D) b\ >m
Enfin, si fy(z) < 711, l'inégalité précédente montre que (1) est vérifiée. O

LEMME 3.1. Supposons qu’il existe Ao > 0 tel que /\% > d(0*,Dom f*) et fi —
fr pour tout X €10, Xo]. Alors f* - f.
PREUVE. Soit z, I, . Nous avons () < fM(2n) + 2(552). Or fa(z) =
Lim f{!(z) < Lim[f™(z,)+®(*5")] < Lim f"(z,) pour tout A € ]0, Ao]. En faisant
tendre X vers 0 on obtient f(z) < Limf"™(zy).
_ Soit z € X. Il suffit de montrer qu’il existe z, M) z telle que f(z) >
Limf™(zy). Si z ¢ Dom f, on peut prendre z,, := z. Supposons que z € Dom f.
Comme f}! (z) = f,(z) € R, il existe v € R et ng € N tels que f} (z) > o pour
tout n > no. Soit (Ax)ren C ]0,32] telle que A | 0. Puisque f7 (z) = fx, (z) <
flz) + , il existe ny € N tel que f{ (z) < f(= )+ 1 # bour tout n > ng. On peut
supposer sans nuire & la généralité que (ng)ren+ est strictement croissante. Posons
v :=f(x)+1let R:= w. D’apres le lemme 3.0, pour tout n > ny nous
avons

PRy (o - _ 1
(@) =it {7 w) + (57) [l —ull < B} < (@) + 7
Ainsi, pour tout k € N* et n > ny, il existe 28 € 2 + R\U tel que f*(2F) <
k
fr(ah) + 8(55=) < f(z) + ;. Do, en considérant la suite (2 )nen définie par
Il

Tp 1= w’fl pour ni < n < ngy1 et x, arbitraire pour n < ng, nous obtenons x, —
et f(z) > Limf"(z,). O
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+
LEMME 3.2. Supposons que f" LN f. Alors (f™)n est uniformément minorée
sur les bornés de X.

PREUVE. Soit r > 0. Comme f € I'(X), il existe v € R tel que f(z) > v pour
tout z € (r + 1)U. Ainsi d(epi f,D) > 0, o D := rU x {v — 1}. Par hypothese,
il existe ng € N tel que d(epi f*, D) > 0 pour tout n > ng. Ce qui implique que
inf,.yy f™ > v — 1 pour tout n > nyg. O

Dorénavant, ® sera supposé de plus borné sur les bornés.

s

LEMME 3.3. Supposons que f" Loy f. Alors (f{)n est uniformément majorée
sur les bornés de X pour tout A > 0.

PREUVE. Soit T € Dom f. Considérons l'ouvert V := B(Z,1) x |—o0,n[ avec
n:= f(T) + 1 et B(Z,1) est la boule ouverte de centre T et de rayon 1. Comme
epif NV #0, il existe ng € N tel que epi f*" NV # 0 pour tout n > ng. Soit alors
(Zn,tn) €epi f"NV,n > ng. Pour A >0 et x € rU nous avons alors

T —Xp

A

)<n+ sup &.

r+l=l+1
Y U

@) < f@a) + o

Ce qui acheve la preuve car ® est borné sur les bornés. O

LEMME 3.4. Supposons qu’il existe A9 > 0 tel que )\% > d(6*,Dom f*) et f§ —
fx pour tout X € 10, Xo]. Alors (f})n est uniformément Lipschitzienne sur les bornés
de X pour tout X € ]0, \o].
PREUVE. Soit A1 := % Puisque f{, =5 fy,, il existe z, M) 0 telle que
IR (@) = fx,(0) € R Par suite, il existe v1 € R et n; € N tels que f} (zn) <
pour tout n > ni. Comme f} 5 fro alors fr,(0) < Limf{ (zn), il existe donc
Y € Ret ng € N tels que f{ (z,) > f{ (zn) = Y0, Vn > no. On peut supposer
que nq > ng. Posons R := w > 0, d’apres le lemme 3.0 nous avons pour
n>=>n

Tpn— U

R, (n) = inf { £2(u) + (F0) |llz —ull < RA} <

Il existe alors une suite (up)pzn, vérifiant ||u, — 25| < RA\ et fP(un) < M

pour tout n > ny. Par suite (un)n>n, est bornée. Soient A € ]0,Ao], 7 > 0 et

M := sup lim 4its 2T+R)\1U@ < +o00. Pour tout n > n; et tout x € 2rU nous avons
A

Tn+2—Up
A
ou My := M 4+ v1 — v. D’ou, f}! a pour constante de Lipschitz sur z,, +rU

pour tout A € ]0, A¢] et tout n > ny. Comme (z,), est bornée, la famille {f{ | A €
10, Ag],n = n1} est uniformément Lipschitzienne sur les bornés. O

F(@n+2) < [ (un) + & ) <+ M < SR (@a) + M,

3M;y
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THEOREME 3.5. Les deux propositions suivantes sont équivalentes:
(i) f" 2 1.
(i) YA > 0 tel que 2 > d(6*,Dom f*), f& = fa.

PREUVE. (i) =(ii): Fixons A > 0 tel que % > d(6*,Dom f*). Par slice conver-
gence, é > d(0*,Dom f™) pour tout n > a un certain ng € N et donc {fx; f{l,n >

*

no} C I'(X). Ainsi d’aprés le théoréme 4.2 de [9], il suffit de montrer que (f})* EN
(f»)*. Or par coercivité, éU* C Dom @} et donc Dom f* N int(Dom ®%) # 0.

Comme de plus f™ —= f* [9], alors d’aprés la remarque 3.5 de [25]

D) = ™+ 85 = 1+ 35 = ()"

(il)=(i): Remarquons tout d’abord que pour chaque A > 0 tel que é >
d(6*,Dom f*), f € I'(X) pour tout n suffisamment grand. En effet: Si f{(z,) =
—oo pour une sous-suite alors les f} sont identiquement égales & —oc car f est
convexe majorée sur les bornés pour tout n. Par suite fy = —oo car f — fy.
Ce qui est absurde. L’épi-convergence étant moins fine que la slice convergence, le
lemme 3.4 et un résultat de [19] montrent alors que fi* — f pour tout A tel que
% > d(0*,Dom f*). Ainsi f* — f d’aprés le lemme 3.1. Par suite, si W est un ||||-
ouvert de X et a € R tels que epi f € (W x]—o0,a[)” alorsepi f™ € (W x]—o0,af)~
pour tout n assez grand. Supposons maintenant que epi f* € (V x]—oo,n[)~ ou V
est un ||-||«-ouvert et n € R, et soient €9 > 0 et yo € V tels que f*(yo) < n — &o-
Choisissons A > 0 tel que % > d(0*,Dom f*) et yo € int(%U*) N V. Nous avons
(F2)*(yo) = f*(yo) + P35 (yo) < T avecr :=n—eo+ P35 (yo). Comme P} est continue
sur W := int(%U*) NV, il existe une boule ouverte O := B(yg,d) C W telle que
|®% (y) — P (vo)| < €0 dés que y € O. Maintenant puisque epi(fx)*N(O x]—o0, ) #
0 et fp = f alors d’apres [12] epi(f2)* N (O x ]—o0,7[) # @ pour tout n suff-
isamment grand. Il existe alors y,, € O tel que (f1)*(yn) < r; d’ou

" (yn) <7 — @3 (yn) =1 — 0 + 21 (y0) — BA(yn) <.
Ainsi, epi f™ € (V x ]—o0,n[)” pour tout n assez grand. O

COROLLAIRE 3.6. Si X est un espace de Banach réflexif alors, f™ LR ="
VA > 0 telque 5 > d(6*,Dom f*), f{ SN

COROLLAIRE 3.7. Nous avons les équivalences du théoréme 3.5 pour les référen-
tiels ® = ||-||?, p > 1.

PREUVE. Il suffit de remarquer que pour chaque p > 1, ® = ||-||? est un
référentiel positif borné sur les bornés de X. a

Pour p = 1, on retrouve le théoréme 3.7 de [12].

COROLLAIRE 3.8. Supposons de plus que ®* est de classe C'. Alors chacune
des deuz propositions du théoréme 3.5 est équivalente a:
(iii) Ao > O tel que % > d(0*, Dom f*) et f{ =5 Fro-
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PREUVE. D’apres le théoréme 3.5, il suffit de montrer que (iii)=-(i). En effet:
D’apres le théoréeme 4.2 de [9] nous avons,

(FL) = ™+ @, — f* + 8%, = (Fro)™

Comme &% = ®*(Xo.) est de classe C' alors f"* Z25 f* [25, Lemme 5.1]. D’olt
f* = f d’apres [9, Théoreme 4.2]. O

COROLLAIRE 3.9. Les propositions suivantes sont équivalentes:
(i) " 5 f.
(ii) Pour chaque A > 0 tel que é > d(0*,Dom f*) nous avons
P-K
(*) a(fy) — 9(fx),
(**) 3(u,2) € O(fx), Vn Iun,zn) € O(f]) tels que (un, fY(un),2n) —
(U, f)\(u)a Z).
Si de plus ®* est de classe C1 alors (i) est satisfaite si et seulement si (i) est
vérifiée pour un certain Ao tel que /{io > d(6*,Dom f*).

PREUVE. L’équivalence entre (i) et (ii) se déduit immédiatement par appli-
cation du théoréme 3.5 et de [3, Théoreme 4.2]. La derniére partie s’obtient par
application du théoréme 4.2 de [3] et du corollaire 3.8. O

Nous allons terminer cette section par généraliser le théoreme 3.3 de [12] au
cas des référentiels quelconques définis sur X et X*.

THEOREME 3.10. Soit ¥ : X* — R* un référentiel borné sur les bornés de
X* que l'on suppose de méme constante de ceercivité que ®. Alors les propositions
suivantes sont équivalentes:

(i) /72 1.

(il) VA > 0 tel que % > Max{d(0*,Dom f*),d(d,Dom f)}, f¥ — fr et

T — fX, ou f1¥* et fy sont respectivement les approzimations inf-convolutives
de paramétre A des fonctions f™* et f* relativement o V.

PREUVE. (i)=(ii): Soit A tel que 4 > Max{d(6*, Dom f*),d(¢, Dom f)}.
D’aprés le théoreme 3.5, fI —= f et ff € I'(X) pour tout n assez grand; et
par les lemmes 3.2 et 3.3, la suite (f{), est uniformément bornée sur les bornés.
Elle est donc équi-localement-Lipschitzienne d’apres [21], par suite f — fx d’apres
[19]. Un raisonnement analogue appliqué a (f™*),, f* et ¥ moyennant [9, Théoréme
4.2] et le fait que f** = f, montre que f{"™* — fy.

(ii)=(i): D’apres le lemme 3.1 appliqué une fois & f! — f\ et une seconde
fois & f* — f} nous avons f* — f et f™ — f*. Ainsi, si W est un ||||-ouvert
de X (resp. ||-||«-ouvert de X*) et o € R tels que epi f € (W x ]—o0,a)” (resp.
epi f* € (W x]—o0,af)7) alors il est facile de vérifier que epi ™ € (W x]—o00,a[)”
(resp. epi f™ € (W x ]—o0,a[)”) pour tout n assez grand. O

Le théoréme 3.10 s’applique évidemment aux référentiels ® = ||-||? et ¥ = ||-||4,
p,q =1, et pour p = ¢ = 1 on retrouve le théoréme 3.3 de [12].
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COROLLAIRE 3.11. Les propositions suivantes sont équivalentes:
(i) f7 2 f.

. * * * Th *

(ii) V A > 0 tel que 4 > d(6*,Dom f*), (f2)* =2 ()"

PREUVE. D’apres les théorémes 3.5 et 3.10, f™ — f si et seulement si f LI

fx et f = fx pour tout A > 0 tel que % > d(6*,Dom f*). Ce qui est encore

équivalent d’apres [9, Théoreme 4.7] au fait que (f7)* 24, (f»)* pour les mémes
A O

Notons finalement que si on a seulement f{! — fx pour tout A > 0 tel que
Ts
4 > d(6*,Dom f*) alors en général f* 4 f (voir [12)).

4. Cas de la convergence d’attouch-wets

Nous allons maintenant caractériser la convergence d’Attouch—Wets des suites
de fonctions de T'(X) en terme d’approximations inf-convolutives généralisées. Pour
cela nous aurons besoin des deux lemmes suivants:

LEMME 4.0. Supposons que f™ AW f et f est||-||-continue en un point xo.

Alors VY, _H, xo, f™(xn) = f(xo). En particulier si f™ AW f et [ est||||-continue

en tout point alors f* — f.

PREUVE. f étant [|-||-continue en xq, il existe M > inf,cx f(z) et n > 0 tels
que f < M sur zg +nU. Comme f" AW f, alors d’apres [14]

{zeX | (@) <M} ={f"<M} 5 {z€X | f(z) <M} = {f < M}.

Ainsi par définition de la convergence d’Attouch—Wets il existe N € N tel que
SUPyegonu (@, {f™* < M}) <n,Vn > N. Nous en déduisons que zo +3U + 53U C
{f* < M} + 3U pour tout n > N; et par [31] nous avons z¢ + 3U C {f" < M},
Vn > N. Les fonctions f™ sont donc uniformément majorées sur zo + 4U. Comme
Taw D 75 alors en vertu du lemme 3.2 et un résultat de [21], {f™,n € N} est
équi-Lipschitzienne sur z + U pour 0 < r < 7. Il existe alors a > 0 et Ny > N
tels que

2) 1) = f*(2) < ally = 2, ¥y, 2 € o + U, Vn 2 Ny.

D’autre part la convergence d’Attouch—Wets étant plus fine que ’épi-convergence,
il existe z, ﬂ> zo telle que f™(z,) = f(xo). Soit ﬂ) xo. Il existe Ny > N tel
que Zn,2n € To + U Vn > No. En utilisant(2) on déduit que f™(z,) — f(zo), ce
qui acheve la preuve. O

En dimension finie la convergence d’ Attouch—Wets est identique a ’épi-converg-
ence [4], le lemme 4.0 généralise alors le corollaire 3B de [32].
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LEMME 4.1. Soit f : X — ]—o00, +00] une fonction propre vérifiant f > —ao(||-
[| + 1) pour un certain ag > 0. Alors pour tout A > 0 tel que é > ag et pour tout
p>0
p+pag+ B+ ag

A— )\(10 ’

Hy(fx, f) <A

En particulier si (An)n 1 0 alors fi, AW f

PREUVE. Soient A > 0 tel que % > ap et p > 0. Comme fy, < f alors
H,(fr, f) = ep(epi fx,epi f). Soit (z,a) € (epifr),. Par définition de fy, pour
tout € > 0 il existe u € X vérifiant

(3) flw) +@r(z—u) <a-+e.

Comme @, > 0 alors (u,a +€) € epi f et donc

(4) d((z, @), epi f) < ||lz —ul| +e.

D’autre part, puisque f > —ap(||-|| + 1) et &) > §|||| — B, l'inégalité (3) implique
—apllul| — a0 + 4[|z —ul| - B < a+e < p+e. Comme 4 > ag alors [|lz — ul| <
AW, et par (4) on obtient finalement e, (epi fy, epi f) < )\%

en faisant tendre ¢ vers 0.

Remarquons ici que la derniére affirmation du lemme 4.2 généralise en partic-
ulier les théorémes 3.8 et 3.9 de [15].

THEOREME 4.2. Les propositions suivantes sont équivalentes:

N pn AW

@ fr=—r.

(ii) Pour tout X\ > 0 tel que % > d(0*,Dom f*), f AW -

(iii) Pour tout A > O tel que % > d(6*,Dom f*), f{ UR .

Si de plus ® est fortement ceercif, i.e. % — 400 quand ||z|| — +oo, les
propositions précédentes sont équivalentes d

(iv) Il existe Ao > 0 tel que /\% > d(6*,Dom f*) et f3, AW Fro-

PREUVE. (i)=(ii): Fixons A > 0 tel que 4 > d(¢*,Dom f*). Comme Tqw D Ts,
il existe ng € N tel que é > d(6*,Dom f™) pour tout n > ng et donc {fx; f¥,n >
ng} C I(X). Maintenant &) > §|||| —B implique %U* C Dom ®%. Ainsi,
Dom f* Nint(Dom ®%) # 0 et f{ AW fa d’apres [12, Proposition 4.2].

(ii)=(iil): Remarquons d’abord que (ii) implique que pour chaque A > 0 tel
que % > d(0*,Dom f*), fi € I'(X) a partir d’un certain rang. Maintenant, le fait
que fy soit ||-[|-continue en tout point et f} AW fx implique f{' — fx d’apres
le lemme 4.0; et donc f? -+ f d’aprés le lemme 3.1. Il existe alors une suite
bornée (z,), et M € R avec f*(x,) < M. Soient p > 0, a > 0Oet r > 0
avec ||zn|] < p et sup{®(2) | z € O‘TJ”’U} < r. Pour tout z € aU et tout n,
() < fM(@n) + @(5™) < M +r. Les fonctions f3 sont alors uniformément

majorées sur les bornés; et d’apres [12, Lemme 4.1], f{ UR I
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(iii)=>(i): Soit Ao fixé tel que £ > d(6*,Dom f*). Comme f§ Z5 fy, alors
f{, € I'(X) pour n grand et (f3,)* 255 (fap)*- 11 existe alors en vertu de [9] y,
(yn)nen et M > 0 tels que

sup{lyll«, (f20)" (@), lynll«, (fX,)* (wn) | n € N} < M.

Ainsi {fx,; fX,»n € N} est uniformément minorée par —ao(||-|| + 1) avec ag := M.
Il en est alors de méme pour {f; f*,n € N}. Choisissons maintenant A > 0 tel que
% > Max{ag, d(6*,Dom f*)} et soit p > 0. D’aprés le lemme 4.1

(5) MaX{Hp(f)r\L7fn)7Hp(f)\7f)}

p+pag+ B+ ap
<A .
= A— )\CM()
D’autre part, f* — f d’apres (iii) et le lemme 3.1. Soient 2o € Dom f et py > 0
tels que f(xo) < po et ||zol| < po. Il existe (x,), telle que [f"(z,) < po et
[|Zn|| < po. Ainsi, pour tout p > pg et tout n nous avons
p= Max{ inf f(z), inf fy(z), inf f"(z), inf f"(x)},
- llzll<p llzli<p llzlI<p llzli<p *

et d’apres la proposition 1.2 de [4]

Hp(fna f) < H9p(fna f;\l) + ng(f;\b} f)\) + ng(f)\a f); Vn.
En utilisant (5) on obtient alors

9p + 9pay + B + ap

©) Hy (1", £) < Hop(f5, ) + AT mm 200, i,
Soient maintenant £ > 0 et A\; > 0 tels que
A B
- > Max{d(@*,Domf*), 9p+9pa0 + B+ a0 + ao}.
/\1 3

Pour ce \; choisi, il existe n. € N tel que ng(f,(llafh) < € pour tout n > n.
2

car f A fr, d’apres (iii); et par 'inégalité (6) appliquée & A = A1 et n > n,

on obtient H,(f", f) < 3e, ce qui prouve bien que f” AW f. Si de plus @ est
fortement ccercif, alors ®* est bornée sur les bornés de X™*; et d’apres le théoreme
3.4 de [2], f» 2% f des quiil existe Ao > 0 tel que f 2% fy,. Ce qui acheve la
démonstration. O

Les équivalences du théoréme 4.2 ont lieu en particulier pour ® = ||-||P, p > 1.
Pour p = 1 on retrouve le théoréme 4.3 de [12].

D’apres la démonstration précédente, si f™ AW f alors fi* — fx et les f{ sont
uniformément bornées sur les bornés pour tout A > 0 assez petit. La réciproque
est en général fausse, il suffit de reprendre ’exemple 3.4 de [12].

COROLLAIRE 4.3. Les propositions suivantes sont équivalentes:

. AW

@ fr=r.

(i) VA > 0 tel que % > d(0*,Dom f*), e,(A(fr), A(fY)) = 0 pour tout p > 0.

Si de plus ® est fortement ceercif alors (i) est satisfaite si et seulement si (ii)
est vérifiée pour un certain Ao > 0 tel que % > d(6*,Dom f*).
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PREUVE. C’est une conséquence immédiate de [17, Théoréme 3.5] et du théo-

réme 4.2. O

COROLLAIRE 4.4. Si X = RP et ® : RP — R est un référentiel quelconque,

alors les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) f~ = f.

(ii) VA > 0 tel que 4 > d(6,Dom f*), 7 = fi.
(iii) VA > 0 tel que 4 > d(6, Dom f*), f7 <5 fy.
(iv) VA > 0 tel que % > d(0,Dom f*), fi = fa.

PREUVE. Elle découle immédiatement du théoréme 4.2 et du lemme 3.1. O

>|
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