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EXISTENCE GLOBALE ET STABILISATION FRONTIERE
NON LINEAIRE D’UN SYSTEME D’ELASTICITE

A. GUESMIA

Résumé: Dans ce travail, on étudie 'existence, 'unicité et la stabilisation d’un
systeme d’élasticité par un feedback frontiere non linéaire. On applique la théorie des

semi-groupes non linéaires et des inégalités intégrales.

Abstract: In this paper, we study the existence, the uniqueness and the stabiliza-
tion of an elasticity system with a nonlinear boundary feedback. We use the nonlinear

semigroup theory and some integral inequalities.

1 — Introduction

Soit © un ouvert borné non vide dans R (n =1, 2,...) de frontiére I' de classe
C? et soit aijki, 4, J,k,0 = 1,...,n un ensemble des fonctions dans W1o2(Q) tels
que

(1.1) Qijki €ij €Kl = QL Ejj Eij €6 Qijkl = Aglij = Qjslg Sur )

pour un nombre a > 0 fixé et pour tout tenseur symétrique e;; (dans toute la
note, on utilisera la convention de sommation sur les indices répétés). On fixe un
point zg = (29, ...,2%) € R" et on note

(1.2) h(.%') =T — X0, R= HhHLoo(Q) .
Posons
(1.3) Iy = {:B el h(z).v(r) < O} et It =I\Ig

avec Iy NTo =0 et v = (v1,...,vy) est le vecteur normal extérieur & I
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Soient a>0et g;: R—R, i=1,...,n des fonctions continues croissantes telles
que g;(0) = 0.
Pour une fonction donnée v = (uq, ..., uy):  — R™ on pose

1
€ij = ) (Uz‘,j + uj,i)a 0 = Qijki €k sur €2

N ; Ou PSS L.
ou, u;; = gz; et uj; = 7.2 En cas de nécéssité de précision on note e;;(u) et

aij(u) au lieu de Eijy Oij-
Considérons le systeme

uf — 045, =0 dans Q x RT,
w; =0 sur [p x R,

(1.4) oijvj+au; +gi(u,) =0 sur 'y x RT,
u;(0) = ud et uwl(0) =u} surQ,
1=1,..,n,

otr, Rt = [0, +00), ’:%, aim-:% et u;(0), u;(0) désignent, respectivement, les
J
fonctions x — u;(x,0), z +— u}(z,0).
On définit ’énergie de la solution par la formule

1 1

(1.5) E(t):f/(u;ug—}—aijsij)dx—kf/ auvju;dl', teR".
2 Ja 2 Jr,

On observe que E est une fonction positive, et par la formule de Green on obtient,

formellement,

(L6) ()=~ [ uigdr <o,
1

(remarquer que x g;(z) > 0 pour tout « € R) et par suite I’énergie est décroissante.

Dans [1], Alabau et Komornik ont obtenu la stabilité uniforme du systéme
(1.4) dans le cas ou, a;ji =const et g;(z) =bx avec b>0. Le but de ce travail est
de généraliser ces résultats au cas non linéaire avec des coefficients a;;r; dépen-
dants de la variable de I'espace.

On suppose que

(1.7) I'p#0 ou a>0
et
(1.8) lgi(x)| <é(1+z)), VzeR,

pour des constantes ¢; > 0,1 =1,...,n.
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On définit trois espaces de Hilbert H, V et W par
H= (@), Julf = [ wude,
Q

V=L @), [ul? :/Qaij ydo+ [ auuidr
1

ou, H%O(Q) ={ve HY(Q): v =0 sur Iy} (d’apres les conditions (1.1), (1.7)
et I'inégalité de Korn on constate que cette formule définit une norme sur V
équivalente & la norme usuelle de (H(2))") et

W= (B2 L), lulf :/Q(Aui Aui + a6 da + [ auiugdr
1

On identifie H avec son dual H’. On obtient donc
WcVCcH=H cV cw,

avec injection compacte et dense.
On a le résultat d’existence et d’unicité suivant:

Théoréme 1.1. On suppose que les conditions (1.1), (1.7) et (1.8) sont
satisfaites. Pour toute donnée initiale (u®,u') € Vx H, le systéme (1.4) admet
une solution (au sense faible) unique u vérifiant

u e CRYV)NCHRY; H) .

L’énergie de la solution, définie par (1.5) est décroissante. D’autre part, si z est
une autre solution du systéme (1.4) correspondante a (2°, 21) € Vx H, alors on a
Pestimation suivante:

(1.9) [E(u = 2)||l Lo ey < E(u—2)(0) .

Pour la régularité de la solution on a le

Théoreme 1.2. Sous les conditions du Théoréme 1.1 on a: pour toute
donnée initiale (u®,u') € W x V telle que

(1.10) oij(u®)vj +aud + gi(uj) =0 sur Ty
la solution u (dite forte) du systéme (1.4) vérifie

(1.11) u € L°RT;V) et W€ LR H).



364 A. GUESMIA

Si de plus, les fonctions g; sont globalement Lipschitz alors on a:
(1.12) u € LR W) .

On étudie maintenant la stabilité du systéme (1.4). On désigne par + le plus
grand nombre positif tel que

(1.13) (241 — him OmQijrt) €ij €k > Y Qiki €ij €k sur Q

Oa;jk
OTm

pour tout tenseur symétrique e;; out, hy,(z) = pm — 2V et Om@ijrl =

On suppose que
(1.14) |t —x9| =R pour tout z €Il .

La condition (1.14) est vérifie pour tout domaine 2 ou, la partie I'; de sa frontiere
est une sphere; par example

Q:{xGRn:r<|xfa:0|<R},

o, 0<r<RetI'y={zel: |zr—xz9/=R}our=0etTy=0.
Le résultat principal de ce travail est le suivant:

Théoréme 1.3. On suppose que les conditions (1.1), (1.3), (1.7), (1.13)
et (1.14) sont satisfaites. Supposons que les fonctions g; vérifient, pour deux
constantes p € [1,+00), q € ]0,1] et pour des constantes ¢; > 0,1 =1,2,3,4

(1.15) clzlP <lgi(x)| < eglz|?  si|z] <1
et
(1.16) cslx) < |gi(z)| <eqlx| sifz|>1.

Alors, pour tout (u°,u') € V x H, la solution du systéme (1.4) vérifie les estima-
tions

(1.17) Et)<MgE0)e™™ Vi>0 sip=qg=1

et

(1.18) E) <M (1+t) 7% Vt>0 si (p,q) #(1,1),

o, r = min{lﬁ, qi—ql}; w, My > 0 sont des constantes indépendantes de E(0) et

M > 0 est une constante dépendante de F(0).
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La condition (1.16) implique que g; n’est pas bornée. Le résultat suivant
montre qu’on peut affaiblir cette condition pour les solutions plus régulieres.

Théoréme 1.4. Sous les conditions (1.1), (1.3), (1.7), (1.13) et (1.14).
Si les fonctions g; vérifient (1.15) telles que

p>1 sin=1,
(1.19) p>1 sin=2,
p>n—1 sin>3

et la condition suivante, pour X\ = p%l(p —5=) (et X>1 si p=1) ou,

2. 29 ot ¢z >0,

r= mln{p—Jrl, iy

(1.20) lgi(z)| < cslz|r si|z] > 1.

Alors, pour toute donnée initiale (u’,u') € W x V vérifiant (1.10), la solution du
systeme (1.4) vérifie les estimations (1.17) et (1.18) avec des constantes My, M
et w dépendantes de u.

Remarques.

e Le Théoreme 1.3 améliore les résultas de Alabau et Komornik [1] o, ils
ont obtenu la stabilité uniforme de (1.4) dans le cas linéaire g;(z) = b=,
aijki = const et sous la condition a < 3.

e Dans le cas linéaire g;(z) = bz, b > 0, on a donné dans [6] une estimation
du taux de décroissance en fonction des parametres v, «, b et R. De méme,
on donnera dans la démonstration du Théoreme 1.3 une estimation de w et
M.

e Les résultats de ce travail restent vrais dans le cas o, a est une fonction
positive dans C1(T';) telle que a > ag > 0 sur T'y si [y = 0.

e Pour les Théoremes 1.1 et 1.2, on peut affaiblir la condition (1.8) en ad-
mettant des nonlinéarités surlinéaires, comme cela a été fait auparavant
pour I’équation des ondes (voir Komornik [7]): on suppose qu’il existe des
constantes ¢; > 0 et ¢; € [1,+0), i = 1,...,n telles que ¢;(n —2) < n et
gi(z) < (1 + |z]|%), Vo € R.

e La démonstration du résultat d’existence et d’unicité est basée sur la théorie
des semi-groupes non linéaires (voir [2], [3] et [7]). Pour prouver les Théore-
mes 1.3 et 1.4 on utilise des inégalités intégrales appliquées dans [4], [5], [8],
[9] et [16], la methode de la théorie du contréle (voir [10] et ses références)
et quelques inégalités de [15].
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2 — L’existence et ’unicité de la solution

On prend application du dual A: V — V', par la condition (1.8) la formule
<Bu,v>V/’V ::/Flgi(ui) vidl', u,veV

définit une application B: V' — V' (non linéaire en général). En effet, on utilise
(1.8) et I'injection continue

V.CH ()" C (L))"

On trouve

‘/Flgi(Ui)vi dI“ = </rlgi(“i)gi(uz‘)all“1>é </I‘1Ui v; df)é

< c(t{lullv) [lvflv < oo

D’out Bu € V' pour tout u € V.
On multiplie I’équation dans (1.4) par v € V' et on integre par parties sur €.
On utilise les conditions au bord et on obtient

0= / ij ) v; dx
—/ ui v + o (u )vi,j) dx —/Uij(u) vjv; dl
r
=/ (uz Vi + aijrr e () Eij(v)) dx +/ (a u; v; + gi(uj) Ui) dl’
Q Iy

= <u”—|— Au + B/, v>

)

YA
donc
(2.1) '+ Au+Bu' =0 sur RT .
On pose

=z, U:=(u,2) et AU:=(—z Au+ Bz).
On peut écrire le systeme (1.4) sous la forme

(2.2) U+AU =0 sur RY,  U(0) = (u°,u') .
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On définit 'espace de Hilbert H = V' x H et on considére I'opérateur A définie
dans ‘H, de domaine

D(A) ={U=(u,2) eVxV: Au+ Bz € H} .

Lemme 2.1. A est un opérateur maximal monotone dans H.

Démonstration: La croissance des fonctions g; donne la monotonie de A.
En effet, pour U,U € D(A) on a

<AU—AU, U—U> :<2—z, u—a> +<Au—Aﬂ+Bz—Bé, z—2>
H 14 H
= —<z—2, u—ﬂ>v + <A(u —u)+ Bz— Bz, z— £>V’ .
:<Bz—Bé, z—2>
AT

= /Fl (gi(zi) — gi(z})) (Zi — 271) dr Z 0 .

On montre maintenant que opérateur I + A est surjectif. En effet, soit
(u®, 2%) € H, on cherche (u,z) € D(A) tel que (I + A)(u,z) = (u’, 2°), c’est &
dire

u=z+u" et z4+Az+Bz=2"— A .

Donc il suffit de montrer que I + A+ B: V — V’ est surjectif et de prendre
u=z+uletz€Vitelque (I + A+ B)z=2"— Au’. Soit f € V', on pose
F: V — R définie par

1 1 "
Plw) = 5l + 5 lulf + 3 [ Gilw) dr = (f u)vry
=1

ou, G;(t) = fg gi(s)ds, t € R. On utilise (1.8) et on trouve que F est bien définie,
continue, differentiable et on a

F'(u)v:<(I+A+B)u—f, U> , Yu,veV.

vV
De plus, la monotonie des g; implique la convexité de F, et comme F(v) — oo
quand [|v|ly — oo (car F(v) > (3 |v]lv — [|f]lv/) [[v]lv), alors F atteint son mini-
mum en un point u. Donc F'(u) =0, c’est a dire (I + A+ B)u = f.

On applique la théorie des semi-groupes non linéaires et on trouve le Théoreme
1.1 et la premiere partie du Théoreme 1.2.

La démonstration de la deuxieme partie du Théoreme 1.2 se termine si on
montre le
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Lemme 2.2. Si, pour tout i = 1,...,n, g; est globalement Lipschitz, alors
D(A) = {(u,2) € WxV: oy(u)vj + au; + gi(z;) = 0 sur I'1} et il existe une
constante ¢ > 0 telle que

(2.3) lullw < e (IAu+ Bzllm + [2lv) ¥ (u,2) € D(A) .

Les propriétés (1.11) et (2.1) impliquent que u’ € L®(R*; V) et Au+ Bu' €
L>®(R*; H). On applique (2.3) et on obtient (1.12).

Démonstration du Lemme 2.2: Soit (u,z) € W xV tel que o4j(u) v; +
au; + gi(z;) = 0, sur I';. Pour que soit (u,z) € D(A), il reste & montrer que
Au+ Bz € H. Pour cela, il suffit de prouver I'estimation

(2.4) ‘<Au—|—Bz, U>V/V\ <clv|lg, VYveV

pour une constante c. On utilise la définition du A et B et on obtient
<Au+ Bz, U>V/’V = /Qaij(u) eij(v) dx +/F1(aui v; +g¢(zi)vi) dr .

Comme u € W, on applique la formule de Green au terme o (u) €55 (v) =045 (u) vs ;.
On obtient

<Au + Bz, v> = — -/Qaz-m(u) v;dr + <0’¢j(u) vi +au; + gi(zi)) v; dT’

=— [ ojii(w)v;de .
[ ot

Comme u € W, alors (01, ..., 0njj)(u) € H, et par suite on trouve (2.4). (Cette
inclusion montre que D(.A) est dense dans H sans la condition: g; est globale-
ment Lipschitz; car on constate maintenant que (HZ(Q))" x (H(2))™ C D(A)).
D’autre part, soit (u,z) € D(A) c’est a dire: u,z € V et Au+Bz € H, donc pour
tout ve V ona

vV I

<Au + Bz, ’U>V/ v = <Au + Bz, U>H ,

)

et par suite

[outwes@dz = [ foide + [ hvar
Q 0 1—\1

oun, fi=(f1,..., fn) = Au+Bz et h; = —au; — g;(z). Cette égalité implique que
u est la solution faible du systéme suivant:

—045,5 — fl dans Q,

u; =0 sur Iy,

Oij Vj = hl sur Fl,
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Ona feHet h:=(hy,...,hy,) €V, eneffet, f€ H, ueV par hypothese et comme
gi est globalement Lipschitz (remarquer aussi que g;(0) = 0), alors

/Qgi(zi)gi(zi)dx < C/sz' z < cHzH%/ < o0

et
19001 Vaizol do = [ 161G V2 da

< c/ V2| |Vl de < c|z|f < oo .
Q

Donc on applique la théorie de la régularité elliptique (remarquer que [oNTy = ()
par hypothese), on conclut que we W, oy(w) v; +au; + gi(z;) = 0 sur I'y et

lulw < ¢ (lAu+ Bzlln +11(g1(21), - gu(z))llv) < e (Au+ Bzl +]lz]v) -

D’ott (2.3). La démonstration du Lemme 2.2 est terminée. u

3 — Démonstration du Théoréme 1.3

On va montrer les estimations (1.17), (1.18) pour les solutions fortes, par
arguments de densité (voir Lemme 2.2 et [9, Lemma 2.2]), le résultat se généralise
aux solutions faibles. On prend alors la donnée initiale (u”,u!) dans Wx V telle
que (1.10), donc la solution du systeme (1.4) vérifie (1.11) et (1.12).

Lemme 3.1. La fonction E: Rt — RT définie par (1.5) est décroissante,
localement absolument continue et

T

(3.1) / / o gi(uh)dT dt = E(S)—E(T) < E(S)
S JI'y

pour tout 0 < § < T < o0.

Démonstration: On fixe 0<S<T <oo, d’apres (1.4) et (1.5) on a I'égalité

T
0= /S /Q(u;'—aij,j)u;dxdt

T T

:/ /(ué’ug—f—aiju;j)dxdt —/ /Uijl/jugdfdt
S JQ ’ S Jr

_ r /i o T o o

= (uj w; + 045 €;5) dr dt + aw; u; + u; gi(ug) ) dl dt
S JQ S JI

— B(T) - E(S) + /:/Flu; gi(ul) T dt .
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Et par suite

T
(3.2) E(S) - E(T) :/S /Fluggi(ug)dfdt.

Or zg;(x) > 0, Vz € R, donc le terme de droite de (3.2) est positif; alors E est
décroissante. L’identité (3.2) implique aussi que F est localement absolument
continue, et comme E est positive alors (3.1) est satisfaite. m

On démontre le Théoreme 1.3 en plusieurs étapes.

Etape 1. On fixe T > 0. Pour tout (y°,%!) € H, cherchons un contréle
¢ € (L?(I'1 x[0,T]))™ tel que la solution du systeme

Yl — 04 (y) =0 dans Qx 0,77,
y; =0 sur I'g x [0, 77,

(3.3) oij(y)vj + a0y = ¢ sur I'1 x [0, 77,
yi(0) =0 et y.(0)=0 sur Q,
1=1,...,n

vérifie

(3.4) y(T) =4, y(T)=y" sur Q

ot, 0 <ag<Jg si a>7Jg et ap=a sinon.
Soit (v, v!) € H, on considere le systeme suivant:

v —045(v) =0 dans Qx[0, T,
v; =0 sur T'ox [0, 77,

(3.5) oij(v)vj+agv; —v; =0 sur I'y x[0, 77,
v(T) =1 et v'(T) =o' sur,
1=1,..,n,

qui admet une solution unique (v(t),v'(t)) € C([0,T];H). (Il suffit de faire le
changement de variable ¢(t) = v(T'—t), t € [0, T] et appliquer le Théoreéme 1.1.)
D’apres [6, Theorem 1.3] et [5, Théoreéme 2], on a, il existe une constante positive
wy telle que

(3.6) Eo(v(t)) < Eo(v(T)) e =0Tt vtelo,T]

pour tout (v°,v!) € H on, Ey(v) est définie par (1.5) oli, on remplace u par v et
a par ag.
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On utilise la solution v du systeme (3.5) et on considere le systeme

w! —oi5;(w) =0 dans Qx [0, 77,
w; =0 sur I'ox [0, T7,

(3.7) oij(w) v; + agw; + w, =0 sur I'y x [0, 77,
w(0) =v(0) et w'(0) =2'(0) sur Q,
1=1,...n

qui admet une solution unique (w(t),w’(t)) € C([0,T];H) car (v(0),2'(0)) € H.

On pose y=w—wv. D’apres (3.5) et (3.7), on a y vérifie (3.3) avec ¢p=—(w'+’).
On fixe T' > wio(l —In%) et on pose d = e el donc d € ]0,1[. On définit
lopérateur linéaire A: H — H par

AW, vh) = (w(T), w'(T)) .

D’apres (3.6), on a Eg(v(0)) < % dEy(v(T)). Alors (remarquer que les fonctions
E et Ey définies par (1.5) correspondant a a et ag, respectivement, vérifient
Ey < E < £Eo; Ey(w(0)) = Eo(v(0)) et Eg(w) est décroissante)

A0, 01) e = (D), w' (D) = 2B@(D) < > Ey(u(T) <
si&mm»=2ﬂmm»<w%<<»<wﬂ<»—dw}mm

Et par conséquent,
2
Mz <d < 1.

Donc A — I est un isomorphisme de H dans H. Alors pour tout (y°,y') € H, il
existe (v0, ') € H tel que

(38) (1% y") = (A—1) (" 0") = (w(T),w/(T)) = (o, 0") = (y(T), ¥'(T)) .
D’oti le résultat (3.4). D’autre part, on multiplie la premiere equation de (3.5)

par v} et la premiere equation de (3.7) par w, on intégre par parties sur  x [0, 7]
et on obtient

(39) [ tarae = Boto(r) - Eotoo):

(3.10) /OT [ wwjdrd = Eo(w(0)) - Ep(w(T)) .
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Et par suite, (utiliser: (y°,y!) = (A—1)(0°,v!) et Al 2y < Vd)

T T
/O /Fl¢z'¢>idth < 2/0 /Fl(vi”ieriwi)dth
2 (Eo(v(T)) — Eo(v(0)) + Eo(w(0)) — E0<w(T)))

— 9 (EO(U(T)) - Eo(w(T)))

2 Eo(v(T)) < 2E(u(T)) = [|(v°0")Il3

IN

donc

B, BTN
(3.11) | oiearar < TVEACAALCE
Dloit ¢ € (LA(T' x [0, T])"

Etape 2. On applique le principe d’invariance de La Salle et on montre que
Iénergie E(t) — 0 quand ¢t — oco. En effet, il suffit de montrer cette propriété
pour (u®,ul) € Wx V tel que (1.10) et le résultat se généralise au (u°,u') € H
par arguments de densité. D’aprés le Théoréme 1.2 (on peut supposer que les
fonctions g; sont globalement Lipschitz et le résultat se généralise par 'application
du [9, Lemma 2.2]), la trajectoire {u(t),u'(t)}:+>0 est bornée dans W x V, donc
elle est relativement compacte dans H. Appliquant le principe d’invariance de

La Salle, il suffit de montrer que I’ensemble w-limite
(3.12) w{u®, u'} = {0,0} .

Comme w{u®,u'} contient seulement les donnés initiales o1, I'énergie est con-
stante, on déduit de (1.6) que v'= 0 sur I'y, donc u’ vérifie le systeme (1.4) avec
oij(u')vj = 0 sur I';. On applique [6, Theorem 1.1 et Lemma 2.2] (remarquer
aussi que F(u’) = const) on obtient v’ = 0; alors (1.4) implique que

0ij; =0 dans QO xRT,
u; =0 sur [o xR,
(3.13) oijvi+au; =0 sur ' xR,

u;(0) = u? et u(0) = ulk

; sur £,

1=1,...,n.
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Multiplions (3.13) par u et intégrons par parties, on obtient

0 :/O'ijyjuid.f :*/O'Z'jﬁjdﬂ? */ aululdf = *H’U,H%/,
Q Q Iy

ce qui implique que v = 0, d’ou (3.12). Ce résultat de stabilité forte sera utilisé
dans la démonstration de (1.18).

On montre maintenant les estimation (1.17) et (1.18). On choisit (y°,y!) =
(w(T),u'(T)), donc le systeme (3.3) admet une solution unique (y,y’) € C(R*; H)
telle que

(3.14) (y(1), (D) = (u(T), (1)) .

D’apres (1.4), (3.3) et (3.14) et par intégration par parties, on obtient
. T4 1 n
0 :/0 /Q[yz (ul - Uij,j(u)) + u; (yl — gim(y)ﬂ de di
4 Iy /
:/ /(“z Yi + Qijki Wi g yk,l) dz dt
0 JQ

* / T/ (yﬁ (aws + giluh) ) + v (ao g — qbi)) dr dt

—/ T) + g iy (T) wn (7)) dar+ [ aus(T) ui(T) dr

+// g—auyz—kyzgz( )—u;d)i)dfdt

Iy

:2E(T)+// (ag—a)uéyi—ky;gi(ug)—u;d)i)dfdt,
o Jm

ce qui implique que

815 B0 =3 [ [ (0= a)ulv i —fait)) v

D’apres la démonstration de (3.4) et (3.11),ona y =w —v, ¢ = —(w'+v') oty
v et w sont les solutions des systemes (3.5) et (3.7), respectivement, et

T
(3.16) / (w}w] +viv))dldt < E(T) .
Iy

1
(1-+d)?
On note par 0 la constante positive (dépend seulement de Q) et de a) telle que

(3.17) lelPeye < 3lel?, Veev .
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Cas p=¢=1. On a, d’apres (1.15)-(1.16), (3.1) et (3.15)(3.16),

1)< 5 [ (il + ot (@ o) ol + 1] + 6:]) aras

IA

IN

b1 (E(0 )

B )

B </0T/F (ot = 2 930+ g1 (u) i) ) dt)é
X (/OT/F1 ((a —a0)? yivi + YLy + b ¢i> dth)2

by (/T/ ul gi(u}) dth)%

T
(/ (w]w] + v, v]) dT dt + 5(a—a0)2/ (eli? + el dt)2
Iy 0

-

1

N[

(T)+26T — ” (a—ao)2 (EO(U(T)) + EO(“’(O))>>2

0

(NI

1
2

(T) +25T 2 (a—ap)? (1 + % d) Eo(v(T))>

ao

by (E(0 )é (E(T))% :

b1

1 1
\/g \/2+max{62,04}+max{c—1,g} :

b1 a
bo = —— /14+20T (a—a 2<+d>.
? 1—\/3\/ (a=a0) ao

Et par conséquent

(3.18)

ou,

by = &

Par la méme manieére que dans la démonstration de (3.18) (on

2
remplace l'intervalle [0,T] par [(m—1)T, mT]), on obtient

E(mT) <
(mT) < 17

1
—  — F
(1 + b3)m

E(m-1)T) <
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ce qui implique que E(t) < My E(0) e " avec My = 1+b3 et w = 7 In(1+ by).
D’ou (1.17).
Cas (p,q) # (1,1). On fixe t € R, soient

(3.19) rf ={oeli: u>1} et T; ={wel: | <1}.

On utilise (1.15), (1.16), (3.1) et on obtient (dans toute la suite, ¢ désigne une
constante positive dépendante de E(0) et de T')

[ wiistava < ([ sararar) ( /T/_mdmf
<// |up+1dfdt> (/ /71) vé—{—wgwg)dth)%

¢ (B(0) - B(T)) 7 (BEM)*

| /\

N

IN

de méme, en utilisant (3.17),

T % T %
// (a—ao)]u;Hyildth§6< u;u;dfdt) (// yiyidfdt)
0Jr; T
T >
() f poiarac Y ([ (lf-+lul?) o)
0

c(B© —E(T))p“ (EM)* ;

IA

(S

IN

et par la méme maniere, on a

/OT/F;!yngi(u;)ydrdtch/ gi(u}) gi(u} dI‘dt) (// yZyZdth> <
<// |gi(u |q dth) (/ /Uv§+wl’-w§)dfdt)%

c(B(0) - E(T))m (E(T))2 .

| /\

IN

D’autre part, et comme dans le casp=¢g=1, on a

//F+ a—ap) uw;y; + ui ¢ — yi gi(u ))dfdt<c(E(())—E(T))
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Alors, on substitut ces inégalités dans (3.15), on obtient
(E(T))% < ((E(O) _ E(T))% + (B0 - E(T))ﬁ + (B(0) - E(T))‘I%> ,
ce qui implique que
B(0) < ¢ (E(O) — B(T) + (B(0) - E(T))T‘Q“ + (B(0) - E(T))‘ﬁfl> .

Comme 'énergie E(t) — 0 quand ¢ — oo, on peut choisir 7" > wio(l —In“) assez
grand tel que E(T) < 1 (donc T dépend de E(0)). Soit ¢ > T, par le méme
raisonnement que avant (on remplace U'intervalle [0,T] par [t, t+T7]), on obtient
I'inégalité similaire de la précédente

E(t) < C(E(t)E(HTH (E(t)*E(HT))‘% + (B(@t) - B(t +T))q2f1)

Et par suite

1

(3.20) (E®)" < e(B@®)-EE+T1)), ¥t>T

otl, r = min{ -2+ 1} ce qui donne (1.18) (voir [15, Lemma 1.1]). u

p+1’ q+

4 — Démonstration du Théoréme 1.4

Dans la démonstration du Théoréme 1.4, on utilise la régularité (1.11) qui est
satisfaite pour les solutions fortes, et dans ce cas la, les constantes My, M7 et w
dans (1.17) et (1.18) sont dépendantes de la solution u, ce qui ne nous permet
pas de généraliser ces derniéres pour les solutions faibles.

D’apres la démonstration du Théoreme 1.3, il suffit de montrer I'inégalité

(4.1) / /F wi u + gi(u )gz(ui)) dr dt <
< (E(O) — B(T) + (E(0) - E(T))m +(B©) - E(T))% +(B©) - E(T))’")

sous les conditions (1.15), (1.19)—(1.20). On définit I';" et T'; par (3.19). Comme
dans la démonstration du Théoreme 1.3, on a, d’apres (1.15),

(4.2) / / ujul + gi(u )gl(u;)> dr' dt <
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D’autre part, on a

Cas n = 1. On observe que (1.15) et la croissance de g; impliquent que
inf{|g;(x)|: |z|>1} >0. Donc on utilise (1.11), (3.1) et I'injection VC (H!(Q))" —
(L°°(T"))™, on obtient

T T
// ugu;dfdtgc// |ug| ul g;(ul) dT dt
0 Jrf 0 Jrf

T !/ /
| lasmy (B )

< ¢(B(0) - B(D)) ;

(4.3)

IN

de méme, en utilisant (1.20) (remarquer que A > 1),

//gz ) giu dth<c// [ul |21l gi(ul) dT dt
/0 (It ey ) (~E/(0))

c(B(0) - B(T)) .

(4.4)

IN

IN

Donc on déduit que

(4.5) // uhdl + gi(ul) i(u;-)) drdt < c(E(o)—E(T)).

Casn>2. Ona

T
// uj dth<c// \u|P+1 ugz( ))pHdI’dt
0 Jrf
=1
gc/ |7, </ uigi(u;)df‘>p it
o wrrmyr \Jr

On utilise (1.19) et on applique le théoreme de trace, on obtient

n 2 n
Ve (H'w) < (rm).
Par l'utilisation du (1.11), on a

2

(4.6) /OT/ﬁu; uj dUdt < e (B(0) - B(T))™ ;
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par la méme maniere, en utilisant (1.20),

T T
| Lot gituydrae < e [ [ i e gl dr e
0 J1; 0 Jr]

T 1-r T
< c/ </ \uﬂflr()‘@_r)_r) dF) (/ uf gi(u;)df> dt
0 F1 F1
T 2P (1—r r
<c [y " (o) a
0 (LP=T(m)"

<c(E(©) - EB(T) .

Cette inégalité et (4.6) donnent

(4.7)

/OT/F;r (U; u; + gi(u;) gi(u’)) dU dt <
<c <(E(0) — E(:m)ﬁ n (E(O) B E(T))r) |

Alors d’apres (4.2), (4.5) et (4.7), on trouve (4.1) pour tout n € {1, 2,...}. Donc
on termine la démonstration par le méme raisonnement que dans la démonstration
du Théoreme 1.3, d’ott on obtient les estimations (1.17)—(1.18).

REMERCIEMENT - L’auteur tient a remercier le professeur E. Zuazua pour ses

précieuses remarques.
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