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SUR CERTAINS SYSTEMES D’ EQUATIONS AVEC
CONTRAINTES DANS UN GROUPE LIBRE (%)

J. ALMEIDA and M. DELGADO

Résumé: Le théoreme principal trouvé par Ash pour sa preuve de la conjecture
du type II est reformulé en termes de la résolubilité dans le groupe libre F' de systeémes
d’équations de la forme zy = z (ol y n’apparait qu'une fois) avec contraintes dans des
sous-ensembles de la forme g H1--- H,, ou g € F et les H; sont des sous-groupes de F.
Plus précisément, si un tel systéme n’a pas de solution pour des sous-groupes finiment
engendrés H;, alors on peut remplacer chaque H; par un sous-groupe d’indice fini qui le

contient de fagon que le systéme n’ait toujours pas de solution.

Abstract: The main theorem found by Ash in his proof of the type II conjecture is
reformulated in terms of the solvability in the free group F' of systems of equations of the
form xy = z (where y appears only once) with constraints given by subsets of the form
g Hi--- H,, where g € F and the H; are subgroups of F. More precisely, if such a system
has no solution for finitely generated subgroups H;, then one may replace each H; by a

subgroup of finite index containing it so that the system remains without solution.

Soit A un ensemble fini et soit F' le groupe librement engendré par A. On
considere sur F' la topologie profinie, c’est a dire celle dont une base de voisi-
nages de I’élément neutre est donnée par les sous-groupes (normaux) d’indice
fini. Comme moyen d’établir une conjecture de Rhodes concernant les monoides
finis, connue sous le nom de “conjecture du type II” (voir [9]), Pin et Reutenauer
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[12] ont conjecturé que le produit Hj -- - H,, de sous-groupes finiment engendrés
de F est toujours fermé pour la topologie profinie. Le cas n = 1 avait déja été
établi par Hall [7]. Le cas général découle facilement du résultat suivant.

Théoréme 1 (Ribes et Zalesskii [13]). Si Hy, ..., H,, sont des sous-groupes
finiment engendrés du groupe libre F' et g € F\ Hy--- H,, alors il existe des
sous-groupes Ki, ..., K, de F d’indice fini tels que H; C K; (i = 1,...,n) et

Indépendemment et & peu pres en méme temps, Ash [4] a donné une preuve
de la conjecture du type II qu’on peut situer dans le domaine de la théorie des
semigroupes. 1l se trouve qu’en effet il a prouvé un résultat plus général que ’on
va maintenant décrire.

On appelle graphe un ensemble I' = V(I') U E(I') muni de deux fonctions
a,w: E(') — V(I') (envoyant arétes dans sommets) qui déterminent, respec-
tivement, le début et la fin de chaque aréte. Un étiquetage restreint du graphe
I par un monoide M est juste une fonction v: E(I') — M. Si M est un groupe,
on dit que v commute si, pour chaque circuit non-orienté ey, ..., e,, on a ’égalité
(e17)*!---(e;y)*! = 1 olt 'on prend l'exposant +1 ou —1 selon l'aréte corres-
pondante apparait dans le bon ou le mauvais sens du circuit.

Un morphisme relationnel pn: M — N de monoides est un sous-monoide g du
produit direct M x N tel que la projection naturelle 4 — M soit surjective. Dans
ce cas-ci, si v et § sont des étiquetages restreints d’un graphe I' respectivement
par M et par N, on dit qu’ils sont p-compatibles si I'étiquetage associé v x 4 :
e€ E(I') — (ev,ed) € M x N prend toutes ses valeurs dans p.

On appelle un étiquetage restreint v d’un graphe fini I' par un monoide fini
M circuit-inévitable pour un morphisme relationnel u: M — G dans un groupe
s’il existe un étiquetage restreint de I' par G p-relationné avec v qui commute.

Dans ce qui suit, on fixe un monoide fini M et on suppose que p: A* — M
est un homomorphisme surjectif ou A* dénote le monoide librement engendré
par A et qui on considére comme un sous-monoide du groupe F. On définit un
morphisme relationnel §#: M — F en prenant le sous-monoide de M x I’ engendré
par les paires (a p,a) avec a € A plus les paires (m,a"!) avecm € M et a € A
tels que m (ap)m = m. Basé sur des résultats de Pin [11] et le théoreme de
Ribes et Zalesskii, le deuxieme auteur a prouvé la proposition suivante qui décrit
0 en termes de la fermeture dans F' de certains langages rationnels.

Proposition 2 ([6]). Avec la notation ci-dessus, sim € M et g € F, alors

(m, g) € 0 si et seulement si g € me~1.
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Voici le résultat principal établi par Ash.

Théoréme 3 ([4, Th. 2.1]). Soit v un étiquetage restreint d’un graphe fini par
le monoide fini M. Alors vy est circuit-inévitable pour tout morphisme relationnel
p: M — G dans un groupe fini si et seulement si v est circuit-inévitable pour le
morphisme relationnel 6: M — F.

Des conséquences algorithmiques de ce genre de résultat sont déja données
par Ash [4] et, plus récemment et d’une fagon plus systématique, par Steinberg
et le premier auteur [2]. Par exemple, on en déduit des algorithmes pour le
calcul du “noyau a groupes” d’un monoide fini (c’est a dire la conjecture du
type II) et des “sous-ensembles ponctuels vis-a-vis des groupes” d’un monoide
fini, correspondant & tester la circuit-inévitabilité d’étiquetages par des monoides
finis de graphes avec, respectivement, un seul sommet ou deux sommets et toutes
les arétes avec le méme début et la méme fin [4].

En outre, comme un outil pour le calcul systématique des produits semidi-
rects des “pseudovariétés” de monoides (classes de monoides finis fermées par
images homomorphes, sous-monoides et produits directs finis), le premier auteur
a introduit une autre notion d’inévitabilité (“locale”) qui ne fait pas intervenir
de groupes. La motivation de base pour cette notion est d’une certaine fagon
liée aux idées de J. Rhodes qui datent de la fin des années 1960. C’est en effet,
dans la perspective du calcul des produits semidirects spécifiques liés au théoreme
de décomposition de Krohn—Rhodes, que Rhodes avait formulé la conjecture du
type II (voir [9]) et Henckell [8] avait étudié les sous-ensembles d’un monoide
fini qui sont ponctuels vis-a-vis une pseudovariété. Certains outils introduits par
Rhodes ont conduit d’autre part a des travaux plus généraux sur les produits
semidirects comme celui de Tilson [14] ou I'on trouve le théoreme de la catégorie
dérivée. En faisant intervenir en plus des techniques profinies, Weil et le premier
auteur ont trouvé un théoreme tout a fait général [3, Th. 5.3] donnant une base
de pseudoidentités pour n’importe quel produit semidirect. C’est la recherche des
applications algorithmiques de ce théoréme qui a enfin amené le premier auteur a
la formulation locale de I'inévitabilité d’un étiquetage d’un graphe que voici (voir
aussi [1, 2] pour des conséquences sur le calcul des produits semidirects).

On considere maintenant des étiquetages d’un graphe fini I' par un monoide
M donnés par des fonctions v: I' — M qui sont définies aussi sur les sommets. On
dit qu'un tel étiquetage est cohérent si, pour chaque aréte e € E(T'), (eay) (evy) =
ew~y. La notion d’étiquetages v: I' = M et 6: I' — N p-compatibles pour un
morphisme relationnel p: M — N est définie ici en demandant aussi que v X ¢
prenne ses valeurs dans pu. Un étiquetage v: I' — M est dit inévitable pour
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un morphisme relationnel p: M — N dans un monoide s’il existe un étiquetage
cohérent 6: I' — N qui soit u-compatible avec ~.

Pour présenter le rapport entre ces deux notions d’inévitabilité pour des mor-
phismes relationnels dans des groupes, on introduit la notation suivante.

Le céne d'un graphe T' est le graphe I' = (V(T') ¥ {vo}) U (E() § {7: v e
V([)}) ou T = vy et Tw = v pour chaque v € V(T'), les restrictions de « et w
a E(T) étant données par ces opérations dans I'. Si v est un étiquetage du graphe
I" par le monoide M, alors on peut définir un étiquetage restreint 4 de r par M
en prenant §|gry = v|gr) et ¥4 = vy pour chaque v € V(I'). D’autre part, si
est un étiquetage restreint de I par M, alors on note ¢ Pétiquetage de T’ par M
donné par 5|E(p) = 6| p(r) et v = 7§ pour chaque v € V(I). Evidemment, on a
FY=retd=04.

Le lemme suivant est prouvé dans [1, Th. 7].

Lemme 4. Soient p: M — G un morphisme relationnel d’un monoide dans
un groupe, y un étiquetage d’un graphe I' par M et & un étiquetage restreint
de I" par G. Alors:

1) yet d sont p-compatibles si et seulement si 4 et § sont u-compatibles;

2) § commute si et seulement si § est cohérent.

Ce résultat nous permet de donner la formulation suivante du théoreme de
Ash.

Théoréme 5. Soit v un étiquetage d’un graphe fini par le monoide fini M.
Alors «y est inévitable pour tout morphisme relationnel p: M — G dans un groupe
fini si et seulement si vy est inévitable pour le morphisme relationnel 0: M — F.

En effet, en adaptant les idées contenues dans la preuve de [1, Th. 7], il est
aussi facile de déduire le théoreme de Ash du résultat précédent.

Pour trouver une formulation du théoreme de Ash en termes de systeémes
d’équations, on associe a chaque graphe I' le systeme

(1) TeaTe = Tew (e € E(I)) .

Un étiquetage v de I par le monoide M fournit des contraintes pour les solutions
de (1) dans le groupe libre F":

(2) z, €270 (2€l).
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L’existence d’une solution {x.},cr du systéme (1) dans F' satisfaisant les con-
traintes (2) signifie précisément qu’il existe un étiquetage § de T’ par F tel que
¢ soit cohérent et #-compatible avec v: le rapport entre solutions et étiquetages
est donné par la formule 2§ = z, (2 € I'). Par conséquent, le systeme (1) a une
solution dans F' satisfaisant les contraintes (2) si et seulement si v est inévitable
pour le morphisme relationnel 6: M — F.

D’autre part, si v n’est pas inévitable (on dit alors aussi qu'il est évitable)
pour un certain morphisme relationnel p: M — G dans un groupe fini, alors
est aussi évitable pour n’importe quel morphisme relationnel v: M — G qui est
contenu dans p. En particulier, si on choisit un homomorphisme ¢’ : A* — p
tel que le résultat de la composition avec la projection naturelle p — M soit

I’homomorphisme ¢, alors il existe un homomorphisme ¥ : F — G tel que ¢| o~
soit obtenu par composition de ¢’ avec la projection naturelle u — G, ce qui
entraine que le morphisme relationnel v = ¢ ~'4¢: M — G est contenu dans u et
donc il est évitable si p est évitable. Le diagramme commutatif suivant pourra

peut-étre aider a visualiser cet argument.

A* < - F
\\ I
L |
¥ AN P,
N 1
. v

4
M I -G

On observe aussi que, grace a la définition de la topologie profinie, I’homomor-
phisme ¢ est continu vis-a-vis de la topologie discrete sur le groupe G et donc,
par la Proposition 2, v = ¢~ 14 = 0. Soit K = 1+~! le noyau de 1. Alors le
fait que v soit évitable se traduit en disant que le systéeme (1) n’admet pas de
solution dans F' satisfaisant les contraintes

(3) x,€zv0-K (z€l).

Le Théoreme 5 implique donc que, si le systéme (1) n’admet pas de solution
dans F' satisfaisant les contraintes (2), alors il existe un sous-groupe (normal) K
de F d’indice fini tel que (1) n’admet toujours pas de solution pour les contraintes
(3). Une fois que les contraintes (3) sont plus faibles que (2), la réciproque est
évidente.

Avant donner la formulation du résultat principal, on doit rappeler un résultat
da a Pin et Reutenauer et qui dépend du théoreme de Ribes et Zalesskil.
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Théoréme 6 ([12]). La fermeture d’un langage rationnel de A* dans le groupe
libre F' peut étre calculée en appliquant les régles suivantes, ou L, L1, Lo sont
des langages rationnels de A*:

1) si L est fini, L = L;

2) LiULy = L1 U Ly;

8) Ly Ly = Ly Ly;

4) L* est le sous-groupe de F' engendré par L.

En plus, si L est un langage rationnel de A*, alors L est une union finie de sous-
ensembles de F de la forme g Hy --- H,, avec g € F' et chaque H; un sous-groupe
finiment engendré.

L’homomorphisme ¢: A* — M détermine une famille finie de langages ra-
tionnels m o~ (m € M). Réciproquement, il est bien connu que, pour chaque
famille finie de langages rationnels de A*, il existe un homomorphisme ¢: A* — M
dans un monoide fini tel que chaque langage dans la famille soit union de lan-
gages de la forme me~! (m € M). Les contraintes (2) se traduisent donc par la
disjonction d’un nombre fini de contraintes de la forme

(4) r,€9:Hi,---Hy, . (z€l),

ou chaque g, € F' et chaque H; . est un sous-groupe finiment engendré de F'.

Si K est un sous-groupe normal de F d’indice fini, alors on a I’égalité
g:Hi.---Hy, . K=g,(H,K)- - (Hp,,K)et chaque H; , K est un sous-groupe
de F' d’indice fini contenant H; .. Réciproquement, si chaque K; . est un sous-
groupe de F' d’indice fini contenant H; ., alors l'intersection K des conjugués
de K1, N --- N K,, . est un sous-groupe normal de F d’indice fini tel que
G- My Hy oK C g.Kizo Ky .

On peut finalement énoncer le théoreme de Ash sous la forme suivante.

Théoreme 7. Soit I' un graphe fini et, pour chaque z € I', soient g, un
élément du groupe libre F' et Hy ., ..., H,_ . des sous-groupes finiment engendrés
de F. Si le systéeme (1) n’admet pas de solution dans F' satisfaisant les contraintes
(4), alors il existe des sous-groupes K;, de F d’indice fini contenant les H; .
correspondants tels que le systéme (1) n’admet toujours pas de solution dans F
satisfaisant les contraintes x, € g, Ky ,---K,_, (z €T).

En particulier, en prenant juste I’équation z1y = z9 avec les contraintes
xz1 € {1}, y € g{1} et x9 € Hy---H,, on retrouve le théoreme de Ribes et
Zalesskil.
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Le Théoreme 7 a été trouvé apres que le premier auteur eut entendu Daniel
Lascar parler d’une extension d’un résultat combinatoire obtenu en collaboration
avec Bernhard Herwig [10] et qui est équivalente au théoréme de Ribes et Zalesskii
et d’une traduction en termes d’équations de cette extension. Pour un sous-
groupe H du groupe libre F' et éléments x et y de F, notons = =p y 1'égalité
x H =y H. Voici le résultat prouvé par Herwig et Lascar.

Théoréme 8 ([10]). Soit (8) un systéme fini d’équations d’une des formes
X=pYg et X=pg,

ot les H sont des sous-groupes de F' finiment engendrés et les g sont des éléments
de F. Si le systéme n’a pas de solution dans F' (c’est a dire il n’y a pas de choix
de valeurs dans F pour les variables X, Y, ... vérifiant toutes les équations), alors
ont peut remplacer chaque sous-groupe H par un sous-groupe de F' d’indice fini
contenant H de telle fagon que le systéme n’ait toujours pas de solution dans F.

On montre en suite que chaqu’'un des Théoremes 7 et 8 peut étre déduit de
I’autre. On observe qu’il suffit de décrire des traductions entre les deux types de
systemes d’équations.

Commencons par considérer un systeme (8) comme celui décrit dans le Théo-
reme 8. On associe a ce systeme un graphe fini I' dont les sommets sont précisé-
ment les variables du systéme (8) et dont les arétes sont les équations de la forme
X =p Yg, une telle aréte conduisant du sommet Y au sommet X. Sur le systeme
(1) associé a I', on considere les contraintes suivantes:

— xx € gH pour chaque équation X =g g du systéme (8);
— x. € gH pour chaque aréte e: X =g Y g du systeme (8).

On peut alors facilement vérifier qu’une solution du systeme (8) conduit & une
solution du systeme (1) satisfaisant les contraintes ci-dessus en prenant pour
chaque zx la valeur X dans une solution de (8) et pour chaque z,, ouie: X =Yg,
I’élément gh de gH tel que, pour les valeurs de X et Y données par la solution
de (8), X = Ygh. D’autre part, si on a une solution du systeme (1) satisfaisant
les contraintes ci-dessus, on peut obtenir une solution du systéme (8) en prenant
pour chaque variable X, la valeur de zx dans la solution de (1) donnée. Cette
traduction nous permet de déduire le Théoréeme 8 du Théoreme 7.

Pour la réciproque, il faut travailler un peu plus comme l'indique stirement
le fait que le processus de traduction décrit ci-dessus produise seulement des
systemes associés a des graphes avec des contraintes tres spéciales. Ca nous
oblige & simplifier les contraintes (en changeant le graphe et donc le systéme
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donné) avant de faire la traduction. Soit donc I un graphe fini et considérons le
systeme (1) associé avec les contraintes (4).

— On commence par remplacer chaque aréte e avec contrainte x. €
ge Hie -+ Hyp, e par un chemain (eq, e, vie, €2, V2, ..., €n,, ew) de ea a
ew avec contraintes ¢, € ge Hie, T¢; € 1H;e pour ¢ > 1, et x,, € 1F pour
tout 7.

— Ensuite, on remplace chaque sommet v du graphe I' avec contrainte x, €
Gv Hiy -+ - Hy,p par un chemain (vi, €1y, U2, €24, .-y €nyo, v) conduisant a v
avec contraintes z,, € g,1, xy, € 1F pour ¢ > 1, et z.,, € 1H;, pour tout .

On obtient ainsi un systéme associé & un graphe plus grand I'/, avec contraintes,
tel que le systeme (1) ait une solution si et seulement si le nouveau systéme en
possede une. Pour le nouveau systéme, toutes les contraintes sont de la forme

(5) Ta € gaHa

ou les éléments g, sont soit 1 soit des g, qui apparaissaient déja dans les con-
traintes (4), et les sous-groupes H, sont soit 1 ou F', soit des H;, des contraintes
(4). On peut donc supposer que les contraintes du systeme (1) sont toutes de la
forme (5). Ca nous permet de définir un systéme (8) en prenant

— une équation x, =g, g, pour chaque sommet v € V(I');
— une équation Te, =g, Teq ge pour chaque aréte e € E(T).

Il est alors immédiat que le systeme (1) avec contraintes (5) et le systeéme ainsi
construit ont les mémes solutions, ce qui nous permet de déduire le Théoreme 7
du Théoreme 8.

Pour conclure, on remarque qu’on peut relativiser tous les arguments de
cette note & une pseudovariété de groupes H quelconque: “groupe fini” devient
“élément de H”, “groupe libre” devient “groupe libre relativement a H”, “topolo-
gie profinie” devient “topologie pro-H”. On ne sait pas si en générale H posséde
les propriétés exprimées par les théoremes de Ash, de Ribes et Zalesskii et de
Pin et Reutenauer. Néanmoins, les arguments dans cette note montrent que si
le théoreme de Pin et Reutenauer est vrai pour H, alors le théoréeme de Ash est
aussi vrai pour H si et seulement si le Théoreme 7 est vrai pour H. Dans le
cas de la pseudovariété Ab des groupes abéliens finis, les théoremes de Ribes et
Zalesskii (donc aussi celui de Pin et Reutenauer) et de Ash ont été prouvés par
le deuxieme auteur [5, 6].
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