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1. UN HISTORIQUE DES PROBLEMES D’ISOSPECTRALITE

On peut peut-étre dire que le probleme de I’isospectralité tire sa popularité d’un
article écrit par M. Kac en 1966 intitulé “Peut-on entendre la forme d’un tambour?”
qui posait un probleme qui allait mettre 25 ans pour étre résolu [Ka]. Précisons la
question : supposons que ’on attache une membrane sur la frontiere d’'un domaine
plan D et que l'on la frappe, on sait alors décrire sa vibration : si u(x,t) désigne
'altitude de la membrane au dessus du point = (x € D) a 'instant ¢, alors u vérifie
I’équation des ondes : 0?u + Ayu = 0. Si I'on cherche les fréquences fondamen-
tales de la vibration, c’est-a-dire si I’on cherche les solutions sous la forme suivante :
u(x,t) = e“!p(x), alors on obtient : Ap = w?p. Autrement dit, w est une fréquence

fondamentale si et seulement si A = w? est une valeur propre du probléme aux limites

Ap = \p
p(z) =0, size€dD.

(La condition au bord imposée ici s’appelle la condition de Dirichlet ; si on impose
la nullité de la dérivée normale on obtient alors la condition de Neumann.)
D’apres la théorie elliptique, l’ensemble de ces valeurs propres est discret et
s’accumule & linfini, on Pappelle le spectre du domaine et on le notera Sp(D) =
{0 < Ao < A1 < Ao} 11 est immédiat, d’apres la définition, que deux domaines
isométriques sont isospectraux (i.e. ont méme spectre). Le probleme posé par M.
Kac est donc de savoir si la réciproque est vraie. Plus précisément : deuxr domaines
isospectrauz sont-ils isométriques ? La réponse a cette question a été fournie en 1991

par C. Gordon, D. Webb et S. Wolpert. Nous reviendrons la-dessus plus tard.

On peut évidemment se poser la méme question dans le cadre des variétés rie-

manniennes. En effet, si (M, g) est une variété riemannienne fermée (i.e. compacte
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sans bord), 'opérateur de Laplace-Beltrami A opérant sur C°° (M) admet un spectre
discret que l'on notera Sp(M, g) = {0 = Ao < A1 < Az2...} et que 'on appelle le spec-
tre de la variété [B-G-M]. Par analogie avec la question posée par M. Kac pour les
domaines plans, on est amené a se poser la question suivante : deux variétés rieman-
niennes fermées isospectrales sont-elles isométriques ? Le but de cette partie est de
rappeler ’historique de ce probleme, en soulignant notamment les interactions avec
la théorie des nombres.

On sait que la réponse a la question que I’on vient de se poser est non, et ce depuis
1964. En effet, J. Milnor a exhibé deux tores plats de dimension 16 isospectraux et
non isométriques [Mi]. L’idée de Milnor est la suivante : la connaissance du spectre

d’une variété est équivalente a la connaissance de sa fonction de partition (la fonction
+oo

de partition d’une variété (M, g) est définie pour ¢ > 0 par : Z(t) = Ze—/\nt _

n=0

p(x, z,t)dx ou p désigne le noyau de la chaleur). Or la fonction de partition d’un
té\ge plat '\R" (muni de la métrique induite par le produit scalaire usuel < .,. >
de R™) se calcule facilement. Pour cela on introduit le réseau dual I'* = {z € R”
tels que < z,v >€ Z pour tout v € '} ; le spectre du tore plat T'\R" est I’ensemble
des 472||y*||> ot v* parcourt I'* [B-G-M]. Autrement dit, la fonction de partition Zp
du tore plat I'\R" s’exprime facilement a partir de la fonction théta ©p- associée
au réseau dual : Zp(t) = Op- (e_4ﬂ2t). Donc deux tores plats sont isospectraux si et
seulement si les fonctions théta associées a leur réseau dual sont égales. Or, dans les
années quarante, Witt avait démontré, en utilisant la théorie des formes modulaires,
que les réseaux classiquement notés DIL()- et D; ) Dg ont méme fonction théta et sont
non isométriques [W]. On en déduit que les tores plats Ds\R' et D @ Dd \R!©
sont isospectraux et non isométriques, c’est le célebre exemple de Milnor. Quelques
années plus tard, Kneser construisit par la méme méthode un exemple en dimension
12 [Kn]. Enfin, tout récemment, Conway et Sloane ont construit des exemples de
tores plats isospectraux et non isométriques de dimension 4, et ce sans utiliser les
fonctions théta [C-S]. Comme, d’autre part, on sait que deux tores plats de dimension
2 isospectraux sont isométriques [B-G-M], il ne reste plus que le cas de la dimension 3

en suspens (& noter cependant qu’il n’existe qu'un nombre fini de classes d’isométrie

de tores plats isospectraux a un tore donné, et ce en toute dimension).
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En 1979, M.F. Vignéras construisit de nouveaux exemples de variétés isospec-
trales et non isométriques particulierement intéressants [V]. En effet, elle donna des
exemples de variétés hyperboliques isospectrales et non isométriques, et ce en dimen-
sion deux et trois. Ceci a deux conséquences importantes. Tout d’abord, méme en
dimension deux, la réponse au probleme que ’on se pose est non. D’autre part, en
dimension trois, les variétés qu’elle construit ne sont méme pas homéomorphes, par
le théoreme de rigidité de Mostow. On ne peut donc méme pas espérer lire la topolo-
gie d’une variété dans son spectre (Ikeda a méme construit des espaces lenticulaires
isospectraux et n’ayant pas le méme type d’homotopie [I]). Il est important de noter
que les exemples de Vignéras, construits avec des groupes de quaternions, viennent
aussi de la théorie des nombres, ce qui a caractérisé a peu pres tous les exemples

fournis avant 1985.

A partir de cette date, la situation changea radicalement puisque Sunada donna
une méthode pour construire des variétés isospectrales et non isométriques, et ce
de maniere beaucoup plus systématique. Il est cependant intéressant de remarquer
que son approche n’est pas sans liens avec la théorie des nombres. Elle est basée
sur la similitude qu’il y a entre la théorie de Galois des extensions de corps et celle
des revétements galoisiens, sa méthode apparait comme un analogue géométrique de
méthodes classiques en théorie des nombres. En effet, on peut associer a un corps de
nombres k sa fonction zéta de Dedekind (; et un probleme classique de théorie des
nombres est de savoir si cette fonction détermine le corps de nombres (& isomorphisme

pres). Il existe une réponse partielle & ce probléme (voir [C-F], p. 363) :

Proposition. — Soient K une extension galoisienne de Q de degré fini dont le groupe
de Galois est G, k1 et ko des sous-corps de K correspondant aux sous-groupes H; et
Hy de G. Alors kq et ko ont méme fonction zéta si et seulement si toute classe de

conjugaison de G rencontre Hy et Hy en un méme nombre d’éléments.

En utilisant la proposition précédente, on peut construire des corps de nom-
bres non isomorphes ayant méme fonction zéta. L’idée de Sunada est de donner un
analogue de ce résultat dans un contexte géométrique. Or, a toute variété riemanni-

enne (M, g), on peut associer de manieére naturelle une fonction zéta en posant, pour
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+o0
Re(s) > (dimM)/2 : Cargy(s) = D A% olt Sp(M,g) = {0 = Xo < A < Xa...}.
On obtient ainsi une fonction qui ;d_r;et un prolongement holomorphe a C tout en-
tier et on vérifie facilement que deux variétés sont isospectrales si et seulement si
elles ont méme fonction zéta. En remplacant “extension de corps” par “revétement

riemannien” on obtient le résultat fondamental de Sunada [S] :

Proposition. — Soient (M, g) une variété riemannienne fermée, G un groupe fini
d’isométries opérant sur (M,q) et Hy et Hy deux sous-groupes de G opérant sans
point fixe. Si toute classe de conjugaison de G rencontre H, et Hy en un méme
nombre d’éléments, alors les variétés H1\M et Ho\ M, munies des métriques induites

par g, sont isospectrales.

La preuve de ce résultat consiste a montrer que les fonctions de partition Z; et
Zy de My = H1\M et My = Hy\M sont les mémes. Or, un calcul facile donne :

Z;i(t) = Z % /MV p(x, hx,t)dx ou p désigne le noyau de chaleur de (M, g),

[g] 1a cla[:S],(f [gl conjugaison de g dans G et [G] ’ensemble de ces classes. Le résultat de
Sunada découle donc naturellement de I’hypothese faite sur le triplet (G, Hy, Hs) et
de la formule précédente. Notons que la Proposition précédente s’applique lorsque H;
et Hy sont conjugués mais les variétés obtenues sont isométriques. Sil’on veut obtenir
des exemples non triviaux, on doit donc choisir des triplets tels que H; et Hy soient
non conjugués ; de tels exemples existent (voir [S]). On peut par exemple, en utilisant
cette méthode, construire des surfaces de Riemann isospectrales et non isométriques
de genre 4 (les exemples donnés par M.F. Vignéras étaient de genre 201601!). Pour
I’instant, nous n’avons parlé que du cas des variétés fermées. Or P. Buser a adapté
la méthode de Sunada pour construire des surfaces plates a bord isospectrales et non
isométriques [Bu] (en fait, comme I’a montré P. Bérard [Bé], la proposition précédente
est vraie dans un cadre beaucoup plus général : variétés a bord, variétés d’orbites).
Tout récemment, C. Gordon, D. Webb et S. Wolpert ont montré que les surfaces de P.
Buser possedent une isométrie involutive et, en quotientant ces surfaces par ’action
de cette isométrie, ont construit les premiers exemples de domaines plans isospectraux
et non isométriques [G-W-W], répondant ainsi par la négative a la question posée par

M. Kac : on ne peut pas entendre la forme d’un tambour.
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Notons que jusqu’au début des années quatre-vingt, tous les exemples connus
de variétés isospectrales et non isométriques étaient de nature discrete. Soyons plus
précis : les deux principales sources d’exemples de variétés isospectrales étaient les
tores plats et les surfaces de Riemann & courbure négative (pour d’autres types
d’exemples voir [U] et [I}). Or, dans ces deux cas, il y a "finitude spectrale”, c’est-a-
dire qu’il existe au plus un nombre fini de classes d’isométrie de surfaces de Riemann
(resp. de tores plats) deux & deux isospectrales. En particulier, deux structures
plates (resp. hyperboliques) sur un tore (resp. une surface de genre supérieur ou égal
a deux) isospectrales et proches sont isométriques. On est donc amené a s’intéresser
a une version locale du probleme qui nous a occupé jusqu’a présent : le probleme des

déformations isospectrales.

Le probleme est de savoir si I'on peut déformer continuement une variété en
gardant un spectre donné. Plus précisément, on appelle déformation isospectrale
sur une variété compacte M une famille continue (pour la topologie C*°) {g;},.; de
métriques (I est un espace connexe) telle que les variétés (M, g;) soient deux a deux
isospectrales ; si elles sont deux a deux isométriques, alors la déformation est dite
triviale. Enfin, une variété (M, g) est dite spectralement rigide s'il existe un voisinage

de g telle que toute déformation isospectrale contenue dans ce voisinage soit triviale.

Par exemple, d’apres ce que nous avons vu, si {g; },.; est une déformation isospec-
trale de métriques plates sur un tore, alors cette déformation est triviale. C’est aussi le
cas des déformations isospectrales par des métriques hyperboliques sur les surfaces de
genre supérieur ou égal a deux. Ce dernier résultat a été généralisé par V. Guillemin

et D. Kazhdan [G-K], puis par Min-Oo [MO] sous la forme suivante :

Proposition. — Toute variété riemannienne fermée a opérateur de courbure défini
négatif (i.e. a courbure de Gauss strictement négative dans le cas des surfaces) est

spectralement rigide.

Notons que cette Proposition est le seul résultat d’ordre général, connu a ce
jour, concernant les déformations isospectrales (voir aussi les résultats de Kuwabara
[Kul] et [Ku2]). Alors que ce résultat accréditait plutot la these de la trivialité des

déformations isospectrales, C. Gordon et E. Wilson ont construit en 1984 les premiers
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exemples de déformations isospectrales non triviales. Les variétés qu’ils considerent

sont des nilvariétés.

2. LA GEOMETRIE SPECTRALE DES NILVARIETES

Le but de cette partie est de faire le point sur les résultats connus a ce jour con-
cernant les problemes d’isospectralité des nilvariétés et leurs liens avec le spectre des
longueurs. L’intérét des nilvariétés, outre le fait de supporter les seules déformations
isospectrales connues a ce jour, est que, autant du point de vue de l'analyse que
de la géométrie, on peut mener a bout suffisamment de calculs et en déduire des
phénomenes non triviaux. En fait, a peu pres tout ce que 'on peut imaginer con-
cernant les problemes d’isospectralité dans la catégorie des variétés riemanniennes
fermées se passe déja dans la catégorie des nilvariétés. Tout d’abord, on rappelle le
cadre et le principe des déformations isospectrales de C. Gordon et E. Wilson. Ensuite,
on caractérise, dans le cas des nilvariétes de rang deux, les déformations isospectrales.
Enfin, dans une derniére partie, on étudie le lien avec le spectre des longueurs. On
obtient notamment une formule sommatoire de Poisson pour les variétés de Heisen-
berg.

Nous allons tout d’abord rappeler le cadre et le principe des déformations isospec-
trales de C. Gordon et E. Wilson. Ces déformations sont construites sur des variétés
de type I'\IV ot N est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et ou I' est
un sous-groupe uniforme (i.e. discret et cocompact) de N. Mal’cev a montré qu’un
tel sous-groupe existe si et seulement s’il existe une base de 1’algebre de Lie n de N
telle que les constantes de structure relatives a cette base soient rationnelles [Ma].
Par la suite, tous les groupes que nous considérerons seront supposés vérifier cette hy-
potheése. Soient N et I' comme précédemment et m une métrique invariante a gauche
sur N, alors I' opeére par translation a gauche sur N comme un groupe d’isométries
de (N,m) et la métrique m induit une métrique m sur I'\V telle que la projec-

tion (N,m) — (I'\V,m) soit un revétement riemannien. Par la suite, nous nous
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intéresserons uniquement aux métriques sur T'\N provenant d’une métrique invari-

ante a gauche sur N et nous identifierons les métriques m et m).

Les déformations isospectrales de C. Gordon et E. Wilson sont du type (I'\ NV, m;),
ou {m;} est une famille continue de métriques invariantes a gauche. Leur idée est
de choisir m; sous la forme suivante : m; = ¢;ym ou {y;} est une famille continue
d’éléments de Aut(N), le groupe des automorphismes de N. Les automorphismes
qui apparaissent naturellement sont les automorphismes intérieurs. En effet, si ¢
est un élément de Inn(N), le groupe des automorphismes intérieurs de N, alors les
variétés (I'\N,m) et (I'\V, »*m) sont isospectrales et ce trivialement, puisque si
o(z) = yry~! pour tout x € N (y € N), alors la translation & droite par y~! induit
une isométrie entre (I'\NV,p*m) et (I'\N,m). L’idée de C. Gordon et E. Wilson
est donc de choisir des automorphismes de N qui ne sont pas intérieurs, mais qui
partagent, notamment du point de vue de 'analyse harmonique sur /N, beaucoup de
propriétés avec les automorphismes intérieurs. Ils ont baptisé ces automorphismes de

presque intérieurs, ils sont définis comme suit [G-W1] :

1. Définition. — Soient N un groupe de Lie nilpotent et simplement connexe et I’
un sous-groupe uniforme de N, un élément ¢ de Aut(N) est appelé un automorphisme
presque intérieur par rapport a I' si, pour tout v € I, il existe x € N tel que
©(v) = zyz~t. On note ATA(N;T) I'ensemble des automorphismes presque intérieurs

par rapport a I
On peut maintenant énoncer [G-W1] :

2. Proposition. — Soient N un groupe de Lie nilpotent et simplement connexe et

I' un sous-groupe uniforme de N, alors :
a) AIA(N;T') est un groupe de Lie nilpotent et connexe qui contient Inn(N) ;
b) pour toute métrique invariante a gauche m, les variétés (I'\N,m) et
(T\\NV, ¢*m) sont isospectrales si p € AIA(N;T).
Preuve. — La démonstration du point b) est basée sur I'utilisation de la théorie des or-

bites de Kirillov. Tout d’abord, le laplacien de (I'\ IV, m) peut se mettre sous la forme :

Ay = _Zp*(Xi)Q ol {Xi}1§z§n est une base orthonormée de n pour la métrique m
i=1
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et ol p, est la différentielle de la représentation réguliere p de N dans L2(I'\N) (i.e.
siX enxe Netfe L2T\N),alors (p.(X)f)(z) = (%f(xetx))to). On voit donc
apparaitre une représentation unitaire de N. Or la théorie de Kirillov décrit le dual
unitaire de N en le mettant en bijection avec les orbites de la représentation coad-
jointe de N sur n*. En écrivant p comme une somme de représentations irréductibles
et en utilisant cette théorie, on montre que si ¢ € ATIA(N;T), alors p et p o ¢ sont
unitairement équivalentes, puis on en déduit, en utilisant 'expression du laplacien
donnée au début de la preuve, que les laplaciens associés aux métriques m et ¢*m

sont unitairement conjugués, donc isospectraux.

O

Comme nous 'avons vu précédemment, si I’élément ¢ de AIA(N;T') est dans
Inn(N), alors la Proposition précédente est triviale, puisque les variétés obtenues
sont isométriques. Pour construire des déformations isospectrales non triviales, on
doit donc choisir des groupes N et I' tels que AIA(N;I")#Inn(N) (il en existe, comme
on le verra plus tard). Si N et I" sont de tels groupes, et si I’on choisit un groupe a un
parametre {¢;},cp de AIA(N;T) qui est transverse a Inn(V), alors (I'\ IV, ¢;m) est
une déformation isospectrale non triviale, au moins si on se restreint a des valeurs de
t petites (il est en effet possible que pour de grandes valeurs de ¢, on revienne sur la
classe d’isométrie de départ [DT-G]). On va maintenant donner des exemples de tels

couples.

3. Exemples. — Les groupes nilpotents apparaissent de maniere naturelle dans la
théorie des groupes de Lie semi-simples, via la décomposition d’Iwasawa, et donc dans
la théorie des espaces symétriques. Soit H} un espace hyperbolique ot k = R, C, H, O
et n > 2sauf si k = O oun = 2 ; notons G} la composante neutre du groupe
d’isométries de H}, c’est un groupe de Lie semi-simple de rang un dont on notera N/
la partie nilpotente de la décomposition d’Iwasawa (d’un point de vue géométrique,
N} s’identifie naturellement & une horosphere de H}). Les groupes ainsi obtenus sont
des groupes bien connus :

e k=R : danscecas Ng = R"~! : les nilvariétés obtenues sont des tores plats ;

e k = C : dans ce cas Ng = H,,_1, le groupe de Heisenberg de dimension 2n—1 ;

par la suite, on notera H,, le groupe obtenu en munissant R?”*! de la loi de groupe
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suivante (z,y, 2)(z',y',2") = (z + 2",y + v,z + 2/+ < z,¢y >) on x,y, o',y € R”
et 2,2/ € R, et on appellera variété de Heisenberg toute nilvariété obtenue avec le

groupe de Heisenberg.

e k£ = H,O : les groupes obtenus sont souvent appelés groupe de Heisenberg
“quaternionniens” ou “de Cayley”, ils rentrent dans la catégorie des groupes de type H
qui ont été introduits par Kaplan [Kap] (nous reviendrons plus tard sur les nilvariétés
ainsi obtenues) ; pour tous ces groupes, on peut décrire facilement les automorphismes
presque intérieurs et on trouve que dimAIA(N*;T') = (dimgk — 1)dimInn(N}') et ce
pour tout sous-groupe uniforme I' [P2] et on peut donc construire des déformations
isospectrales non triviales, en utilisant la proposition précédente, sur des nilvariétés

du type '\ V]! si et seulement si k = H, O.

On retrouvera plus tard cette coupure entre, d'un coté, R et C, et de I'autre, H

et O.

On vient de voir que, dans le cas des tores plats, on ne peut pas construire
de déformations isospectrales non triviales en utilisant la méthode de C. Gordon
et E. Wilson, or on sait que, dans ce cas, il y a “finitude spectrale”, donc, a for-
tiori, de telles déformations n’existent pas. On peut donc penser que, s’il existe des
déformations isospectrales sur une nilvariété, elles sont forcément comme celles que
nous venons de décrire. On va voir que c’est le cas, au moins pour les nilvariétés de

rang deux.

Par la suite, on dira qu'un groupe N est nilpotent de rang deux si son groupe
dérivé N’ est inclus dans son centre Z(N) et qu’une nilvariété est de rang deux si elle
est de la forme I'\IN ol N est un groupe de Lie simplement connexe et nilpotent de

rang deux. On peut maintenant énoncer :

4. Proposition. — Soient N un groupe de Lie simplement connexe et nilpotent
de rang deux, I' un sous-groupe uniforme de N et {m},.; une famille continue de
métriques invariantes a gauche (I est un espace connexe). Si les variétés (I'\IN, m;)
sont deux a deux isospectrales, alors il existe une famille continue {¢;},.; d’éléments
de ATA(N;T') et une métrique m invariante a gauche sur N telles que pour tout t € I

on ait : m; = @;m.
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Il existe deux preuves de ce résultat. L’idée de la premiere est de raisonner par
récurrence sur la dimension [O]. Si dimN = 1, alors le résultat est trivial puisque la
nilvariété est alors un cercle. Si dim/N > 1, on choisit un sous-groupe rationnel M du
centre Z(N). Alors, la projection I'y; de T' dans N/M est un sous-groupe uniforme
de N/M et la projection I'\N — T'3;\N/M est une submersion. On construit alors
une famille continue {n;}, ; de métriques invariantes a gauche sur N/M telle que la
projection (I'\N,m;) — (I'p;\N/M, n;) soit une submersion riemannienne a fibres
totalement géodésiques. Comme le spectre de (I'p/\IN/M, n;) est contenu dans celui de
(T\N, m;) [BB-B], on en déduit, par continuité des valeurs propres, que les variétés
(T \N/M,n;) sont deux a deux isospectrales et on peut appliquer I’hypothese de
récurrence. La deuxieme preuve est basée sur un calcul explicite du spectre des
variétés considérées [P1]. On fait ce calcul en utilisant I'expression du laplacien donnée
dans la preuve de la Proposition 2 et la méthode des orbites de Kirillov. En effet, pour
les groupes nilpotents de rang deux, celle-ci prend un caractere vraiment explicite et
on est amené a calculer des spectres d’opérateurs différentiels classiques (oscillateur

harmonique) dont les fonctions propres sont les fonctions d’Hermite.

Une des conséquences du résultat précédent est que si I'\V est une nilvariété de
rang deux telle que ATA(N;T') = Inn(V), alors les déformations isospectrales par des
métriques invariantes & gauche sur I'\ IV sont triviales. On a vu que c’est le cas pour
les variétés de Heisenberg. On peut donc, dans ce cas, revenir au probleme initial de

I'isospectralité. On obtient alors [P2] :

5. Proposition. — Il existe au plus un nombre fini de classes d’isométrie de variétés
de Heisenberg, munies de métriques invariantes a gauche, isospectrales a une variété

de Heisenberg donnée.

6. Remarques. a) Contrairement a ce qui se passe pour les tores, il existe une
infinité de topologies possibles pour les variétés de Heisenberg. Le résultat précédent
contient le fait qu’il n’existe qu’un nombre fini de variétés de Heisenberg qui admettent

une métrique invariante a gauche isospectrale a une variété donnée.

b) On peut montrer que deux variétés de Heisenberg de dimension trois isospec-

trales sont isométriques. Ceci n’est plus vrai en dimension supérieure ou égale a cing.
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En effet, il existe alors des variétés de Heisenberg munies de métriques invariantes a

gauche isospectrales et non isométriques et méme non homéomorphes [G-W2].

La proposition précédente est obtenue en utilisant des criteres de compacité et
la finitude spectrale des tores plats. Si on veut obtenir des résultats plus fins, on est
donc obligé d’aborder le probleme de 'isospectralité des variétés de Heisenberg d’une
maniere différente. L’idée est de relier le spectre du laplacien au spectre des longueurs.
On appelle spectre des longueurs d’une variété riemannienne (M, g) I'ensemble des
longueurs des géodésiques périodiques de (M, g), une longueur ! étant comptée avec
une multiplicité (éventuellement infinie) égale au nombre de géodésiques périodiques
de longueur ! (modulo 'action de S'), on le notera L — Sp(M, g) et on dira que deux
variétés sont L—isospectrales si elles ont le méme spectre des longueurs. Il existe
de profondes relations entre le spectre des longueurs et le spectre du laplacien. On
sait, depuis les travaux de Y. Colin de Verdiere [CdV], que génériquement le spectre
du laplacien détermine le spectre des longueurs. On retrouve, dans le cadre des
nilvariétés, cette relation entre le spectre des longueurs et le spectre du laplacien. En
effet, les déformations isospectrales que nous avons considérées jusqu’a présent le sont

aussi pour le spectre des longueurs [G1] :

7. Proposition. — Soient N un groupe de Lie nilpotent et simplement connexe et
I' un sous-groupe uniforme de N, alors pour toute métrique invariante a gauche m,

les variétés (I'\N,m) et (I'\IV, *m) sont L—isospectrales si ¢ € AIA(N;T).

Remarquons que la preuve de cette proposition n’utilise pas le fait que N est
nilpotent et simplement connexe alors que cette hypothese est fondamentale dans la
preuve de la proposition analogue pour le spectre du laplacien. Grace a cette proposi-
tion, on peut construire des déformations L—isospectrales non triviales. Compte-tenu
des relations que nous avons observées jusqu’a présent entre le spectre du laplacien
et le spectre des longueurs, il est naturel de se poser la méme question que pour
le spectre du laplacien : les déformations L—isospectrales par des métriques invari-
antes a gauche sur sur les nilvariétés sont-elles toutes comme celles décrites précédem-

ment ? On a la méme réponse que pour le spectre du laplacien [P3] :

8. Proposition. — Soient N un groupe de Lie simplement connexe et nilpo-

tent de rang deux, I' un sous-groupe uniforme de N et {m},., une famille con-
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tinue de métriques invariantes a gauche (I est un espace connexe). Si les variétés
(T\N, m;) sont deux a deux L—isospectrales, alors il existe une famille continue
{©t e d’éléments de AIA(N;T') et une métrique m invariante a gauche sur N telles

que pour tout t € I on ait : m; = ¢;m.

9. Remarque. — ATA(N;T), qui est I'espace des parametres des déformations de
C. Gordon et E. Wilson, est non compact. Cependant 1’espace des parametres qui
donnent lieu & des variétés non isométriques est lui compact [DT-G]. On pense que
les ensembles isospectraux sont compacts, mais ceci n’a été prouvé qu’en dimension

deux [O-P-S] (pour des résultats en dimension supérieure, voir [B-P-P]).

On va maintenant étudier le cas des variétés de Heisenberg. Pour cela on utilise
une technique classique qui consiste a obtenir une formule de trace. De telles formules
existent pour les tores plats (formule de Poisson [B-G-M]) et pour les espaces locale-
ment symétriques de rang un (formule des traces de Selberg [Gal) et se sont avérées
étre des outils efficaces pour attaquer les problemes d’isospectralité. On trouve, dans
le cas des variétés de Heisenberg, la formule générique obtenue dans [CdV] (voir la
Remarque 11). L’intérét est que la formule que I’on obtient est plus explicite et prend
en compte la géométrie particuliere de ces variétés. En utilisant la formule somma-
toire de Poisson pour les tores plats et les calculs explicites de spectres faits dans

[G-W2,G1], on obtient [P4] :

10. Proposition. — Soit (I'\ H,,, m) une variété de Heisenberg munie d’une métrique
invariante & gauche m. Notons {0 = Ao < A\ < Ao < ...} son spectre du laplacien
et {0 =1lp < ly <ly < ..} I'ensemble des longueurs des géodésiques périodiques
comptées sans multiplicité, alors il existe une famille {gop}p21 de fonctions holomor-

phes sur le demi-plan CT = {z € C tels que Re(z) > 0} telle que pour tout z € C*
+o0 +o0

on ait : Ze_)‘l’z = ngp(z)e_li/4z. De plus, les fonctions ¢, peuvent étre calculées
p=0 p=0

explicitement.

11. Remarques.

e L’hypothese générique faite dans [CdV] est que la fonctionnelle énergie, définie

sur I'espace des lacets absolument continus, est non dégénérée au sens de Morse-Bott.
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On vérifie qu’il existe des métriques m invariantes a gauche pour lesquelles cette

hypothese n’est pas vérifiée.

e Toutes les longueurs des géodésiques périodiques d’une variété de Heisenberg
munie d’une métrique invariante a gauche ont une multiplicité infinie. C’est pour cela

que, dans la formule précédente, on ne considere pas les multiplicités.

Remarquons que les variétés de Heisenberg ont une structure géométrique parti-
culiere. En effet, si (I'\ H,,, m) est une telle variété et si ’on note £ la projection de
I' sur le quotient de H,, par son centre Z,, on peut alors construire une métrique n
invariante a gauche sur H, /Z, telle que la projection (I'\H,,,m) — (L\H,,/Z,,n)
soit une submersion riemannienne a fibres totalement géodésiques. En particulier, on
a les notions de courbe horizontale, verticale et transverse. En utilisant le fait que
les fonctions ¢, n’ont pas la méme singularité en 0 suivant la nature géométrique des

géodésiques périodiques de longueur [,,, on obtient

12. Proposition. — Si deux variétés de Heisenberg ont méme spectre du lapla-
cien, alors elles ont méme ensemble de longueurs des géodésiques horizontales (resp.

verticales, transverses). En particulier, elles ont méme spectre des longueurs.

On peut aussi utiliser la formule de trace pour étudier les problemes d’iso-
spectralité. On peut ainsi montrer que tous les exemples de variétés de Heisenberg
isospectrales sont ceux construits dans [G-W2] et redémontrer de maniere simple le
fait que deux variétés de Heisenberg de dimension trois isospectrales sont isométriques.

Une autre conséquence de cette formule est le résultat suivant :

13. Corollaire. — Deux variétés de Heisenberg isospectrales sont localement isomé-

triques.

Revenons sur les exemples de nilvariétés issus des espaces hyperboliques. On
avait déja remarqué une différence de comportement, du point de vue du probleme de
l'isospectralité des nilvariétés du type (I'\IN}', m) suivant les valeurs de k. Si k =R
ou C il y a finitude spectrale (i.e. le spectre détermine un nombre fini de classes
d’isométrie de telles variétés) alors que si k = H ou O, il existe des déformations

isopectrales non triviales. Or cette différence de comportement s’observe aussi pour
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un autre probleme : celui de savoir si deux variétés isospectrales sont localement
isométriques. D’apres ce que l'on vient de voir, ceci est vrai si les deux variétés sont
des variétés de Heisenberg munies de métriques invariantes a gauche ; comme ceci est
trivialement vrai pour les tores plats, on a le méme comportement pour les nilvariétés
du type (I'\NV?,m) si k = R ou C. Or tout récemment, C. Gordon a construit les
premiers exemples de variétés isospectrales et non localement isométriques [G2] et
ces exemples sont du type (I'\N;',m) o k = H ou O. On observe donc la méme
différence de comportement. Notons que cette différence existe aussi au niveau de
I’espace hyperbolique puisque le groupe G} est un groupe de Kazhdan si et seulement
si k = H ou O. Il serait intéressant de comprendre si ces deux phénomenes sont liés
et, de maniere plus générale, de bien comprendre le lien entre la géométrie de 1’espace

hyperbolique et celle du groupe nilpotent correspondant.
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