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COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE
ET THEOREME DE STOKES
par

Michele Vergne
(rédigé par Sylvie Paycha)

Résumé — Nous donnons une introduction a la cohomologie équivariante d’une va-
[ y s s . . P N
riété. Dans le cas de ’action d’un cercle avec points fixes isolés, nous décrivons, apres
localisation, la cohomologie équivariante d’une variété en fonction des points fixes
grace a la formule de Paradan. Comme conséquence, nous redémontrons la formule

de localisation d’Atiyah-Bott-Berline-Vergne.

Abstract(Equivariant cohomology and Stokes Theorem). — 1In this text, we give an in-
troduction to equivariant cohomology of a manifold. In the case of an S'-action
with isolated fixed points, we describe, after localization, the equivariant cohomol-
ogy of a manifold in terms of fixed points with the help of Paradan’s formula. As
a consequence, we give a simple proof of the localization formula of Atiyah-Bott-
Berline-Vergne.

1. Introduction
Commencgons par 'exemple de I'action du cercle sur une sphere de rayon r. Soit
So(r) = {(z,y,2) € R® | 2® +y? + 2* = r?}.

Considérons la rotation autour de I'axe des z. La fonction hauteur correspondant a
la coordonnée z reste invariante par cette action.
Soit u un nombre réel. Le changement de variable

(@,r,z) — (= V12 —22cosyp, y=Vr2—22singp, z)

permet de calculer
/ e“do = (27r) <7e —¢ )
Sa(r) u

ol do est la mesure de surface qui s’écrit do = rdpdz.

Classification mathématique par sujef2000). — 53D50, 55N91, 19L10.
Mots clefs — Cohomologie, équivariant, points fixes, classe d’Euler.
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2 M. VERGNE
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FIGURE 1

On remarque que lim,_.q f52(r) e“*do = 4nr? ce qui correspond & Daire de Sa(r).

De plus et¥"

correspondent aux extrema sur Sz(r) de la fonction e*?.

Cet exemple simple de calcul d’'une intégrale illustre dans un cas tres particulier
la formule de la phase stationnaire exacte démontrée par Duistermaat et Heckman
[DH]. Simultanément, Berline et Vergne [BV], Witten [W1] et Atiyah et Bott [AB]
au début des années 80 ont expliqué cette formule de phase stationnaire exacte grace
a la cohomologie équivariante d’'une variété.

Le calcul de Duistermaat-Heckman s’applique au cas de I'action du cercle sur une
variété symplectique M compacte de dimension n = 2¢, 'action étant supposée ha-
miltonienne, c’est a dire la forme symplectique est invariante par ’action du cercle
et il existe une primitive f de la 1-forme w définie par w(-) := Q(J,-) si  désigne la
forme symplectique, —J le champ de vecteurs engendré par les rotations du cercle.
On a alors, dans le cas ol les points critiques de f sont isolés,

uf(p)
(1) /M e“fdﬂ = (—27T)€ Z ut det(eHessp f)1/2 ’

{p, points critiques de f}

ot dB := QF/¢! est la mesure de Liouville. On explicitera le calcul d'une racine carrée
particuliere de det(Hess), f) utilisant I’orientation canonique de T, M.

Le volume symplectique de M (souvent difficile & calculer) s’obtient comme limite
quand u tend vers 0 de cette intégrale.

Remarques

(1) Un autre cas important de la formule de la phase stationnaire exacte est le
calcul de gaussiennes du type :

2
/ e @D 2 ) dy = .
R2 u
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COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE ET THEOREME DE STOKES 3

(2) Le terme «exact » dans le nom de cette formule provient de ’absence de terme
«d’erreur » auquel on pourrait « a priori » s’attendre dans le calcul de [ M e FQr /0
lorsque u := it et ¢ tend vers I'infini.

L’outil de la cohomologie équivariante introduit par N.Berline et M. Vergne et,
indépendamment, par Witten, Atiyah et Bott s’est avéré tres utile pour établir la
formule de la phase stationnaire exacte et d’autres formules plus générales du méme
type. On peut déja trouver l'idée de base de la cohomologie équivariante sous une
forme algébrique dans des travaux de H. Cartan [C].

La cohomologie équivariante est une généralisation de la cohomologie de de Rham.
Si I'on considére comme précédemment I’action d’un cercle sur la variété M, 'algebre
&/ (M) des formes différentielles sur M de la cohomologie de de Rham est remplacée
par le produit tensoriel C[u]®.<7 (M)’ de I'algébre C[u] des polynomes en la variable u
et de I'algebre 7 (M)’ des formes invariantes par ’action du cercle engendrée par le
champ de vecteurs —.J, qui s’écrit aussi

d (M) :={ae€d(M)|ZL(J)a=0}

ou .Z(J) est la dérivée de Lie dans la direction de J.

L’opérateur de différentiation d : o7 (M) — &/ (M) de la cohomologie de de Rham
est remplacé par Popérateur D := d — ui(J) : Clu] ® &/ (M)’ — Clu] ® o/ (M)’ ou
i(J) désigne lopérateur de contraction avec le champ de vecteurs J.

De méme que la relation d? = 0 permet de définir la cohomologie de de Rham, la
relation D? = 0 permet de définir une cohomologie appelée cohomologie équivariante
de M (associée a I'action de S*).

Si u = 0, on retrouve bien str la cohomologie de de Rham car le complexe des
formes invariantes par le groupe compact S' a méme cohomologie que le complexe de
de Rham.

Le cours qui suit présentera un calcul explicite de la cohomologie équivariante dans
le cas de l'action du cercle sur lui-méme, puis du cercle sur R? et enfin du cercle sur
un espace vectoriel de dimension finie quelconque. Puis on démontrera la formule de
localisation en cohomologie équivariante dans le cas de points fixes isolés, ainsi que le
théoréme de localisation de Borel.

On trouvera une introduction & la cohomologie équivariante dans [BGV, chap. 7],
ABJ, [MQ).

Le théoreme de localisation (voir th.7.11 dans [BGV]) permet d’exprimer I’inté-
grale d’une forme équivariante fermée a(u) € Clu]®.o7(M)” sur une variété compacte
orientée comme somme (finie) sur ’ensemble des zéros du champ J (pourvu que ceux-
ci soient isolés) ou plus généralement (voir th.7.13 dans [BGV]) comme intégrale de
la restriction de a(u) & la variété des zéros du champ J. On considére donc une forme
différentielle a(u) = >, a™(u) inhomogéne, dépendant polynomialement de u et
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4 M. VERGNE

vérifiant I’équation
do(u) = wi(J)a(u).
Le terme a!%(u) est une fonction sur M (dépendant polynomialement de w), tandis

que le terme al™ (u) est une n-forme (dépendant polynomialement de ).
Dans le cas de zéros isolés, on a :

| atw) = (-2mp2

ino(u)

un/? det'?(L(J),)

{peM|J,=0}

ot n est la dimension de M, iza(u) == % (u)(p) est I'évaluation de la composante de
degré zéro de o(u) en p, 'intégrale [, a(u) devant étre comprise comme intégrale de
la partie de degré extérieur maximal o™ (u) de a(u). L’action donnée par le crochet
de Lie Z(J)¢ = [J,&] sur les champs de vecteurs induit une transformation .Z(J), de
T, M en chaque point p € M ot J s’annule. Le point p étant isolé, cette transformation
est inversible. La transformation .Z(J),, étant la dérivée de Lie d’une rotation, a des
valeurs propres imaginaires. Ainsi la dimension de M est-elle paire et on [’écrira
n = 2¢. On peut représenter .Z(.J), dans une base orientée de T),M par la matrice

(al(zp) _a(l)(p) )

<ae(zp) _aé(p) )

et définir la racine de son déterminant det/?(.Z(J ))p :=a1(p) - - - ar(p) sans ambiguité
sur le signe de la racine, compte-tenu de 'orientation de la variété. Les nombres réels
a;(p) sont tous non nuls. La formule de localisation s’écrit alors

[ 2m\ ¢ oo (w)(p)
[ () s

teiT—oy W (P)---ae(p)

On peut naturellement appliquer la formule de localisation & des formes a(u) €
Cl[u]] ® @/ (M)”7 car 'anneau de cohomologie équivariante est Z-gradué en posant
degu = 2.

On retrouve la formule de Duistermaat-Heckman en appliquant le théoreme de
localisation a la forme

o0 k
a(u) = e+ = 3 (uf ‘I:' )
k=0
ou () est la forme symplectique sur la variété et f la fonction hamiltonienne associée
au champ de vecteurs J définie par df = i(J)Q2. Du fait que la forme symplectique est
fermée et que i(J)f = 0, on déduit que (d — wi(J))(uf + Q) = 0, puis par passage a
Pexponentielle Da(u) = (d — uwi(J))a(u) = 0.

SEMINAIRES & CONGRES 7



COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE ET THEOREME DE STOKES 5

La composante de degré extérieur maximal de a(u) = e*f (1 +Q+ -+ %f) est

(e“f %f), tandis que la composante !% (u) de degré extérieur 0 de a(u) est la fonction
e*f. La formule de localisation s’écrit :

euf(P)

/ qu_E_(_Q )Z Z
v war(p) - au(p)

{peM|J,=0}

On remarque que les points critiques de f correspondent aux zéros de J. En effet
onadf(p) =0<= (i(J)Q)(p) =0 <= Q,(J,.) =0 < J, = 0 puisque  est non
dégénérée.

On retrouve donc la formule de Duistermaat-Heckman (1)

Qe euf(p)
uf _ V4
e — = (=27
/M a = 2 u’ det'/*(Hess, f)

{p, points critiques de f}

car il existe un systeme de coordonnées locales au voisinage de p ou le champ J est
linéarisé :
0 0
J=a (ac——ac—)+-~-—|—a (x
1(p) (22 021 1 Dz e(p) | T2

L2017
8:1:2@, 1 8«7526

0 8>,

1
f=5(a(p) (@t +23) + - + ar(p) (25— + 73,)),
Q =dzry Ndxg + -+ dxop_1 N dxoy.

Ces données vérifient effectivement la relation df = i(J)2 et on a

(alép) alo(P))

<afép) ae(()p) )

Comme nous 'avons vu au début de cette introduction, une application de la for-
mule de Duistermaat-Heckman est le calcul du volume d’une variété symplectique
munie d’'une action hamiltonienne d’un groupe compact. Paradoxalement, cette for-

Hess, f =

mule peut aussi étre utile pour calculer des volumes de variétés quotient pour ’action
d’un groupe (sur lesquelles il n’y a donc plus d’action de groupe) comme dans le cas
de 'espace des modules de connexions de Yang-Mills obtenues en quotientant ’espace
des connexions de Yang-Mills par I’action du groupe de jauge. Ceci fait intervenir
des intégrales sur 'espace des connexions qui est de dimension infinie et utilise une
extension formelle de la formule de localisation au cadre de la dimension infinie [W2].
Grace a Doutil des réductions symplectiques, on peut replacer le calcul dans le cadre
de la dimension finie [JK].
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6 M. VERGNE

2. Rappels sur la cohomologie de de Rham

Soit M une variété de classe C™°. Soit /(M) = @, &/*(M) l'algebre Z-graduée
des formes différentielles sur M (& coefficients complexes). Partons de la cohomologie
de de Rham définie & partir de la différentiation extérieure d : &/*(M) — &/*+1(M).
La différentielle d est un opérateur vérifiant les conditions suivantes :

(1) d*> = 0.

(2) d(anB) = danB+(—1)%8>aAdf (relation de Leibniz) avec («, 3) homogenes
dans o/ (M). Autrement dit, d est une dérivation impaire de l'algebre o (M).

(3) (df) (&) =&f on f € V(M) = C®°(M), £ étant un champ de vecteurs sur M.

On a 'égalité :

da(Co, &) = D_(~1)'&G (o, &ir- -1 E))
0 —~ o~
+ Z H_Ja glagj] an"wfia"'agja"wfk)

0<i<j<k
ou le « chapeau » signifie que I’'on omet la variable.

La relation d?> = 0 permet de définir une cohomologie
Kerd
Imd’
soit, pour chaque i, H'(M, C) := Ker(d| o7i(ary)/d(2/* 1 (M)) appelée cohomologie de
de Rham.

Soit £ un champ de vecteurs sur M. La dérivée de Lie .Z(§) agit sur /(M) en
préservant le degré. Elle agit sur une fonction f par Z(£)f := £f et son action sur
une k-forme w est définie par :

H*(M,C) :=

k
(L)) (€ &) = € (€ &) = D w(Err s [ ] 60
j=1

C’est une dérivation paire de 'algebre o7/ (M) :

L) aAf)=2ZLE )anb+anZ(E)p.

On peut vérifier que Z(£)d = dZ (&) ce qui traduit le fait que la différentielle exté-
rieure commute avec les actions de difféomorphismes.
La contraction par le champ & notée i(€) : /(M) — o/*~1(M) est définie par :

i(&)a =€) siac o' (M) est une 1-forme,

i(E) (A B) == (i(€)a) A B+ (—1)%e@a A (i(€)5) si o et B sont des formes
homogenes de &7 (M).

La contraction i(§) est donc une dérivation impaire de l’algebre o7 (M).
On a la relation

i(§) o i(§) = 0.
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COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE ET THEOREME DE STOKES 7

Pour deux champs de vecteurs &7, &2, on a donc

(&) 01(82) +i(&2) 0 i(&r) = 0.

On vérifie aussi la relation

[Z(&1),(62)] = i([€1, &2])-

La formule suivante est fondamentale.

Proposition 1 — La dérivation de Lie et la contraction sont liées par la relation de
Cartan :

Z(§) =doi(§) +i(§) od.
Cette proposition se vérifie facilement pour une fonction ¢

ZL(&)p=dp(§) =,

et pour une 1-forme « :

(Z(©a)(&1) = E(al&r)) =8, &]) = &ra(§) +da(§, &) = d(i(§)a) (&) + (i(§)da) (&)

Comme d et i(§) sont des dérivations impaires de l'algebre o/ (M), on vérifie que
doi(§) +i(§) od est une dérivation (paire) de l'algebre o (M). L’algebre o7 (M) est
engendrée par les fonctions et les 1-formes. Les deux membres de la relation de Cartan
sont des dérivations de I'algebre <7 (M). Elles sont donc égales, puisqu’elles sont égales
sur un systeme de générateurs.

On note 1 € @°(M) = C*°(M) la fonction constante identiquement égale a 1
sur M.

On définit aussi la cohomologie de de Rham & support compact. On note <7 (M)
l’algebre des formes différentielles & support compact sur M. On note dcp la restriction
de lopérateur d & @pt(M) et la cohomologie a support compact est définie par

_ Kerdcps

Hcpt(M) = T dops

Rappelons les lemmes de Poincaré que nous redémontrerons dans ce texte sous leur
forme équivariante.
Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n. Alors

— Toute forme différentielle fermée sur V' de degré k& > 0 est exacte.

— Toute forme différentielle fermée a support compact sur V' de degré k < n est
la différentielle d’'une forme a support compact. Si k = n, une forme w a support
compact de degré maximum est la différentielle d’une forme & support compact si et
seulement fv w = 0. Par conséquent, si T' est une forme a support compact sur V/
d’intégrale non nulle, toute autre forme a support compact lui est proportionnelle en
cohomologie.
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8 M. VERGNE

(Dans le cas ot V := R, cette description est bien visible. Si ¢(z) est une fonction
sur R, on peut toujours construire une primitive ®(x) de ¢. On aura donc ¢(x)dx =
d(®(z)). Si ¢ est a support compact, on ne peut trouver une primitive ® de ¢ a
support compact que si fR ¢(z)dz =0.)

Autrement dit

0, sik>0
2 HY(V)=1<" ’
@) V) {(Q sik=0,
tandis que

0, sik<n
3 HE (V) =3"] ’
) p(V) {cc, sik=n.

3. Cohomologie équivariante pour une action circulaire

Soit M une variété munie d’une action du cercle S* par un groupe de transforma-
tions & un parametre g(6). On note J le champ de vecteurs sur M tel que —J, soit
tangent en x € M A la trajectoire g(6)x de z sous 'action du groupe de transforma-
tions g(#). Pour une fonction ¢ € C°(M) :

(7)) = —25olg @)oo,

Une forme o € o7 (M) vérifie Z(J)a = 0 si et seulement si la forme « est invariante
par les transformations g(6).
La cohomologie équivariante est construite en déformant la cohomologie de de
Rham. On note
o (M) :={we o (M)|ZL(J)w =0}
C’est 'espace des formes différentielles invariantes pour l'action engendrée par J.
Comme .Z(J) est une dérivation, I'espace o (M )7 est une algebre.

Soit u une indéterminée. On introduit des formes du type w(u) = 3_, ; ukw,[g]7 avec

w,[j] € (&/7(M))7. On dira que w(u) est une forme équivariante. On note wl!(u) :=
Dok ukw,[fj]. C’est la composante de degré extérieur j de w(u).

Les formes équivariantes sont des éléments de I'algebre C[u] ® o (M)” ot Clu] est
I’algebre des polynémes par rapport a 'indéterminée u. Cette algebre est une algebre
Z-graduée, le degré de u*w; avec w; € &7 (M)7 étant donné par 2k+j. C'est a fortiori
une algebre Z/27Z-graduée. Le degré de u étant pair, la graduation sur Z/2Z est induite
par la graduation en formes paires et impaires de «(M). Une forme équivariante
paire est donc une forme w(u) = 3, ufwy, avec wy € &;(«/%(M))’. Une forme
équivariante impaire est une forme w(u) = 3", uFwy, avec wy, € &;(F 1 (M))”.

On déforme l'opérateur d en introduisant 'opérateur D := d — ui(J) agissant sur
Clu] ® & (M)” par

SEMINAIRES & CONGRES 7



COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE ET THEOREME DE STOKES 9

Comme u est de degré 2 et que la contraction i(J) diminue d’une unité le degré de
la forme, 'opérateur D augmente le degré de la forme w(u) d’une unité. Si x est une
fonction, on a Dy = dx puisque i(J)yx = 0.

On vérifie que

D? = (d—wi(J))o(d—wi(J)) =d* —udi(J) —wi(J)d+u?i(J)* = —uZL(J

en utilisant les relations d? = 0,i(J)? = 0 et la relation de Cartan di(.J) + i(J
Z(J). Lopérateur D? s’annule donc sur les formes équivariantes w(u
puisque Z(J)wy = 0.

On peut donc définir la cohomologie équivariante

Hi (M) = If;rg.
Remarquons que si M := o est réduite & un point, la cohomologie équivariante H, ()
est simplement ’anneau des polynémes Clu] en une variable u.

L’opérateur D est une dérivation (impaire) de I’algébre Clu] ® .o/ (M)”. 1l commute
a la multiplication par un polynéme P(u) € Clu]. On voit donc que H, (M) est
une algebre. De plus, ¢’est un module sur 'anneau des polynémes Clu]. Si P est un
polyndme, la fonction « constante » P(u)1ys peut étre considérée comme une forme
équivariante de degré paire, évidemment fermée. On a donc une application Clu] —
HY, (M). Comme on le verra dans la section suivante, cette application n’est pas
injective en général.

[

Ng

§ S~—
S

=

Soit N une sous-variété de M. Notons ¢ : N — M linjection canonique de N
dans M. Supposons le champ de vecteurs J tangent & N. Alors I'application de res-
triction 1 ® i* : Clu] ® &/ (M)’ — C[u] ® /(N)” est bien définie et commute & la
différentielle équivariante D. On la note simplement i*.

Si p est un point de M et 3 une forme différentielle sur M, le nombre i3 := 3 Ol (p)
est la valeur de la composante de degré 0 de 8 au point p. Soit p un point de M ou
le champ de vecteurs J s’annule, et considérons ’application

ir : Clu] ® @ (M)” — Clu].

Stw(u) =>4 ; ukw,[j], on a iy(w)(u) =, ukwg)] (p). Comme J s’annule en p, on voit
que izw(u) = 0 si w(u) est un bord Dv(u). En effet dv(u) n’a pas de terme de degré
extérieur 0 car d augmente le degré et iy (i(J)v(u)) = v (u)(J,) = 0, car J s’annule
en p. L’application i est donc bien définie en cohomologie. Elle associe un polynome
en u a une classe de cohomologie équivariante :

in s H (M) — Clu].

On définit aussi la cohomologie équivariante a support compact. On note @pt (M)
I’algebre des formes différentielles a support compact sur M. On considere alors ’opé-
rateur Depy := d —ui(J) agissant sur Pespace Clu] ® @ept(M)”. On peut donc définir
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10 M. VERGNE

la cohomologie équivariante a support compact

_ Ker Depy

Hgl,cpt(M) = ImDCpt .

Si S! agit trivialement sur M, alors il est clair que le complexe g1 (M) est sim-
plement Clu] ® &7 (M) et que H§, (M) = Clu] @ H*(M).

4. Le cas de ’action de S! sur S!

On calcule dans cette section la cohomologie équivariante pour I’action du cercle
sur lui-méme par rotations.

Le cercle S! est paramétré par I'angle ¢. L’action de S sur S! est engendrée par
le champ de vecteurs 9/9¢. Donc J = —3/0p. Une fonction f telle que Z(J)f =0
est constante. Une 1-forme g dp est annulée par £ (J) si g est constante. On a donc
o (SY)7 = Clg @ Cdep.

On déforme o7 (S1)” en Clu]@.e7(S1)? = C[u]151®C[u]dp qui est une algebre Z/27-
graduée. L'opérateur D = d — wi(J) agit sur un élément w(u) = P(u)lgr + Q(u)dyp
de cette algebre par

D(w(u)) = —uQ(u)i(J)de = uQ(u)1g1.
Il se décompose en D = Dt @ D~ ou DT agit sur Clu]lg1, D~ sur Clu]dp avec
Ker D* = Clu|lg:, KerD™ ={0}, ImD~ =uC[ul]ls:, ImD* ={0}.

On en déduit que
Ker D™

— 1 _ _
et
KerDt  Clu|ls:
+(gly — _ — .
Ha(57) = ImD~  uClu]lgr Cls.
On a donc

Hz(SY) = C
et laction de Clu] sur H}, (S') est triviale :
u- (H% (SY)) = 0.

Ainsi, application de Clu] dans H, (S') est 'application P — P(0)1g1.
Plus généralement, on sait que si S* agit librement sur une variété M, alors H, (M)
est isomorphe & la cohomologie ordinaire de I’espace des orbites de S dans M.
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5. Le cas de l’action de S! sur R?

Dans cette section, on calcule «a la main » la cohomologie équivariante pour 1’ac-
tion du cercle sur R? par rotations. Nous reprendrons ce calcul de maniére plus théo-
rique (et peut-étre plus compréhensible) dans la section 7. Nous montrons que 'appli-
cation Clu] — HZ, (R?) qui envoie un polynéme P(u) sur la classe de la « constante »
P(u)lg2 est un isomorphisme.

Considérons la rotation

9(6) = (cos& —sin&) .

sinf cos6

On obtient ainsi une action de S! sur R2. Le champ de vecteurs correspondant est
J = w901 — 2102, car le vecteur —J,, est le vecteur tangent au cercle g(6) - z en x.

Une forme différentielle est annulée par £ (J) si et seulement si elle est invariante
par rotations.

Considérons en particulier la forme

1
(4) w(u) = iuHxHQ + dz1 A dzs.

Elle est annulée par .Z(J). Cette forme est de plus fermée pour l'opérateur D
puisque Dw(u) = dw(u) — wi(J)w(u) = 0. C'est un exemple de forme équivariante
fermée sur R? pour laction de J.

Cherchons o7 (R?)”, c’est-a-dire toutes les formes invariantes sur R? par rotations.

Les fonctions invariantes par I’action d'une rotation sont les fonctions de ||z|? :=
2? + 23, donc

2°(R*)” = {o(||z[*) | ¢ € C*(R)}.
Deux 1-formes linéairement indépendantes et invariantes sont

r1dx1 + rodre et xidro — xodry.
Elles engendrent I’espace des 1-formes invariantes sur R? :

' (R?)” = {p(|z]*)(z1dz1 + z2dws) + g(|[2]?) (21dw2 — w2dz1) | p,g € CF(R)}.

Une 2- forme invariante est dzq A dze. On a donc

?(R?)! = {r(||z|*)dz1 A dzy | 7 € C(R)}.
Comme précédemment, I'opérateur D = d — ui(J) s’écrit D = D¥ @ D™,
D+ . ﬂO(RQ)JEBJZf2(R2)J N 42{1(]1{2)‘] et D™ :42{1(]1%2)] _ JZfO(RQ)JEBJZfQ(RQ)J.
Comme l'espace R? est contractile, on s’attend comme dans le cas de la cohomologie de
de Rham & ce que la cohomologie équivariante de R? soit la cohomologie équivariante
d’un point, c’est-a-dire Clu].

Cherchons les noyaux de D™ et D™ : on a

d (P(u, Hx||2)) = 2P'(u, ||z||?)(x1dz1 + zodzy)
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ou P’(u,t) désigne la dérivée de la fonction P(u,t) par rapport a la variable ¢.
On a

(2201 — 2102) (Q(u, ||z||*)(dz1 A dx2)) = Q(u, ||z||*) (z2dzs + z1dx)
de telle sorte que
(5) D (P(u,[|2]*) + Q(u, [|2]*)dz1 A dz2)
= (2P'(u, ||lz||*) — uQ(u, [|z[|?)) (z1dz1 + 22dzs).

On a donc

Ker DY = {P(u, [|2]]*) + Q(u, ||z]|*)dz1 A dza  avec uQ(u, ||z]|*) = 2P (u, [|z]?)}.
En remarquant que

i(J)(r1dr1 4 w2dwa) = 0,

et que

d (R(u, lz|?) (z1dzy + J;deg)) = 2R (u, ||z]|*)(x1dz1 + zodrs) A (z1dz1 + TodTs)

=0,
on voit que
D (R(u7 Hx||2)(:1c1dx1 + .’L'deg)) =0.
On a
d (S(u, ||z|*)(z1dxs — T2dz1)) = 25" (1, ||2||?) ||| *d21 A dzs + 28 (u, ||z]|*)dz1 A dxo
et
i(J) (S(u, ||2]*)(z1dzz — w2dz1)) = =S (u, ||z]?)]]*.
On voit que
D (S(u, ||=]|*)(z1dz2 — 22dz1))
est égale a
(6) uS(u, 2|l + 2 (|lz]|%8" (u, 2]?) + S (u, ||z]|?)) dz1 A des.
On obtient :
Ker D™ = {R(u, ||z||*)(z1dz1 + zodra)}.
Cherchons les images de DT et D~. D’apres les calculs précédents, on a :
(7)  ImD" ={ (2P (u, [|z[|*) — uQ(u, [|z[|*)) (z1dz1 + z2dx2)},
®)  ImD™ = {uS(u, [«|*)]]* +2[S"(u, [|z|*)|z]|* + S (u, [|2]|*)]dz1 A da }.
On vérifie que Im D~ C Ker DT et que Im D™ C Ker D™
Cherchons le quotient Ker D¥/Im D~. On posera t = ||z||> pour simplifier les
notations. Soit
w = P(u,t) + Q(u,t)dr1 A dry € Ker DT.
On écrit P(u,t) = P(u,0) + tP; (u,t). Alors
weKerDV <= u Q(u,t) = 2(tP (u,t)).
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Si Q(u,t) = S p_y qr(t)u¥, ceci montre que

N
Al = gu( X ).

ot Qx (1) est la primitive de ¢ s’annulant en ¢ = 0. En particulier P; (u,t) est divisible
par u. On écrit Py (u,t) = uT (u,t) et P(u,t) = P(u,0)+utT (u,t). Ecrivons P(u,0) =
P(u). On a alors

Ker D* = {P(u) + ul|a|*T (u, |2]*) + 2[T (u, [lz]]*) + l*T"(u, [|2]]*)] dz1 A da2}.
D’apres la formule (6), la forme équivariante
ull T (u, [|21%) + 2[T(u, [|2]|%) + [2]PT" (u, |2]|*)] dz1 A de

est le bord de la forme équivariante T (u, ||x||?)(x1dzs — x2dz1). Elle est donc nulle en
cohomologie et on a
Ker DT /ITm D~ = Clu).
Cherchons le quotient Ker D~/ Im DT. Toute fonction R(u,t) = Zszo ri(t)u* po-
lynomiale en u et C°° en ¢ s’écrit sous la forme

2P (u,t) — u Q(u,t)
ou P(u,t) et Q(u,t) sont polynomiales en u car il suffit de prendre @ = 0 et

N
P(u,t) = Z pr(t)uF
k=0

ou chaque pj est une primitive de %rk. Alors la forme équivariante

R(u, ||z]|*)(z1dxy + wodas)
dans Ker D~ est le bord de la forme équivariante P(u, ||x]|?). Elle est donc nulle en
cohomologie. On obtient

Ker D~ /Im D" = 0.

De plus on a vu que toute forme impaire fermée v(u) s’écrit
(9) v(u) = D (P(u, ||z[|*)) = 2P"(u, ||2]|*) (z1dz1 + 2dzs).
On obtient donc :

Théoréme 2 — La cohomologie équivariante de R? pour laction de S* sur R? par
rotations est isomorphe a Clu] :

H3%: (R?) = Clu]1ge.
L’évaluation au point fixe O
i s HE: (R?) — Clu]

est un isomorphisme.
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14 M. VERGNE

Remarquons que contrairement & la cohomologie H%, (S*), la cohomologie H}, (R?)
est sans torsion : soit «(u) une forme équivariante fermée et P(u) un polyndéme non
nul tel que P(u)a(u) =0, alors a(u) = 0.

6. Forme de Thom et cohomologie équivariante 4 support compact de R?

L’objet de cette section est de calculer la cohomologie équivariante a support com-
pact de R? pour l'action de S' sur R? par rotations.

Soit M une variété orientée de dimension n munie d'une action de S' engendrée
par le champ de vecteurs —J. On définit I'intégrale [, a(u) d’une forme équivariante
a support compact comme l'intégrale de la composante de degré extérieur maximal
altl(u) =3, ukaLn] de la forme a(u) : c’est le polynéme en u défini par

()= ([ oo

Montrons tout d’abord que l'intégration induit bien une application sur les classes
de cohomologie équivariante a support compact. Ceci résulte du théoreme de Stokes.
En effet, soit a(u) une forme équivariante & support compact sur une variété M
orientée de dimension n et B(u) une forme équivariante & support compact telle que
a(u) = DB(u). Montrons que [,, D3(u) = 0. On a alM(u) = dp"Y(u). En effet,
i(J)B(u) n’a pas de terme de degré maximum n, car la contraction #(J) diminue le
degré. On a donc ), all(u) = S dBI" = (u) et ceci est nul par le théoreme de Stokes
puisque B(u) est a support compact. On obtient ainsi une application :

/  Hi (M) — Clu).
M

Dans le cadre qui nous intéresse, on appelle forme de Thom une forme fermée
équivariante T'(u) & support compact sur R? telle que Jge T'(u) soit le polynome iden-

tiquement 1 :
/ T(u)=1.
R2

Un exemple est donné par la forme équivariante fermée

T = 2| Julal?) + ol A e

ol x est une fonction & support compact telle que x(0) = 1. En effet

21 poo s}
/ X (|z||*)dzy A dzy = / / X' (r?)r drdf = 7r/ X' (v)dv = —7x(0) = —7
R2 o Jo 0
donc [, T'(u) = 1.

Théoréme 3 — Toute forme équivariante fermée a(u) a support compact telle que
Jz @(u) = 1 est égale a la forme de Thom T(u) dans la cohomologie d support
compact.
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La cohomologie équivariante HY, _ . (R?) est isomorphe a Clu] :

H

,cpt(

(R*) — C[u]

,cpt

par Uapplication o(u) — [oo ou).
L’isomorphisme inverse est donné par Uapplication P(u) — P(u)T(u). Ici P(u)

est un polynome en w. Ainsi toute forme équivariante fermée a support compact est

a(u) = (/R2 a(u))T(u)

dans la cohomologie équivariante a support compact.
De plus, la restriction a 0 est un isomorphisme de HY,

telle que

epb (R?) sur l’espace u(Clu]).

Remarque — Si on se permet d’inverser la variable u, la restriction aux points fixes
est encore un isomorphisme.

Démonstration. — La forme équivariante a(u) sur R? s’écrit
a(u) = ag(u, x1, x2) + a1 (u, 1, x2)dry + as(u, 1, x2)drs + as(u, v1, x2)dry A dee

ou les fonctions «;(u,x1,x2) sont des fonctions polynomiales en u, et C*° a support
compact en x1, x2. Rappelons que d’apres les résultats de la section 5 que 'injection
canonique i : 0 — R? du point 0 de R? dans R? induit un isomorphisme :

i* : H% (R?) — HE ({point}) = Clu].

La forme a(u) étant une forme équivariante fermée sur R?, un représentant de
la classe de cohomologie sans condition de support est ag(u,0) qui correspond a
Pévaluation en 0 et on a donc a@ = ap(u,0) dans la cohomologie sans condition de
support. On a écrit ag(u,0) au lieu de ag(u,0)1ge € Clu] @ &7°(R?).

La forme de Thom peut aussi étre considérée comme une forme équivariante fermée
sur R? pour la cohomologie sans condition de support. Donc un représentant de la
classe de la forme de Thom dans la cohomologie sans condition de support est

En fait, on a

T+ 52 = =+ | guClel) = 1)+ X (ol |
= _71D {(%)(mdwz — xzdacl)] .

Donc il existe des formes équivariantes sur R?, 11 (u) et 12(u), telles que
—u
a(u) = ap(u, 0)1ge + (DY1)(uw) et T(u) = ﬁle + (Db2)(u),
ce qui permet d’écrire

T(u) A a(u) =T(u) A(ao(u,0) + Dy (u) = T(u)ao(u, 0) + D(T (u)ih1 (u)).
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On a utilisé 'équation DT (u) = 0 (la forme équivariante T'(u) est une forme fermée)
et le fait que D soit une dérivation pour écrire T'(u)D1(u) = D(T (u)i1(u)). La
forme T étant a support compact, T'(u)11(u) est & support compact.
De méme
—ua(u)

T(u) A afu) = <;—: + Dwz(u)> Aalu) = 5. + D(¢a(u)a(u))

ot de nouveau ¥q(u)a(u) est & support compact, a(u) étant & support compact. Donc
T(u) A a(u) est congru — dans la cohomologie équivariante ¢ support compact — a
T(u)ap(u) d'une part et & —ua(u)/2m d’autre part. Ainsi T'(u)ap(u) est-il congru a
—ua(u)/2m dans la cohomologie équivariante & support compact, ce qu’on écrira

ua(u) = —2mag(u)T (u).

Calculons l'intégrale des deux membres. On obtient, puisque fR2 T(u) =1,

—omao(u) = u / a(u)

RZ
En fin de compte, on a pu écrire

u[a(u) - </]Rz a(u))T(u)} =0

dans la cohomologie a support compact.

La démonstration du théoréme n’est pas encore terminée. Soit v(u) € Clu] ®
Hept(R?) telle que uv(u) = 0 dans la cohomologie & support compact. Il s’agit de mon-
trer que v(u) = 0 dans la cohomologie & support compact. On a a fortiori uv(u) =0
dans la cohomologie sans support. Comme la cohomologie équivariante sans condition
de support de R? est sans torsion, ceci entraine que v(u) = 0 dans la cohomologie
sans conditions de support. Supposons v(u) paire. D’apres les calculs de la section
précédente (voir la formule (8)), il existe une fonction S(u,t) polynomiale en u et C*°
en t telle que

v(u) = D(S(u, [[2|*)(z1dws — wadzy))
= uS(u, ||z|*)||z[|* + 2[S" (u, [|z]|*)l|]|* + S(u, [«]|*)ldz1 A dzs.
Ceci implique que
VOl ) (2) = uS(u, ||2]®)]|2]*.
Comme la fonction v1%(u)(x) est & support compact en z, ceci entraine que S(u, ||z[|?)
est & support compact en = et donc que v(u) = 0 dans la cohomologie & support
compact. Si v(u) est une forme équivariante impaire fermée, elle est exacte et on a vu
(formule (9)) qu’on peut I'écrire
v(u) = D(P(u, [2|*)) = 2P (u, ||z||*) (z1dz1 + 2dz2).

On voit que P’(u,t) est égale & 0 lorsque t est grand, disons ¢ > M. On peut écrire
P(u,t) = G(u,t) + C(u) avec G(u,t) & support en t dans t € | — oo, M| et C(u)
un polynéme en u. Dans ce cas, on a aussi v(u) = D(G(u, ||x]|?)) et la fonction
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G(u,||z||?) est & support compact en x. Ainsi I'’équation uv(u) = 0 en cohomologie &
support compact entraine v(u) = 0 en cohomologie & support compact. Comme nous

u[a(u) - (/R2 a(u))T(u)] =0

dans la cohomologie & support compact, nous avons finalement obtenu

a(u) = (/]1@2 a(u))T(u),

ce qui termine la démonstration du théoreme 3, les autres assertions découlant immé-

avions

diatement de 1’équivalence explicite ci-dessus. O

Deux formes équivariantes a support compact de méme intégrale sont donc équi-
valentes. En particulier toutes les formes de Thom construites a partir de différentes
fonctions y a support compact sont égales en cohomologie équivariante a support
compact. Donc la forme de Thom est unique en cohomologie. Au lieu de choisir une
forme de Thom & support compact, on peut choisir une forme de Thom a I’allure
gaussienne en choisissant, au lieu de x & support compact, la fonction x(¢) = e*. On
obtient
(10) T (u) = %eiHI“Q(—u—Fdel Adzs).

On peut alors démontrer de la méme fagon que précédemment que la forme T} (u)
est équivalente a la forme T'(u) dans la cohomologie équivariante de R? calculée a
partir des formes & décroissance rapide sur R2.

7. Cohomologie équivariante d’un espace vectoriel

Soit V' un espace vectoriel réel sur lequel agit le cercle S! par un groupe & un
parametre de transformations linéaires ¢g(6) (avec g(0) = g(6 + 27)). Alors V est de
dimension n = 2¢ + r et est muni d’une base (e, es, ..., €0, €2041,.-.,€24,) dans
laquelle I’action de S' est donnée par la matrice

(cos(alﬂ) — sin(ay0) )

sin(a16) cos(a16)

g(0) = (COS(WG) —Sin(aee))

sin(agf) cos(aef)

1
Comme la transformation g() est périodique de période 2, les nombres a; sont
des entiers.
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Le champ de vecteurs infinitésimal J correspondant est
(11) J = a1(x201 — 2102) + a2(x403 — £304) + - - + ar(@20020—1 — T20—102¢).

On va généraliser le résultat de la section 5 en montrant que la cohomologie équi-

variante de V' pour 'action du cercle vérifie encore
H (V) ~ Clul,

l’isomorphisme fait correspondre & un polynéme la classe de la « constante » P(u) 1y .

Soient p : V' — {0} l'application constante de V sur 0 et i : {0} — V Dinjection
canonique. Ces deux applications induisent respectivement p* : &/ ({0}) — &/(V) et
i*: (V) — 27/({0}). On peut donc construire 'application p*i* : & (V) — &/(V)
qui s’annule sur .27*(V), k > 0 et revient & évaluer une fonction ¢ € &°(V) = C=(V)
en 0 :p*i*p = p(0)ly.

On va construire une homotopie h : (V) — &/*T1(V) telle que

doh+hod=1d—p*i*
ce qui revient donc a
(doh+hod)p=¢—¢0)ly Voed(V)=C>V).

On introduit pour cela le champ d’Euler F := Z?:l x;0; et Vopérateur d’homogé-

néité correspondant
Z(E)=doi(E)+i(E)od

qui, appliqué & une forme polynomiale est donné par :

L(E) (2 a2 - alrdag, N Nday,)

=(p1+-+pn+ k) (@b alrdr, A Adayy).
Il s’annule sur les constantes. Vérifions que ’application
F:a®(V) — a*V)

définie par
1
(pdxil ARSRNA dxlk - (/ Qp(t‘r)tkildt> dxh ARERNA dmik
0

définit un «inverse » de 'opérateur d’homogénéité Z(E). Ici on suppose que, soit
k > 1, soit que k = 0 et que ¢ s’annule en 0, pour que F' soit bien définie.
Vérifions le d’abord pour un polynéme ¢ = xf* ---xP». Si k = 0, on suppose que

¢ s’annule en 0. On a donc toujours k + p; + -+ + p, > 0. On a alors :
1
F(a - abrde, A Nday,) = (/ tk_ltpﬁ“""p"dt)wdxil A Ndag,

0
1

T ktpi ot

@ dxi, N Ndxg,,
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donc on a bien
ZL(E)F(p dxi, N---Ndx;,) = @ dziy A--- Ndx;, .

Vérifions plus généralement que .Z(E) o F = Id sur &/*(V) pour k > 1. On écrit
de méme

n

! 0
L(B)o Flp duy, A+ Nday,) = / (Yo wige +k)lta)t™ " dt ) dos, -+ A day.
0

7
i=1 v

Mais

n

(Z"”ai + k) p(tn)t ! = %(t%(m)).

"
i=1 v

Donc, puisque k > 1,

/01 (zn:xa% + k) plta)tt e = /O1 %(t%(tx)) — o(x)

et on a bien Z(E) o F = 1d sur &*(V).

De méme on vérifie que Z(E) o F = Id sur Cy(V) = {¢ € C=(V) | ¢(0) = 0}.
Dot doi(E)o F +i(E)odo F = Id sur &/*(V), pour k > 1, ce qui, utilisant la
relation F'od = d o F et en posant

h=i(E)oF: a"V)— " V),

donne
doh+hod=1d
sur /% (V) pour k > 1.

On pose h = 0 sur &°(V). De lidentité Z(E)F¢ = ¢ pour une fonction ¢
s’annulant en 0, on déduit que hdyp = ¢ si ¢ s’annule en 0. Considérons ¢ — p*i*p =
©—v(0)1y qui est nulle en 0. On a donc hd(p—p*i*p) = p—p*i*p. Comme d est nulle
sur les constantes, on en déduit que, sur &°(V), on a 'égalité hdp = (¢ — p*i*y).

On a finalement prouvé I'égalité

doh+hod=1d—p*i*

sur &/ (V). On rappelle que i : {0} — V est l'injection canonique et p : V — {0} la
projection.

On peut montrer une version équivariante de cette propriété. Soit J le champ de
vecteurs donné par la formule (11). Comme g(6) est linéaire, 'action de S! commute
aux homothéties, on a donc [J, E] = 0 comme on peut le vérifier directement. Ceci
entraine que Z(F) = d o i(F) + i(F) o d commute avec i(.J), car

Z(E)i(J) —i(J)Z(E) = i([E, J]) = 0.
On en déduit que F' commute avec i(J) et par suite que

i(Jyoh+hoi(J) = i(J)o Foi(E)+ Foi(E)oi(J) = Fo(i(J)oi(E)+i(E)oi(J)) = 0.
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Ceci entraine finalement que
(d—wi(J)h+ h(d—ui(J)) = (dh+ hd) =1 — p*i".
On a donc, pour a(u) € Clu] ® o (M)”,
Dha(u) + hDa(u) = a(u) — p*i*a(u).
On en conclut que toute forme équivariante fermée a(u) vérifie
D(ha(u)) = a(u) — ol (u)(0)1y = a(u) — p*i*a(u).

Ainsi a-t-on montré qu'une forme équivariante fermée sur V' qui s’annule en 0 est
exacte. Dans la cohomologie, il reste donc simplement les fonctions constantes sur V'
(dépendant polynomialement de u), soit :

H: (V) ~ Clully.

8. Formule de localisation pour la cohomologie équivariante
a support compact sur un espace vectoriel

On considére une action de S' par des transformations linéaires sur un espace
vectoriel. On suppose ici que le seul point fixe de cette action est le point 0. Donc V/
est un espace vectoriel de dimension paire 2¢ et est muni d’une base (e1,ea,...,eay)
dans laquelle le champ de vecteurs J est tel que :

J = ai(x201 — 2102) + a2(x403 — 304) + - - - + ap(220020—1 — 220—102¢)

ou les a; sont des entiers non nuls.

On supposera V muni de I'orientation définie par la base e, es,. .., esr. Dans cette
section, on calcule l'intégrale d’'une forme équivariante fermée a support compact
sur V en fonction de sa restriction au point fixe 0. En fait, on déduira ce résultat de
Pexistence d’une forme fermée équivariante T'(u) d’intégrale 1.

On exhibe tout d’abord (comme dans le cas de R?) une 2/-forme équivariante
fermée d’intégrale 1. On pose

U 1
T(u) = <— %cnx(w% + x%) - ;X/(x% + x%)dml A d.’EQ)
1
A (= granx(ad + o) - Jx(a + adds A doa)
U 1
ARRRRA (‘ %WX(xgeq +a3,) — ;X'(ﬂfgul + 25)dwae—1 A dx%)

ou x est une fonction C'*° a support compact sur R qui vaut 1 en 0. On vérifie comme
dans la section 6 que T(u) est une forme équivariante fermée pour I’action de S*.
D’autre part, on a :

(12) (T (w) = T(u)(0) = (-1)°
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(ot i : {0} — V est l'injection canonique) et

/T( /2,,/ rdrd6> —1.

Soit a(u) une forme équivariante fermée & support compact. En considérant la classe
de a(u) dans la cohomologie HZ, (V) = Clu]|ly sans conditions de support, on sait
que

a(u) = (IFa(u))ly + DB(u)

et donc
afu) AT (u) = (i"a(u)T (u) + (DB(u)T (u) = (i"a(u)T (u) + D(Bu)T (u)).

La forme B(u)T'(u) est & support compact puisque T'(u) est a support compact. On a
donc

a(u) ANT(u) = (Fa(u))T(u)

(pour la cohomologie & support compact).
Un calcul analogue montre que

a(u) AT (u) = (T (u))a(u)

pour cette méme cohomologie, o étant supposée a support compact. Ici i*T (u) est le

mondme (—1)%ajaz - - - apu’/(27)". On obtient ainsi

(T (u))a(u) = (" a(u))T (u)
dans la cohomologie & support compact. En intégrant sur V', comme fVT(u) =1,
on voit que, si a(u) est une forme fermée équivariante & support compact, alors le
polynome i*«(u) est donné par
i*o(u) = (Z*T(u))/ a(u).
v
Donc

(¢ Tw)a(w) = (Tw)( [

v

a(w)T(w),

et comme *T'(u) est un multiple de u’ (Formule (12)), on obtient

ut (a(u) - (/Va(u)>T(u)> =0

dans la cohomologie équivariante a support compact. L’équation
i*a(u) = (Z*T(u))/ a(u)
1%

nous permet de calculer I'intégrale sur V' de a(u) en fonction du polynéme i*o(u) et
de i*T(u) = (—1)%aias - - - apu’/(27)%. On obtient un cas particulier de la formule de
localisation.
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Proposition 4 — Soit a(u) une forme équivariante fermée a support compact sur l'es-
pace vectoriel orienté V.. On a alors

[ atw) - G a0
[ |

ueal sy

On peut écrire intrinsequement le dénominateur de cette formule a partir du dé-
terminant de la transformation induite par J sur I’espace tangent en 0. Considérons
la transformation .Z(J)(§) = [J, €] sur les champs de vecteurs. Comme J s’annule au
point 0, on voit qu’elle induit une transformation notée (£ (J))o de 'espace tangent
en 0 &V :si€ est un champ de vecteurs, le champ [J, €] calculé au point 0 ne dépend
que de la valeur de & en O.

Comme

J = a1(2201 — 2102) + a2(x403 — £304) + - - - + ap(220020—1 — T20—102¢),

la transformation .Z(J)o s’écrit dans la base orientée 01, . .., d2p de 'espace ToV =V
0 —aq
al 0
0 —Qay
Qy 0

On voit que det .Z(J)o = a} - --a?. La racine carrée ajas - - - as est bien déterminée
une fois choisie 'orientation de V. En effet, il faut échanger un nombre pair d’éléments

comme la matrice :

€2j—1,€2; pour que la base transformée soit encore une base orientée. On écrira donc
la formule de localisation sous la forme :

—1\*¢ iga(u
(13) (5-) / alu) = 10/2( )
2/ Jv uf det™ = (L (J)o)
ol la racine carrée du déterminant est déterminée par ’orientation de V.
On peut aussi appliquer la formule précédente & des formes a(u) dépendant analyti-

quement de u et & décroissance rapide. Considérons la forme w(u) = ful|z||?+dz1 Adx,
donnée par la formule (4) de la section 5. Alors pour u > 0 la forme

a(u) = e~ = e=3ul=l® (1 — gz A day)

est une forme vérifiant da(u) = wi(J)a(u). Elle est & décroissance rapide. Si on
lui applique la formule (13) précédente, on obtient la formule intégrale pour une
gaussienne.

2
/ e_“(z§+m§)/2dx1dx2 = —W.
R2 u

De méme que pour la dimension n = 2, on peut donner une formule sympathique
pour une forme de Thom d’allure gaussienne d’un espace vectoriel V orienté a partir de
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I'intégrale de Berezin sur AV. Rappelons que I'intégrale de Berezin est une application

linéaire

T: ANV —R
qui s’annule sur AV, k < n = dimV. Si V est orienté et muni d’une base orientée
(e1,...,en), et I ={iy,ia,...,ix} un sous-ensemble ordonné de {1,2,...,n}, on note

er =e;, Nejy, A+ Ae;,. L'intégrale de Berezin 7 est définie par :

1 sil|l|=
:7(61) ::{ 61| | n,

0 sinon.

Considérons l'algebre o/ (V) @ A(V). On note encore I ® .7 par 7. C’est une appli-
cation de &7 (V) @ A(V) dans o7 (V). Considérons 1’élément

2 ¢
m
flu) ==z + E dxie; + E 5 %i€2i-1 A e;
i=1 i=1

de o7/ (V)® AV. Calculons I'exponentielle /(). C’est un élément de I'algebre o7 (V) ®
AV.
En dimension 2, on a

ef(u) — e—Hzl\2edz1e1+dmgez+%alell\eg

= e—|\$|\2(1 + dxie + droes + galel N e + dxleldxgeg).

Donc U
Tl = A (L, — dds)

et %ﬂ e/ (W est 1a forme de Thom & Pallure gaussienne donnée par la formule (10),
calculée dans la section 6.

De méme, si V' est de dimension n = 2¢, on voit que

N
Tyauss (1) = (71) 7 (™)

est une forme fermée équivariante d’intégrale identiquement égale & 1 et d’allure gaus-
sienne. Cette derniére formule est & rapprocher de la construction par Quillen [Q] de
formes fermées (ici T'(u)) comme caracteres de Chern pour des superconnexions soit
str(exp~V) ot V est une superconnexion.

Soit V un espace vectoriel de dimension 2¢+7, munie de ’action de S* pour laquelle
le champ infinitésimal tangent est —J avec

J = a1(x201 — 2102) + as(x403 — w304) + -+ - + ap(w20020—1 — T20—102¢).

Ecrivons

VooVi  avec Vo=)_Reypj, Vi=&7% Re;.
On appelle forme de Thom 7T'(u) sur V une forme équivariante fermée a support
compact d’intégrale identiquement 1. On construit, comme précédemment une forme
équivariante fermée T (u) sur V4 & support compact et d’intégrale identiquement égale
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a 1. On peut choisir une forme différentielle Ty sur Vj a support compact et de degré r
telle que fvo Ty = 1. Comme Ty est de degré maximal sur Vj, elle est fermée pour d.
Comme J est identiquement nul sur Vj, on voit que T'(u) = Ty A T1(u) est une forme
équivariante fermée sur V' d’intégrale identiquement égale a 1. On peut montrer que
deux formes équivariantes fermées d’intégrale 1 sur V' sont cohomologues pour la
cohomologie & support compact de V. Notons encore T'(u) la classe d’une forme de
Thom. Alors, pour un espace vectoriel V', on a

H1 epi (V) = Clu]T'(u)

,cpt

ou H gl,cpt(V) désigne la cohomologie équivariante pour les formes a support compact

dans V (voir par exemple [MQ)]). Autrement dit, par intégration, on pourra écrire
Hgl,cpt(v) = (C[U]

puisque [T(u) = 1. Une forme fermée équivariante & support compact sera donc
le bord d’une forme équivariante fermée & support compact, si et seulement si son
intégrale est nulle. Remarquons ’analogie avec le cas simple de la dimension 1. Soit
f(t) une fonction & support compact sur R telle que f s’écrive comme dérivée f = ¢’
d’une fonction g. Alors g est déterminée a une constante pres. On peut choisir g
nulle lorsque ¢ tend vers —oo puisque f est & support compact. Alors g est a support
compact si et seulement si [, f = 0.

9. Cohomologie équivariante d’une variété et points fixes.
La formule de Paradan

Soit M une variété compacte munie d’une action du groupe S' par le groupe de
transformations g(#). On sait que 1’ensemble des points fixes M~ " de I'action est une
sous-variété de M. Ceci résulte du fait que le groupe S* est un groupe compact : grace a
une métrique riemannienne invariante, on peut linéariser I’action de S* prés d’un point
fixe (voir par exemple [BGV, prop. 7.12]). Nous montrons ici, qu’apres localisation, la
cohomologie équivariante de M est isomorphe a la cohomologie équivariante & support
compact d’un voisinage de sa variété de points fixes M* "

Notons J le champ tel que —J, soit tangent en € M a la trajectoire g(f)x. La
variété MS est aussi Iensemble des zéros de J. Une forme o vérifie Z(J)a = 0 si et
seulement si la forme « est invariante par les transformations g().

On calculera dans cette section 'opérateur D = d — wi(J) sur le complexe localisé
Clu,u™] ® «/(M)’. On notera HZ, (M), -1 la cohomologie de ce complexe localisé.
De méme, si N est une variété non nécessairement compacte, on considere le complexe
localisé Clu, u™'|@ept (N)”. On notera HZ, . . (M),-1 la cohomologie de ce complexe
localisé.

,cpt(
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L’opérateur de multiplication par u est inversible sur Hg,(M),-1. Il résulte de
la section 4 que Hg, (S"),~1 = 0. Il résulte de la section 6 que Hg, . (R?),-1 est
isomorphe & C[u, u~!] par restriction a 0.

Nous montrons tout d’abord qu’une forme équivariante fermée sur une variété M
est exacte en dehors des zéros de J.

Soit a(u) € Clu,u™!] ® &/ (M)”. Supposons la forme a(u) une forme équivariante
fermée sur M, soit d(a(u)) —w i(J)(a(u)) =0

Tout d’abord montrons que a(u) est exacte dans le complexe Clu,u 1] ® o7 (M)’
en dehors des zéros de J.

On choisit une structure riemannienne invariante par I'action du groupe S!, ce qui
est possible. On définit tout d’abord la 1-forme A = J° par A(€) = (J,£) ot (-,-) est
le produit scalaire correspondant a la métrique sur M. Cette forme A est alors dans
o/ (M)7, car J et (-,-) sont invariantes par 'action de S*.

Comme (DX)(u) = d\ — ui(J)A = d\ — u(J, J) = d\ — u||J||?, la composante de
degré 0 de (DA)(u) pour u # 0 ne s’annule pas quand J # 0. La forme a(u) étant

fermée, on peut écrire
A

=D|—=———
odw) ((D)\)(u)a(u)>
en dehors des zéros de J. Plus précisément, on écrit
d\
D) (u) = —ul|J|*(1 - —= ),

de sorte que

((D/\)\)(u)a(u)> - ﬁ(z <u||d;||2>k>a(“>

k
est dans Clu,u™ '] ® o7 (M)”’. En effet, la somme sur les k est finie puisqu’elle s’arréte
des que 2k > dim M. On voit donc qu'’il existe un entier K tel que u®a(u)|y = 0
dans la cohomologie H, (U) ou U est I'ouvert J # 0. En particulier la cohomologie
$1(U) est un module de torsion pour I'anneau Clu] et H%, (U),-1 = 0.

Il est donc plausible de penser que seule la variété M*S ' fait apparaitre des classes
non nulles apres localisation.

Soit N un voisinage ouvert invariant de M* " La cohomologie équivariante a sup-
port compact de N s’envoie naturellement dans la cohomologie équivariante de M.
En effet, une forme a support compact sur N se prolonge naturellement en une forme
sur M en la prolongeant par 0 en dehors de N.

Théoréme 5 — Soit N un voisinage ouvert invariant de MS, L’application
Q: Hgl,cpt(N)ufl - ng (M)ufl
est un isomorphisme.

La signification de ce théoréme est la suivante : pour toute forme équivariante
fermée « sur M, il existe une forme équivariante fermée (3 a support compact contenu
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dans N, un entier k et une forme équivariante (u) sur M tels que u*(a(u)) — B(u) =
D(y(u)). De plus, on peut supposer que [(u) et y(u) dépendent polynomialement
de u.

En fait on va donner un inverse explicite a I’application . On va construire une
forme équivariante fermée Par(u) € Clu,u™!] ® o/ (M)’ (appelée forme de Paradan
par la suite) & support compact contenu dans N qui est congrue a 1 dans le compleze
Clu,u= Y] ® &/ (M)’ et qui vaut identiquement 1 sur I'ensemble des zéros de J. On
désire donc que Par(u) = >, u*Pj ol la somme est sur un ensemble fini d’entiers
relatifs k. Les formes Py sont des formes sur M a support compact contenu dans N.
D’autre part toutes les formes Py, pour k # 0 seront nulles sur I’ensemble J = 0 tandis
que la forme Py sera une fonction égale a 1 sur 'ensemble {J = 0}.

La forme Par(u) est construite de la maniére suivante dans [P]. Soit x une fonction
a support compact, qui vaut identiquement 1 au voisinage des zéros de .J et qui est S*
invariante (i.e. Jx = 0). On suppose que x est & support compact contenu dans N.

On pose
A
P =dy-—-—
ar(u) dX(D)\)(u) +x
Plus précisément
A X (d))*
Pax(e) =+ (@0 A = (14 g+ )

ol 2¢ est la dimension de M.

La forme Par(u) est bien définie sur M puisque ||J||? est non nulle en dehors des
zéros de J et que dy par contre est identiquement nulle au voisinage des zéros de J.
La forme Par(u) est dans C[u~!] ® 7/ (M)’ et est bien de la forme désirée. Ainsi on
remarquera que Par(u) évaluée en un point fixe p coincide avec I’évaluation de x en
un point fixe et vaut donc 1. Elle est fermée puisque

D Par(u) = dy — dXAD(m) ~0
“ Ay (DN
b ((m)@)) N
D’autre part
Par(u) — 1 = dxm fy—1= D((X - 1)%)

et (x — l)m est bien définie sur M puisque y vaut 1 au voisinage des zéros de

J. Donc Par(u) — 1 est exacte dans Clu,u"!] ® &/ (M)”, autrement dit Par = 1. Le
théoreme 5 se précise ainsi.

Théoréme 6 — Soit N un voisinage ouvert invariant de MS". L’application

Q : Hgl,cpt(N)u_l - ng (M)u_l
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est un isomorphisme. Son inverse est donnée par l’application
P: H;q (M)u—l e Hgl,cpt(N)u_l
définie par P(a)(u) = Par(u)a(u).

Démonstration. — Sia(u) est une forme équivariante fermée sur M, alors a(u) Par(u)
est congru & a(u) (dans le complexe Clu,u™1] ® o/ (M)”) et est & support compact
contenu dans N. On voit donc que Q o P = 1d.

Maintenant, soit S(u) une forme équivariante fermée & support compact contenu
dans N. Ecrivons (Par(u) — 1) = Dk(u). Donc Par(u)3(u) — B(u) = D(k(uw)B(w)).
Comme [(u) est & support dans N, il en est de méme pour x(u)3(u) et on obtient
PoQ =1d. O

Remarque — Choisissons un voisinage N de MS" qui soit fibré sur MS". Clest tou-
jours possible, griace aux voisinages tubulaires. Alors, comme on I’a vu dans le cas
de R? (Théoréme 3), on peut montrer facilement que I'application de restriction sur

M5 est un isomorphisme de HZ, . (N) sur H%, (M5"), si on se permet d’inverser la

,cpt
. 1 7 \
variable u. Comme la forme de Paradan vaut 1 sur M*° | on retrouve donc le théoréme
dans sa forme énoncée par Borel : L’application de restriction aux points fixes induit

un isomorphisme de H, (M), 1 avec Clu,u™'] @ H*(MS").

10. Formule de localisation dans le cas d’une variété

Soit M une variété compacte orientée munie d’une action du groupe S' par le
groupe de transformations g(#). L’objectif de cette section est de calculer I'intégrale
d’une forme équivariante fermée sur M.

Soit MS" I'ensemble des points fixes de action de 5 sur M. Soit a(u) une forme
équivariante fermée sur M. Considérons la forme de Paradan Par(u). Rappelons
quelle vaut 1 sur M5 et que Par(u) = 1+ DB(u) avec 8(u) € Clu,u] @ o (M)”.
On a donc

a(u) Par(u) = a(u) + D(a(u)8(u))
(a(u) étant fermée). Donc, on voit que :

/M a(u) = /M a(u) Par(u) = /N a(u) Par(u)

ou N est un voisinage de ’ensemble des zéros de J.
Nous traitons le cas ou les zéros de J sont isolés. On a donc

/ a(u) = Z / a(u) Par(u).
M {p, zéros de J} voisinage de p

On peut (par exemple au moyen de 'application exponentielle définie par la struc-
ture riemannienne invariante) linéariser le champ de vecteurs J au voisinage du point
fixe p. Il existe donc une carte locale d’'un voisinage de p difféomorphe a un ouvert de
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R?¢ (2¢ étant la dimension de M) et sur lequel le champ J s’écrit comme un champ
de rotations infinitésimales :

J = a1(p)(x201 — x102) + a2(p) (403 — x304) + - - - + a¢(p) (220020—1 — T20—102¢).

Ici les a;(p) sont des entiers dépendant du point p. Soit & un champ de vecteurs.
Comme le point p est un point fixe isolé, tous les nombres réels a;(p) sont non nuls.
Comme J s’annule au point p, la transformation £ (J),€ = [J, ], ne dépend que de
la valeur du champ de vecteurs &, en p. On obtient ainsi une transformation .Z(J),

de T, M qui s’écrit :
( 0 —al(p))
ai(p) 0

(aet()]?) _aé(p)>

Considérons la restriction de a(u)Par(u) & un voisinage de p. C’est une forme
équivariante fermée qui est a petit support compact dans un voisinage de p identifié
via une carte locale & un ouvert de R?‘. Elle est dans C[u, u™!] ® #Zepi(R?Y). On peut
appliquer la formule de localisation (13) & a(u) Par(u) (en effet, il suffit de multiplier
par uX pour K assez grand pour que cette forme retombe dans Clu] ® ey (R?)).
Comme Par(u) est identiquement égale a 1 sur les zéros de J, on a iy(a(u) Par(u)) =

ina(u). On peut donc écrire :

(=1 2m) iy (a(u)
/voisinage de p a(U) Par(U) - u@ det(g(‘])?)l/z .

On obtient finalement le théoréeme

Théoréme 7 — Soit M une variété orientée munie d’une action de S' ayant des
points fizes isolés. Soit a(u) une forme fermée équivariante & support compact. Alors

iro(u)

(;_De /M alw = ), ué(detfz(J)p)l/T

{p, zéros de J}

La racine carrée det(.Z(J),)"/? est déterminée par I'orientation de T),M.

Ainsi aura-t-on déduit la formule de localisation sur une variété de dimension paire
munie d’'une action de S' de celle déja obtenue sur un espace vectoriel de méme
dimension via la forme de Paradan.

11. Un exemple de la formule de localisation sur Py (C)

Soit P, (C) I'espace des lignes complexes dans C*+1. Soit (e;) la base canonique de
CF+1.Si v € C**L est non nul, la ligne Cv est un élément de Py (C).
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Considérons la sphere S2¢+1 réalisée comme la sous-variété de C**1 des éléments
de norme 1 :

G2kt — {(z1,---,2K4+1) € Cck+1 | |251|2 + -+ |Zk+1|2 = 1}.

Le groupe S' = {e' | ¢ € [0,27]} agit sur S?*T! par multiplication par le nombre
complexe e'?

e’ (21,0 2kg1) = (ewzl, .- -,€wzk+1)~
On réalise 'espace projectif P;(C) comme quotient S?+1/81 de S?F*+1 par cette
action de S :

(21, s 2h1) ~ (20,0 2hp) = T, 2f =€z Vie{l,... . k+1}.
L’application
q: ST — P(C)

(21,5 Zkg1) — C(zre1 + -+ - 4 2pq1€841)
de S?**+1 dans Pp(C) passe au quotient par cette relation d’équivalence et identifie
S2hH1 /81 4 Py (C).

On écrit z; = x; + iy;. Il existe une unique 2-forme fermée Q2 sur Py (C) telle que

la 2-forme tirée en arriere ¢*(2 coincide avec la 2-forme Zf:ll dx; A dy; restreinte a la

spheére S?**1. En effet, Zf;l dz; A dy; est une forme invariante par action de S* et
qui vérifie sous ’action de la contraction ¢ par le champ de vecteurs » y (y; % —x; %)
J J

la formule
k+1 a 8 k+1 1]€+1 1 k+1

(g O O _1 2 2= L 2, ,2) =
;Z@Jaxj xjayj>;(dxg/\dyg) 2;d(xj+yj) 2d(;xj+yj) 0

lorsque Y 2% +y7 = 1, ce qui correspond & la restriction a la sphere. Si & et £’ sont des
vecteurs tangents & S2%1 en v € SZF+1 on voit alors que (354 (dae Adye), € AE) ne
dépend que des images ¢.&, ¢.&’ des vecteurs £, &’ tangents en ¢(v) & Px(C). On pose

alors
k+1

(a6 N a.e) = (D (dze ndye) € 1 €).
=1
La 2-forme ) est fermée, car ¢*Q2 'est. On voit facilement que 2 induit une forme
bilinéaire antisymétrique non dégénérée sur chaque espace tangent. Autrement dit, 2
définit une forme symplectique sur l'espace Py (C).
Considérons une action du cercle S sur S?**1 par

i’nlgz ink+1 7

g(0)(215- s 2641) = (e Zk+1)

ou les n; sont des entiers relatifs. Cette action préserve la relation d’équivalence ~

1y---45€

et induit une action de S* sur P;(C). Si tous les n; sont égaux a n, cette action est
triviale car c’est alors la multiplication par le nombre complexe 7.

On suppose dans la suite que tous les n; sont distincts.
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Le champ de vecteurs J correspondant & Paction de S sur S%**! est le champ
tangent & S2k+1 .

k1
0 0
J=>"ns (v — i)
j; Y\ g " oy,
Soit f : §%+1 — R la fonction définie par :

1
[, 2k1) = 5(7”L1|21|2 + o gz ).

La fonction f étant invariante par la rotation z; — €'?z;, elle est bien définie sur le
quotient P (C) de la sphere unité de C*! pour la relation ~.
Un calcul analogue au précédent donne
k+1 k1
i(0)> (dawj Ny;) =Y §njd(x§ +y3) = df.
j=1 j=1
On note encore f : P,(C) — R la fonction déduite de f. On note encore J le champ
q.J correspondant & 'action de S! sur P (C). On obtient donc la relation

i(J)Q = df.

Cette relation signifie par définition que la fonction f est le hamiltonien du champ de
vecteurs J sur la variété symplectique Py (C).

On voit que f et € sont annulées par .Z(J). La forme Q(u) = uf + Q est donc une
forme équivariante sur P;(C). On a

(d—ui(J)(uf+Q) =dQ+u(df —i(J)Q) =0
puisque dQ2 = 0 et i(J)Q2 = df. On en déduit la proposition suivante

Proposition 8 — La forme équivariante Q(u) = uf + Q est une forme équivariante
fermée.

On dira que Q(u) est la forme symplectique équivariante de I’espace Py (C).
Ecrivons la formule de localisation pour

/ et f e,
P (C)

Le terme de degré maximum de e*/+ est %/ QF /k! et Q¥ /k! est la forme de volume
symplectique de P, (C). Les points fixes pour Paction de S* sur P, (C) sont les lignes
£ =C(z1e1 + -+ zpr1€6k+1) telles que g(0)¢ = £, pour tout 6 c’est-a-dire telles qu’il
existe A € C vérifiant

(einle ink+10

Zly---5€ Zk+1):)\(31,-~-,zk+1)~

Si z; # 0, alors zo0 = 23 = --- = 2zpy1 = 0 puisque alors A = e et que
ni ¢ {ng,...,ng41}. I y a donc k + 1 points fixes (p; : Cej, j = 1,...,k+ 1) avec
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e; = (0,...,1,0,...,0),1 étant a la j-eme place. On a alors f(p;) = in; et par la
formule de localisation, on obtient :

k+1 unj
) [ =Y
27/ Jeuo 2 uF det(Z(T),, )17

La racine carrée du déterminant de la transformation .Z(J),, est le produit
H{ili#}(m — n;). En effet, en paramétrant par (z1,...,2j-1,1,2j41,...,2k41) UL
voisinage de p;, I’action du cercle s’écrit

g(e)(c(zla'"7Zj71717zj+17"‘7zk+1)
in16 inj_10 in;0 _inji10 ing410
=C(e"™ 21, ...,eM 0z q, e et g e 20 0)
— C(ei(’nl—’n]’)g

el(nj—l—"jwzj_l, 1, ei(nj+1—n;)0 , et (nkr1—n;)0

Rlye-vs Zk+1).

Zj41ye--

On voit donc que l'action de g(6) dans le voisinage C(z1, ..., 2j-1,1, Zj41,- - -, Zkt1)
de p; isomorphe a CF est linéarisée et transforme le point de coordonnées
(21, +12j=1,%j41, .- -, Zk+1) dans le point de coordonnées

(el(nl—"j)g el(nj_1—nj)9zj_1’ez(nj+1—nj) el(""‘“_nj)gzk_._l).

6
Zlyeeny Zj4lye- e

Nous avons calculé dans la section 8 le déterminant de la transformation .Z(J)g
pour un champ de rotations infinitésimales sur un espace vectoriel. D’apres ce calcul,
on trouve det(.Z(J),,)/? = 1ijizjy (R — nj). On obtient donc la formule :

N Qk k+1 eunj/Q
(14) — / et = :

Remarquons que le premier membre de la formule est bien défini pour u = 0. Par
contre le deuxieme membre a apparemment un pole d’ordre k, mais vérifions que
I’expression de droite n’a en fait pas de poles. La somme

k41 eunj/Q

1
u® = H{i|i;ﬁj} (ni — ny)

k+1 ng . , .
-irl 32— Evaluons le déterminant de
J=1 1 (4125 (ni—m5)

Vandermonde afin de déterminer ces expressions.

fait intervenir des termes du type >

1 1... 1

V(n17"'7nk+1) = L i = H (n]_nl)’

ny ng ... ng
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ce qui, en développant selon la derniere ligne, donne :

V(nl, cee 7ﬂk+1)

= (=1)*n¥V(na,n3, ..., nep1) + (Db V (0, ns, . ner)

+ -0+ (—1)2kn’,§+1V(n1, cen ,nk)
et donc en divisant par V(ny,...,ng+1) :

(1) = e _ n

(n2 —n1)(ng —na) - (kg1 —m1)  (n2 —na)(ns —n2) -+ (Nks1 — n2)

k
e (—1)k M+1

(kt1 —na) - (N1 — ng)

Finalement, on obtient :
k+1 k
J

(15) — (-1~

= H{m#}(”i —n;)

Pour a < k, on calcule le déterminant

1 1 1 ... 1
ny Up) ng ... Ng+1

a a a a
ny Ny ng ... Ny
k-1 k-1 k-1 k—1
nq Mo n3 . nk+1

a a a a
ny Ny nsg ... nk+1

qui s’annule puisqu’il a deux lignes égales. En développant selon la derniere ligne, on
obtient, si a < k,

k+1 ne
(16) / =0.
; H{i|i;ﬁj}(n’i — ;)

On voit donc d’apres la formule (16) que tous les termes négatifs du développement

en série de Laurent de
k+1

j; (H{ih’;ﬁj} (n; — ”J)) uk

sont effectivement nuls tandis que le terme constant nous donne d’apres la formule

(15)
/ OF ok
Py (C) K! Tk

Nous allons vérifier de maniere élémentaire que

eunj/2

k

Vol(Pi(C)) = 77
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en utilisant un systéme de coordonnées appropriées. Soit Ap C RF le k-simplexe
standard défini par

Ak = {(t17t27"'7tk¢) c Rk | tj 2 0, Z?:l tj < 1}

On sait que le volume de Ay est (k!)~1.
Soit (¢1, 2, ..., ¢r) € [0,27]*. Considérons I'application de Ay x [0,27]" dans
S2k+1 définie par

k
) ) 1/2
(17) 2= ti/Qe“z’l, ceey ZE = ti/zewk, Zk1 = (1 - E tj) .
Jj=1

Tout point de SZ**+1 est équivalent & l'image d'un point de Ay x [0,27]* par cette
application. En effet, il suffit de multiplier z € S?**! par e’ de facon & ce que la
derniére coordonnée z 1 devienne un nombre réel. On pose t; = |z1|%, ...t = |21]?,
et on alors t; > 0,, Z?:l t;i < 1letzgpr = (1— Z?:l t;)1/2. On en déduit une
application surjective
s: (A x [O,27r]k) — Px(C).

On vérifie que I'application ainsi définie est bijective de I'intérieur de Ay, x [0, 27]* sur
Pouvert de Pr(C) dont le complémentaire est 'hypersurface H?ill zj =0, qui est de
dimension 2k — 2. D’autre part, si z = x + iy = t'/2¢'® on a dzdy = dtd$. L'image
réciproque de €2 par Iapplication s est donc simplement la 2-forme %Z y dt; A do;.
On obtient alors

QF 1
i Q—kdtl coodtpdgy - dog.

On a donc bien

QF 1 ok
— = —(2m)* Vol(Ag) = —.
/u»k@ k! 2k k!

12. Un analogue de la formule de localisation pour les polytopes convexes

Considérons d’abord le cas d’un triangle A de sommets ABC :

A

FIGURE 2
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L’intégrale de surface f A eV dry dry peut se calculer de la maniere suivante :

(Ay)
(y,w)d d :/ Y121+Y222 oo Joeo — e— AB AN AC
Ae T1a4T2 Ae T1aT2 <y,AB><y,AC>| |
e{B:w) e(Cy)
+— " _|BAABC|+ |CANCB|

(y, BA)(y, BC) (y, CA)(y,CB)

ou (A,y) = a1y1 + a2ys, (a1, az) étant les coordonnées de A, (y1,y2) celles de y.
Dans le cas particulier ou A est le triangle rectangle isocele de sommets les points
de coordonnées A = (0,0), B = (1,0), C = (1,0),

1

0.8

0.6

0.4

FIGURE 3

I'intégrale de surface précédente s’écrit alors :

/ eYITITY2T2 00 iy =
Ay

et eY2

ey — v | (—un) s —pe)
Dans ce cas, c’est un cas particulier de la formule de localisation. Elle peut s’obtenir
en calculant une intégrale sur Po(C) : {(z1, 22, 23) | |21> + |22|* + |23]> = 1} )0 et ~
est la relation d’équivalence (21, 22, 23) ~ (€'%21, €% 29, €' 23).

Considérons I'action de S* par €® - (21, 20, 23) = (€921, €"2% 2y, 23). Calculons

I(u) — / euf+97
P2 (C)

avec f(21,22,23) = 2(n1|z1]> +n2l22|?) et ot  est la 2-forme symplectique de P3(C)
définie dans la section précédente.

En utilisant la formule de localisation (14) (pour & = 2, on obtient d’aprés la
section précédente :

1 I( ) 1 |: eun1/2 eun2/2 1
oo ilu)=— + + .
(2m)? w? [ (n2 —n1)(—n1)  (n1 —n2)(—n2) ning
D’autre part, effectuons le changement de coordonnées (17) décrit dans la section
précédente :

21 =Vh e 2= 12 23 =/1— (t; +t2).
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L’intégrale I(u) devient

I(u) = _/ / / ef(nltl+n2t2)dt1dt2d@1d(p2
4 ) xS r Jt20 220,11 +t2<1

= 71'2 / 65(n1t1+n2t2)dt1dt2.
t120,t220,t1 +t2<1

En posant unj /2 = y1, uns/2 = ys2, on trouve

/ ey1t1+y2t2 dtldtQ =
Ay

ey eY2

Y1Y2 * (—=y1)(y2 — v1) * (—y2)(y1 —y2)
Ici les valeurs de y; et y2 ne sont pas quelconques, car y1/ys = ni/na est rationnel.
Cependant, par continuité on pourrait en déduire la formule pour tout y;, yo.

La formule d’intégration d’une exponentielle sur un triangle se généralise aux poly-
edres convexes par un résultat de M. Brion. Nous esquissons la démonstration donnée
dans [BrV]. Soit V un espace vectoriel réel de dimension n et soit P un polygone

convexe de sommets {S} C V et tel que par chaque sommet S passent exactement n
arétes V,°,..., V5 € V. On dira que P est simple. Une pyramide égyptienne de base
carrée ne satisfait pas cette hypothese, mais le cas générique est le cas simple, comme
le montre le dessin suivant, en bougeant un peu les faces de la pyramide parallelement
a elles-méme, on crée de nouveaux sommets par lesquels ne passent plus que 3 arétes :

FIGURE 4

Soit y € V*. Alors

(S,y)
W) gy = (—1)" < VSN AVS
e XL .
. Cor ) s |

S€ sommets de P

Ce théoreme peut se déduire de la formule de localisation. La premiere étape consiste
a se ramener au cas ol les sommets sont rationnels auquel cas il existe une variété
symplectique M (éventuellement singulieére) de dimension 2n avec une action de
Stx..ox st
—_———
n fois

(le tore de dimension n) et un ouvert U de M, dont le complémentaire est de dimension

[e]
dimM — 2, tel que U ~ P x §' x --- x S, la forme symplectique sur M s’écrivant
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$(dwy Ndpy + dag Adpz + - -+ ). Cette variété est munie d'une application f : M — P.
Les points fixes de I'action du tore de dimension n sur cette variété M se projettent
par f sur les sommets du polyedre P. La formule de localisation pour l'intégrale sur
M de e*Fm):¥)+2 donne le résultat cherché.

Toutefois il est possible de donner une démonstration directe de cette formule, sans
passer par outil de la cohomologie équivariante. Pour démontrer la formule d’inté-
gration d’une exponentielle sur un polyedre convexe dans R”, on utilise le fait que la
fonction caractéristique de ce polyedre convexe peut s’écrire comme somme, avec co-
efficients 1, de fonctions caractéristiques de cones (c’est une maniére de comprendre
la caractéristique d’Euler) (voir [BV]). Par exemple dans R?, on écrit facilement la
fonction caractéristique d’un polygone comme somme, avec coefficients 1, de fonc-
tions caractéristiques de régions du plan, égales, soit au plan tout entier, ou délimitées
par une droite ou deux droites sécantes.) Nous esquissons la démonstration.

Appliqué au triangle A = (A, B,C), on a, au sens de la somme des fonctions
caractéristiques x des régions représentées,

XA = Xrs + Xrp + XCc — XCap — XTac — XTsc T 1r2,

comme il est facile de le vérifier sur la figure 5.
Prenons la transformée de Fourier de la fonction xa. C’est la fonction analytique
de y1,y2 égale a

/ e e1ty222) go o
A
On D’écrit donc :

/ ei(ylzl—i-yzzz)dxldxz_'_/ ei(ylr1+y2m2)dxldx2+/ ei(y1z1+yzrz)dx1d$2
T'a I's e

_/ ei(y1m1+y2x2)dx1dx2_/ ei(y1x1+y2w2)dxldx2_/ ei(y1x1+y2w2)dxldx2
FBC 1—‘AC’

TaB
+ / €i(y1w1+yzxz)d$1d$2.
R2

D’autre part la fonction transformée de Fourier d’une demi-droite

/ e"Y¥dx
x>0

est une distribution en y qui vaut (—iy)~! lorsque y n’est pas nulle, tandis que la
tranformée de Fourier de la mesure d’une droite

/ e"Y¥dx
z€eR

est la fonction généralisée &y nulle sauf en 0.
Donc, si on choisit un point y € R? vérifiant (AB,y) # 0, (BC,y) # 0,(CA,y) # 0,
on voit que dans la somme précédente les seules distributions non nulles en ce point
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I's

FIGURE 5. Les cones I'a, I'p et I'c sont des cones saillants, les cones
I'sc,Tac et Tap sont des demi-espaces et le cone I'apc est le plan R?

tout entier.

37
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sont les transformées de Fourier des cones saillants I' 4, I'p et I'c. On a par exemple
el{Aiy)

(iy, AB)(iy, AC)

En un tel point y on obtient donc la formule

/ etW1z1+v222) go oy — |AB A AC.
Ta

o Asiy)

(iy, AB)(iy, AC)
B.,iy)

/ T tym) o g0 |AB A AC|
A

o (Ciiy)

" iy, BAYiy, BO) {1y, CA) iy, CB)
ce qui donne ’expression attendue d’apres les calculs précédents.
Remarquons que

|BAA BC| +

|[CANCB

/ e Vet y222) o (o
A

est une fonction analytique de y1,y2, alors que I'expression obtenue a apparemment
des poles en y. Nous avons vérifié dans ’exemple correspondant & Po(C) qu’en fait il
n’y a pas de poles.

13. Une application de la formule de localisation :
le théoréme de Duistermaat-Heckman

Soit M une variété compacte orientée de dimension 2¢, soit f une fonction C'*° sur
M et |dz| une densité C*° strictement positive sur M. Soit p un point stationnaire
de f, c’est-a-dire un point ot df = 0. Soit H, la hessienne de f au point p. On a alors
H,(X,)Y)=(Z(X)Z(Y)f)(p) et on vérifie que H,(X,Y) ne dépend que des valeurs
des champs X, Y en p. On suppose que les points stationnaires de f sont isolés et non
dégénérés (i.e. Hy est une forme quadratique non dégénérée sur T,,(M)) en tout point
stationnaire p. Soit ¢ une variable réelle. Alors F(t) := [}, e'*f|dz| a un comportement
asymptotique lorsque t tend vers +oo du type :

2m)  sign P .
Fiy= 3 @) i ot (e, )] /26 @) 4 041
{PeMldfp:()}

ou sgn(H,) désigne la signature de la forme quadratique H, et (e;) est une base
de T, M de volume 1 par rapport & la densité |dz|. C’est le théoréme de la phase
stationnaire.

La formule de Duistermaat-Heckman (qui s’applique dans le cas o M est une
variété symplectique) donne un cas ol cette formule asymptotique devient exacte.
On se donne une action de S* sur M par transformations symplectiques. On note
—J le champ hamiltonien correspondant. Notons  la forme symplectique de M.
On suppose qu’il existe une fonction hamiltonienne f pour 'action, c’est-a-dire une
fonction vérifiant df = i(J)Q. De la relation liant f et Q et de la relation d2 = 0, on

SEMINAIRES & CONGRES 7



COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE ET THEOREME DE STOKES 39

vérifie que la forme uf + ) est une forme équivariante fermée. On considere alors la
formule de localisation appliquée & a(u) = e%/ T,

De la relation df = i(J)Q2, f étant la fonction hamiltonienne associée au champ
hamiltonien J, on déduit que les points critiques de f correspondent aux zéros du
champ J. La formule de localisation dans le cas de zéros isolés pour I'action de S*
donne (en changeant u en it) :

» L Qf —2o7)¢ eitf(®)
L= = X amzan
M M : v (pldfy=0} det™ " “(Z(J)p)

ol, dans la premiere égalité, on a utilisé le fait que le terme de degré maximal de la

L -\ re . 7 . re
forme e“/+ est ZL-e*f et, dans la deuxieme égalité, que celui de degré 0 est "/,
Pour montrer que c’est la formule de phase stationnaire exacte, il reste a montrer
que

(18) it det™V2( 2 (), = ™) /4| det Hy (e, e;)| /2.
Lemme 9 — Le hessien de la fonction f au point p est donnée par la formule
Hp(X,Y) = =Q,(Z(J)p X, Y).

Démonstration. — 1l faut calculer £ (X)Z(Y)f pour deux champs de vecteurs X, Y.
Ona Z(Y)f =iY)df =i(Y)i(J)Q. Donc

Z(X)(LY)f) = Z2(X)[(Y)i(J)Q)
= i([X,Y])i(N)Q + i(Y)i([X, J])Q + (Y )i(J)ZL(X)N.
Comme J s’annule en p, il vient
ZL(X)Z(YV)f(p) = (X, J]Y) = =Qp(L(J), X, Y). 0

On peut choisir une base symplectique Py, Q1, P2, Q2, ..., P, Qp de V telle que la
transformation .Z(J), soit donnée par la matrice :

(al(zp) _a(l)(p))

( 0 —ae(p)>
ar(p) 0
Dans ce cas la matrice H), est la matrice

(alép) al?p) )
H, = :
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11 suffit alors de vérifier I’égalité voulue (18) en dimension 2 pour les matrices

2= (5): =)

Si a > 0, la signature de H, est 2, le premier membre de 1’égalité est ia~! tandis que
le deuxiéme membre est €7/2a~1. De méme si a est négatif, le premier membre est
ia~! et le deuxiéme membre est e~ "/2|a| L.

On obtient donc 1’égalité voulue. Par l'outil de la formule de localisation en co-
homologie équivariante, on a obtenu une démonstration de la formule de la phase
stationnaire exacte de Duistermaat-Heckman.

14. Le cas général de la formule de localisation
pour un champ avec zéros non isolés

Cette section présente succinctement des résultats dont on pourra trouver une
démonstration dans [BGV], chapitre 7.

Soit M une variété sur laquelle agit un groupe de Lie compact G. Un fibré vectoriel
réel ou complexe 7 : E — M de base M sur lequel le groupe G agit (a gauche) fibre
par fibre (i.e. tel que v-7m =7 -+ Vv € G) et agit par des transformations linéaires
sur chaque fibre s’appelle fibré équivariant sur M. Une connexion V¥ sur E est dite
invariante si elle commute avec ’action de G :

v-VE=VF. 5

pour tout v € G étant entendu que G agit a la fois sur T*M et sur E.
Soit .J € g l'algebre de Lie de G. On note J le champ sur M tangent en z € M &
la courbe exp(—6.J). On note p(J) 'opérateur différentiel sur les sections du fibré E
défini par :
WE () = £7(]) - V.

L (J) désignant la dérivée de Lie sur les sections de E, J le champ canonique associé
a J. L'opérateur p(J) est d’ordre 0, i.e. il est donné fibre par fibre par I'action d’un
élément de End(E). On note encore 1 (J) la section du fibré End(E) tel que

(s = LE(J)s — V?s

pour toute section s du fibré E. Nous appelons u(J) la fonction moment de la
connexion V¥,

Supposons le fibré E réel orienté de dimension paire et munie d’une structure
euclidienne. Supposons que la connexion V¥ soit une connexion euclidienne. Alors,
en chaque point m de M, pf(J) au point m est un endomorphisme antisymétrique
de la fibre E,,. Remarquons qu’en un point p ou 7p s’annule,

1E )y = L5,
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C’est la transformation linéaire infinitésimalement orthogonale de la fibre E,, tangente
a I'action du groupe a un parametre exp 6.J dans la fibre E,.
On introduit la courbure équivariante de la connexion V¥ : si J € g,

RE(J) = VEVE + P ()

qui définit un élément RE de o/ (M,End(E)) = (Clgl®«/ (M, E))¢. La forme d’Euler
équivariante du fibré euclidien orienté E est donnée par

XE(J) := det'/?(—=R%(J)) pour tout J € g.

La racine carrée du déterminant est déterminée par l'orientation. Cette formule définit
une forme équivariante fermée et sa classe en cohomologie ne dépend ni de la connexion
ni de la structure euclidienne sur E. Par contre elle dépend de ’orientation.

Soit M7 = {p € M | J, = 0}. On peut vérifier (BGV, prop. 7.12]) que M’ est une
sous-variété de M et que le fibré normal .4/ de M” dans M (on a T,M = T,M”’ & .4;)
est un fibré vectoriel orientable de rang pair noté rg(.4").

Soit J € g et supposons que le groupe a un parametre engendré par J soit isomorphe
au groupe S*. Considérons I’action du groupe & un parametre g() = exp(—6.J) sur M.
On consideére une forme équivariante a(u) pour cette action, donc a(u) € Clu] ®
o (M)7 vérifie (d — ui(J))a(u) = 0.

Supposons que M soit une variété compacte orientée. On a alors

. a(u)|as
a(u) = (—2m)&Y /2
/M (w) = (=2m)* /MJ det/2(VH4)2 + up (J))

ott V¥ est une connexion euclidienne G(J) invariante (ott G(J) est le sous groupe
de G laissant stable J) sur le fibré normal G(J)-équivariant A" et

p (NE=11,¢] VEe .

Ici les orientations de M, M7 et .4 sont choisies de maniere compatible. En utilisant
la forme d’Euler équivariante, ceci s’écrit

/M ou) = (2m)E /2 / Au)jms.

M7 XéV (ud)

Ces formules se démontrent en suivant un cheminement analogue a celui qui conduit
a la formule de localisation dans les cas des zéros isolés. Par la forme de Paradan,
on se ramene a démontrer la formule de localisation pour une forme équivariante a
support compact dans un voisinage G-invariant de 0 de MY, voisinage qu’on iden-
tifie & un voisinage de la section nulle dans le fibré vectoriel euclidien orienté G(J)
équivariant .A".

Dans ce cas, la formule de localisation pour une forme équivariante a support
compact sur un fibré vectoriel orienté .#° — P de dimension paire sur une variété
compacte P se déduit des résultats suivants :
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(1) On peut construire une forme de Thom T'(uJ) sur un fibré vectoriel euclidien
orienté 4 qui soit une forme équivariante fermée dont l'intégrale sur la fibre soit
identiquement 1.

(2) On vérifie que celle-ci est unique en cohomologie

(3) On montre que Hg, . (A) = Hg(P) - T(uJ) ot Hg (A7) est la coho-
mologie équivariante a support compact de I'espace total du fibré A", et HE, (P) la
cohomologie équivariante de la variété compacte P.

(4) Sii: P — A est la section nulle, i* : H, (A) — HZ (P) correspond a
I’évaluation a la section nulle et la forme d’Euler équivariante s’écrit en cohomologie
xE(uJ) = (2r)8 Y)/23*T(w.J). On retrouve ici que sa classe ne dépend pas du choix
de la connexion.

D’apres le calcul fait dans le cadre d’un espace vectoriel (voir la formule (12),
section 8), en un zéro isolé de J,, on a :

4
5100 = (57) (et @),)"”

ou ici 2¢ est la dimension de M et la formule de localisation ci-dessus donne bien :

ina(u)
/M o) =" D e GO

{p| =0}
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