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ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КОЛЬЦА ЛИ sl2(Z)

НАД КОЛЬЦОМ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ

А. Н. Гришков

Аннотация: Описана структура тензорного произведения неприводимых диаго-
нальных модулей над кольцом Ли sl2(Z), и вычислен индекс максимального полу-
простого подмодуля в этом произведении. Библиогр. 2.

1. Введение

Обозначим через O категорию конечномерных sl2(Z)-модулей без круче-
ния, а через S — кольцо Ли sl2(Z). Таким образом, V ∈ O, если для v ∈ V ,
n ∈ Z имеем nv = 0 → n = 0 или v = 0, более того, dim V = dimQ V ⊗Q < ∞.
S-модуль V ∈ O называется неприводимым, если S⊗Z Q-модуль V ⊗Z Q непри-
водим над sl2(Q). Зафиксируем стандартный базис в кольце S : {e, h, f} такой,
что eh = 2e, ef = h, fh = −2f . Для каждого модуля V ∈ O обозначим через
Vd подмодуль, порожденный множеством {v ∈ V | ∃i ∈ Z, vh = iv}. S-модуль
V называется диагональным, если V = Vd, и полупростым, если он разлага-
ется в прямую сумму неприводимых. Очевидно, что каждый диагональный
S-модуль содержит единственный максимальный полупростой подмодуль, ко-
торый мы будем обозначать через Vs. В следующем предложении содержится
полное описание неприводимых S-модулей.

Предложение 1 [2]. Пусть α = (αn, αn−2, . . . , α2−n) — вектор с целочис-
ленными неотрицательными координатами такой, что (i + 1)(i − n)/αn−2i =
βn−2i−2 ∈ Z. Обозначим через V (α) S-модуль с Z-базисом {vn, vn−2, . . . , v−n}
таким, что

vih = ivi, vie = βivi+2, vif = αivi−2, i = n, n− 2, . . . ,−n.

Тогда V (α) — неприводимый диагональный S-модуль. Более того, любой непри-
водимый диагональный S-модуль имеет такой вид для подходящего вектора
α ∈ Zn

+ и V (α) ' V (γ) тогда и только тогда, когда α = γ.
Диагональный S-модуль называется экстремальным, если для каждого

диагонального S-модуля W такого, что V ⊆ W , имеем Vs 6= Ws. Обозначим
через E D множество всех диагональных экстремальных S-модулей. Основная
проблема в теории диагональных S-модулей — описание структуры экстремаль-
ных модулей. Заметим, что включение V ⊕W ∈ E D влечет V ∈ E D , W ∈ E D .
Обратное утверждение неверно (в самом деле, если V , W — неприводимые S-
модули такие, что V,W ∈ E D , то, как правило, V ⊕ W 6∈ E D). S-модуль V
будем называть связным, если V ' Ws для некоторого неразложимого модуля
W ∈ E D . Проблема описания связных S-модулей пока открыта. Отметим, что
любой связный S-модуль полупрост, т. е. является прямой суммой неприводи-
мых модулей. Скорее всего, верна следующая важная

Гипотеза 1. Если V,W ∈ E D , то V ⊗W ∈ E D .
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2. Тензорное произведение неприводимых
диагональных sl2(Z)-модулей

В этом, основном, параграфе мы опишем структуру тензорного произведе-
ния (V ⊗W ) и вычислим индекс |V ⊗W : (V ⊗W )s| для диагональных непри-
водимых S-модулей V , W .

Пусть V = V (α), W = W (γ) — неприводимые диагональные S-модули с ба-
зисами {vn, vn−2, . . . , v−n}, {wm, wm−2, . . . , w−m} соответственно и S-действием:

vih = ivi, vie = αivi+2, vif = βivi−2, i = n, n− 2, . . . ,−n,

wih = iwi, wie = τiwi+2, wif = γiwi−2, i = m,m− 2, . . . ,−m,

причем

αn−2iβn−2i+2 = −i(n− i + 1), τm−2iγm−2i+2 = −i(m− i + 1). (1)

Предположим, что n ≤ m. Если U = V ⊗ W , тогда Us '
m∑

k=0

⊕Uk, где Uk —

неприводимый диагональный S-модуль и dim Uk = n + m − 2k + 1 [1]. Обо-
значим через

{
uk

n+m−2k, uk
n+m−2k−2, . . . , uk

−n−m+2k

}
стандартный базис модуля

Un+m−2k. Тогда uk
n+m−2ke = 0 и

uk
n+m−2k =

k∑
i=0

xk
i vn−2i ⊗ wm−2k+2i,

где xk
i ∈ Z, xk

0 > 0,
(
xk

0 , . . . , xk
k

)
= 1. Здесь (X), X ⊆ Z означает наибольший

общий делитель чисел из X.
Аналогично

uk
2k−m−nf = 0, uk

2k−m−n =
k∑

i=0

yk
i v−n+2i ⊗ w−m−2i+2k,

где yk
0 , . . . , yk

k ∈ Z, yk
0 > 0, причем

(
yk
0 , . . . , yk

k

)
= 1. Заметим, что эти условия

определяют числа xk
0 , . . . , xk

k, yk
0 , . . . , yk

k однозначно. Для

u =
−n,−m∑

i=n,j=m

ai,jviwj ∈ U

положим

|u| = ({ai,j | i = n, . . . ,−n, j = m, . . . ,−m}), ‖u‖ = u/|u|.

Обозначим ak
i = uk

n+m−2kf i, bk
i = uk

2k−m−nei, k = 0, . . . , m, i = 0, . . . , n +
m− 2k. Ясно, что uk

n+m−2i =
∥∥ak

i−k

∥∥, uk
2k−m−n =

∥∥bk
i−k

∥∥.
Будем использовать следующие обозначения:

αp
i =

p−1∏
j=0

α2i+2j−n, βp
i =

p−1∏
j=0

βn−2i−2j , τp
i =

p−1∏
j=0

τ2i+2j−m, γp
i =

p−1∏
j=0

γm−2i−2j .

(2)
Теперь мы можем сформулировать основной результат.
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Теорема 1. Пусть V , W — диагональные неприводимые S-модули с бази-
сами, определенными выше. Тогда (V ⊗W )s имеет базис{∥∥ai

j

∥∥ | i = 0, . . . , m, j = 0, . . . , n + m− 2i
}

и

|V ⊗W : (V ⊗W )s|

=
(
xm

0

)n−m+1
m−1∏
q=1

(
xq

0

)n−q+1
m−1∏
q=1

(
yq
0

)m−q(m!)n−m+1
m−1∏
q=1

(q!)n+m−2q+1

×
(
αm

m

)n−m+1
m−1∏
q=1

(
αq

q

)m−q+1
m−1∏
q=1

(
βq

n−q

)m−q
n−m−2∏

q=0

(
βm+1

q

)n−m−1−q

×

(
n∏

q=1

q∏
k=0

∣∣uq
k

∣∣−1

)(
m−1∏
q=0

q∏
k=0

∣∣bq
k

∣∣−1

)
2m−2∏
p=0

(n + m− p)g(p), (3)

где

g(t) =
{

[(t + 2)/2](n + m− 3[t/2]− 2 + (−1)t), если 0 ≤ t ≤ m− 2,

g(2m− 4− t) + n−m + 1, если m− 1 ≤ t ≤ 2m− 4.

Здесь [x] — целая часть числа x.
Доказательство. Если Up = {u ∈ U | uh = pu}, Up

s = Us ∩ Up, то

U =
n+m∑

p=−n−m

⊕Up, Us =
n+m∑

p=−n−m

⊕Up
s .

Следовательно,

|V ⊗W : (V ⊗W )s| =
n+m∏

p=−n−m

∣∣Up : Up
s

∣∣. (4)

Заметим, что Up = Up
s = 0, если p 6≡ n+m (mod 2). Зафиксируем q ∈ {1, . . . , m}.

Тогда элементы
{∥∥ak

q−k

∥∥, k = 0, . . . , q
}

образуют базис модуля Uq
s . Если ak

q−k =
q∑

i=0

tikvn−2i ⊗ wm+2i−2q, то

∣∣Uq : Uq
s

∣∣ = 4q

q∏
k=0

∣∣ak
q−k

∣∣−1
, (5)

где 4q = det
∥∥tik∥∥q

i,k=0
. Из определения tik следует, что

tik =
i∑

j=0

xk
j

(
i− j
p− k

)
βi−j

j γq−k−i+j
k−j . (6)

Докажем равенство

4q = 4q−1

(
q∑

j=0

(−1)jxq
jβ

q−j
j γj

q−j

)
. (7)
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Разложим определитель 4q по последнему столбцу, который имеет вид
(
xq

0, . . . ,

xq
q

)
. Тогда

4q =
q∑

j=0

(−1)jxq
j∇j . (8)

Обозначим через w0, . . . ,wq−1 столбцы определителя 4q−1 и через v̄0, . . . , v̄q

столбцы определителя из 4q без последней строки:

wi =

((
i

q − 1

)
βiγq−i−1, . . . ,

i∑
j=0

xk
j

(
i− j

q − k − 1

)
βi−j

j γq−k−i+j−1
k−j , . . . , xq−1

i

)
.

Зафиксируем 0 ≤ i ≤ q и будем делать линейные преобразования со столбцами
определителя ∇i. Обозначим через ∇(j)

i определитель ∇i, полученный заменой
первых j + 1 столбцов в определителе ∇i следующими: w0, . . . ,wj . Заметим,
что v̄0 = γm−2p+2w0. Следовательно, ∇i = γm−2q+2∇(0)

i . Предположим по
индукции, что уже доказаны равенства ∇i = γj

q−j∇
(j−1)
i для 0 ≤ j < i − 1.

Тогда

v̄j − βn−2j+2wj−1 =

(
. . . ,

j∑
l=0

xk
l

(
j − l
q − k

)
βj−l

l γq−k−j+l
k−l

−βn−2j+2

(
j−1∑
l=0

xk
l

(
j − l − 1
q − k − 1

)
βj−l−1

l γq−k−j+l
k−l

)
, . . .

)
.

Так как βn−2j+2β
j−l−1
l = βn−2l . . . βn−2j+4βn−2j+2 = βj−l

l , имеем
v̄j − βn−2j+2wj−1

=

(
. . . ,

j−1∑
l=0

xk
l

((
j − l
q − k

)(
j − l − 1
q − k − 1

))
βj−l

l γq−k−j+l
k−l + xk

j γq−k
k−j , . . .

)

=

(
. . . , γm−2q+2j+2

j∑
l=0

xk
l

(
j − l

q − k − 1

)
βj−l

l γq−k−j+l−1
k−l , . . .

)
= γm−2q+2j+2wj .

(9)

Из (9) следует, что ∇i = γi
p−1∇

(i−1)
i . Теперь обозначим через ∇[j]

i определитель
∇(i−1)

i , в котором последние j столбцов заменим на wq−j+1, . . . ,wq. Как и выше,
мы можем показать, что ∇(i−1)

i = βq−i
i ∇[q−1]

i . Так как ∇[q−i]
i = 4q−1, то ∇i =

γi
q−1β

q−i
i 4q−1 и равенство (7) следует из (8).

Теперь надо вычислить

Sq =
q∑

j=0

(−1)jxq
jβ

q−j
j γj

q−j .

Ясно, что

uk
n+m−2ke =

(
k∑

j=0

xk
j vn−2j ⊗ wm−2k+2j

)
e

=
k∑

j=0

xk
j (αn−2jvn−2j+2 ⊗+wm−2k+2j + τm−2k+2jvn−2j ⊗ wm−2k+2j+2

=
k∑

j=0

(
xk

j+1αn−2j−2 + xk
j τm−2k+2j

)
vn−2j ⊗ wm−2k+2j+2.
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Следовательно,
xk

j+1αn−2j−2 + xk
j τm−2k+2j = 0. (10)

Из (10) имеем

xk
j+1 = −

xp
j τm−2k+2j

αn−2j−2
=

xp
j−1τm−2k+2jτm−2k+2j−2

αn−2j−2αn−2j

= (−1)j+1 xk
0τm−2k+2j . . . τm−2k

αn−2j−2 . . . αn−2
= (−1)j+1

xk
0τ j+1

m−k

αj+1
n−j−1

. (11)

Заметим, что равенства (1) и (2) влекут

γj
i−jτ

j
m−i = γm−2i+2j . . . γm−2i+2τm−2i . . . τm−2i+2j−2

= (−1)j(i−j+1)(m−i+1) · . . . ·(i−j)(m−i+j) = (−1)j(i−j+1)[j](m−i+1)[j],

где по определению k[0] = 1, k[i] = k(k + 1) . . . (k + i− 1). Аналогично

αj
n−iβ

j
i−j = (−1)j(i− j + 1)[j](n− i + 1)[j].

Более того,

Sq = xq
0

q∑
j=0

τ j
m−qβ

q−j
j γj

q−jα
q−j
n−q

αj
n−jα

q−j
n−q

=
(−1)qxq

0

αq
q

q∑
j=0

(q − j + 1)[j](m− q + 1)[j](j + 1)[q−j](n− q + 1)[q−j]

=
(−1)qxq

0

αq
q

q∑
j=0

q!
j

q!
(q − j)!

(m− q + 1)[j](n− q + 1)[q−j]

=
(−1)qxq

0

q!αq
q

q∑
j=0

(
q
j

)
(m− q + 1)[j](n− q + 1)[q−j]. (12)

Напомним следующую формулу, которую нетрудно доказать индукцией по q:

(a + b)[q] =
q∑

j=0

(
q
j

)
a[j]b[q−j]. (13)

Из (12) и (13) получаем

Sq = xq
0q!(n + m− 2q + 2)[q]/αq

q.

Следовательно, ввиду (7)

4q =
q∏

p=0

xp
0p!(n + m− 2p + 2)[p]

(
αp

p

)−1
. (14)

Аналогично если

bk
q−k =

q∑
i=0

si
kv2i−n ⊗ w2k−2i−m, k = 0, . . . q, 4q = det

∥∥si
k

∥∥q

i,k=0
,
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то

si
k =

i∑
j=0

yk
j

(
i− j
q − k

)
αi−j

i−jτ
q−k−i+j
k−j

и ∣∣Um+n−q : Um+n−q
s

∣∣ = 4q

q∏
k=1

∣∣bk
q−k

∣∣, 0 < q ≤ m. (15)

Как при доказательстве формулы (14), можно получить равенство

4q =
q−1∏
p=0

yp
0p!(n + m− 2p + 2)[p]

(
βp

n−p

)−1
. (16)

Теперь вычислим индексы
∣∣Up : Up

s

∣∣ для m < p < n. В этом случае m < p < n,
p ≡ n + m(mod 2), и мы имеем

ak
p−k =

p∑
i=p−m

tikvn−2i ⊗ wm+2i−2p,

∣∣Up : Up
s

∣∣ = 4p

m∏
k=0

∣∣ak
p−k

∣∣−1
, (17)

где 4p = det
∥∥tik∥∥p,m

i=p−m,k=0
. Обозначим через vp

i i-й столбец определителя 4p.
Следующее равенство доказывается по аналогии с равенством (9):

vp+1
i = βn−2i+2v

p
i−1 + γ−m−2p+2iv

p
i ,

поэтому
4p+1 = βn−2pβn−2p+2 . . . βn−2p+2m4p = βm+1

p−m4p

и
4p = βm+1

p−mβm+1
p−m−2 . . . βm+1

0 4m. (18)

Из равенств (4), (5), (14)–(18) имеем

|U : Us| =
n+m∏
q=0

∣∣Uq : Uq
s

∣∣
=

(
n∏

q=1

4q

q∏
k=0

∣∣uq
k

∣∣−1

)(
m−1∏
q=0

4q

q∏
k=0

∣∣bq
k

∣∣−1

)

=
(
xm

0

)n−m+1
m−1∏
q=1

(
xq

0

)n−q+1
m−1∏
q=1

(
yq
0

)m−q(m!)n−m+1
m−1∏
q=1

(q!)n+m−q+1

×
(
αm

m

)n−m+1
m−1∏
q=1

(
αq

q

)m−q+1
m−1∏
q=1

(
βq

n−q

)m−q
n−m−2∏

q=0

(
βm+1

q

)n−m−1−q

×

(
n∏

q=1

q∏
k=0

∣∣uq
k

∣∣−1

)(
m−1∏
q=0

q∏
k=0

∣∣bq
k

∣∣−1

)

× ((n−m + 2)[m])n−m+1
m−1∏
q=1

((n + m− 2q + 2)[q])n+m−2q+1.
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Ясно, что существует целочисленная функция g(p), p ∈ Z, такая, что

((n−m + 2)[m])n−m+1
m−1∏
q=1

((n + m− 2q + 2)[q])n+m−2q+1 =
2m−2∏
p=0

(n + m− p)g(p).

Нетрудно показать, что

g(2t) = (t + 1)(n + m− 3t− 1), 0 ≤ 2t < m− 1,

g(2t + 1) = (t + 1)(n + m− 3t− 3), 0 ≤ 2t + 1 < m− 1,

g(m− 2 + t) = g(m− 2− t), 0 ≤ t < m− 1.

Отсюда и из (19) получим формулу (3).
Теорема доказана.
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