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ЕДИНСТВЕННОСТЬ В ОДНОМЕРНОЙ

ЗАДАЧЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

НЕСТАЦИОНАРНОГО ПОТЕНЦИАЛА

Г. В. Дятлов

Аннотация: Доказана единственность в одномерной обратной задаче определения
потенциала, зависящего от времени, с одним измерением. Библиогр. 10.

1. Постановка задачи и основной результат

Рассматривается одномерная начально-краевая задача

utt − uxx + a(x, t)u = 0, x, t > 0, (1)
u(x, 0; s) = ut(x, 0; s) = 0, x > 0, (2)

ux(0, t; s) = −δ(t− s), t > 0. (3)

Здесь a(x, t) — непрерывная функция, а s — положительный параметр. Обрат-
ная задача состоит в нахождении потенциала, если известны значения решения
при x = 0, т. е. известна функция g(t, s) = u(0, t; s), s, t > 0. Основным резуль-
татом работы является следующее утверждение.

Теорема. Функция g(t, s), 0 < s, t < T , однозначно определяет потенциал
a(x, t) в треугольнике {(x, t) | 0 < x < T/2, x < t < T − x}.

2. Прямая задача

Решение прямой задачи естественно представить в виде u = θ(t − x − s) +
v(x, t; s), где θ(t) — функция Хевисайда. Подставляя это выражение в (1)–(3),
мы получаем следующую задачу для рассеянной волны v:

vtt − vxx + a(x, t)v = −a(x, t)θ(t− x− s), x, t, s > 0,

v(x, 0; s) = vt(x, 0; s) = 0, x, s > 0,

vx(0, t; s) = 0, t, s > 0.

Продолжая правую часть и потенциал a(x, t) четным образом на x < 0, можно
перейти к эквивалентной задаче Коши

vtt − vxx = −a(|x|, t)(v(x, t; s)− θ(t− |x| − s)), x, t, s > 0,

v(x, 0; s) = vt(x, 0; s) = 0, x ∈ R, s > 0.
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Обратим волновой оператор, используя фундаментальное решение 1
2θ(t− |x|) и

нулевые данные Коши:

v(x, t; s) = −1
2

∞∫
−∞

∞∫
0

θ(t− τ − |x− y|)a(|y|, τ)
(
θ(τ − |y| − s) + v(y, τ ; s)

)
dτdy. (4)

Полученное равенство можно рассматривать как интегральное уравнение Воль-
терра второго рода относительно v, из которого стандартным образом вытека-
ют существование решения v, непрерывность, равенство нулю при t < |x| + s
и гладкость при t > |x| + s. Полагая x = 0 в (4) и дифференцируя по s и t,
получим

vst(0, t; s) =

∞∫
0

δ(t− s− 2y)a(y, y + s) dy−
∞∫
0

∞∫
0

δ(t− τ − y)a(y, τ)vs(y, τ ; s) dτdy

= a
( t− s

2
,
t + s

2

)
−

∞∫
0

vs(y, t− y; s)a(y, t− y) dy.

Рассматривая t как параметр, а ξ = t−s
2 как новую переменную (при этом t+s

2 =
t− ξ, s = t− 2ξ), приходим к интегральному уравнению

vst(0, t; t− 2ξ) = a(ξ, t− ξ)−
ξ∫

0

vs(y, t− y; t− 2ξ)a(y, t− y) dy. (5)

Переменный верхний предел ξ возникает в силу того, что vs(y, t− y; t− 2ξ) = 0
при t − y < y + (t − 2ξ), что равносильно ξ < y. Кроме того, заметим, что ξ
меняется в пределах от 0 до t/2 (последнее соответствует s = 0).

3. Доказательство теоремы

Всюду ниже будем считать, что T фиксировано, 0 < x < T/2, x < t < T −x,
а s > 0. Действуя по обычной схеме, предположим, что a1, a2 — два потенциала,
а uj = θ(t−x−s)+vj — соответствующие решения; причем u1(0, t; s) = u2(0, t; s)
при 0 < t, s < T . Вычитая уравнения и условия и обозначая v = v1 − v2,
a = a1 − a2, получаем задачу

vtt − vxx + a1(x, t)v = −a(x, t)u2, x, t, s > 0, (6)
v(x, 0; s) = vt(x, 0; s) = 0, x, s > 0,

v(0, t; s) = vx(0, t; s) = 0, t, s > 0.

Теперь мы должны исключить a(x, t) в правой части уравнения, точнее, выра-
зить a(x, t) через v(x, t; s).

В случае, когда a не зависит от времени, существует несколько способов
исключения a(x). Первый состоит в применении к уравнению дифференциаль-
ного оператора первого порядка по t; при этом естественно требовать, чтобы
u2(x, 0) 6= 0 [1]. Второй способ — это просто положить t = 0 и выразить a(x)
через начальные данные [2]. В нашей ситуации оба эти приема не работают
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и для исключения a(x, t) мы воспользуемся уравнением (5). В силу того, что
v1(0, t; s) = v2(0, t; s) при 0 < t, s < T , имеем

a(ξ, t− ξ)−
ξ∫

0

v1s(y, t− y; t− 2ξ)a(y, t− y) dy

=

ξ∫
0

vs(y, t− y; t− 2ξ)a2(y, t− y) dy, 0 < t < T, 0 < ξ <
T

2
.

Полученное уравнение можно рассматривать как интегральное уравнение Воль-
терра второго рода

b(ξ; t)−
ξ∫

0

K(ξ, y; t)b(y; t) dy = F (ξ; t)

относительно функции b(ξ; t) = a(ξ, t− ξ). Здесь

K(ξ, y; t) = v1s(y, t− y; t− 2ξ), F (ξ; t) =

ξ∫
0

vs(y, t− y; t− 2ξ)a2(y, t− y) dy,

а t выступает в роли параметра. В силу известных результатов это уравнение
имеет единственное решение, причем

b(ξ; t) = F (ξ; t)−
ξ∫

0

H(ξ, y; t)F (y; t) dy,

где H(ξ, y; t) — некоторая функция, определяемая функцией v1s и имеющая ту
же гладкость, что и последняя. Конкретное выражение для H, вообще говоря,
ненужно. Итак,

a(ξ, t− ξ) =

ξ∫
0

vs(y, t− y; t− 2ξ)a2(y, t− y) dy

−
ξ∫

0

H(ξ, y; t)

y∫
0

vs(z, t− z; t− 2y)a2(z, t− z) dzdy.

Перепишем это равенство, заменяя ξ на x, а t− ξ на t:

a(x, t) =

x∫
0

vs(y, t + x− y; t− x)a2(y, t + x− y) dy

−
x∫

0

H(x, y; t + x)

y∫
0

vs(z, t + x− z; t + x− 2y)a2(z, t + x− z) dzdy. (7)

Отсюда видно, что для получения значения a в точке (x, t) нужно проинтегри-
ровать vs по отрезку с концами (x, t, t− x), (0, t + x, t− x) и по треугольнику с
вершинами (x, t, t− x), (0, t + x, t− x), (0, t + x, t + x).
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Вернемся к уравнению (6) и подставим в него полученное выражение для
a(x, t):

vtt − vxx = −a1v − d1u2 + d2u2, (8)

где d1(x, t) и d2(x, t) — интегралы в правой части (7). Мы должны «избавиться»
от производной по s в d1 и d2. Рассмотрим сначала d2:

d2(x, t) = −1
2

x∫
0

a2(z, t + x− z)

x∫
z

H(x, y; t + x)∂yv(z, t + x− z; t + x− 2y) dydz

= −1
2

x∫
0

a2(z, t + x− z)

H(x, y; t + x)v(z, t + x− z; t + x− 2y)
∣∣x
z

−
x∫

z

∂yH(x, y; t + x)v(z, t + x− z; t + x− 2y) dy

 dz

= −1
2

x∫
0

a2(z, t + x− z)H(x, x; t + x)v(z, t + x− z; t− x) dz

+
1
2

x∫
0

y∫
0

a2(z, t + x− z)∂yH(x, y; t + x)v(z, t + x− z; t + x− 2y) dzdy.

Таким образом,
|d2u2| ≤ c

(
J1|v|+ J2|v|

)
, (9)

где

J1v =

x∫
0

v(z, t + x− z; t− x) dz, J2v =

x∫
0

y∫
0

v(z, t + x− z; t + x− 2y) dzdy.

Здесь и далее c обозначает (возможно, различные) константы, зависящие только
от a1, a2 и T .

Для того чтобы «избавиться» от производной по s в d1(x, t), проинтегри-
руем равенство (8) вдоль характеристики от (x, t) до (0, t + x), т. е. применим
оператор

Jv =

x∫
0

v(y, t + x− y; s) dy.

Поскольку

J
(
(∂t − ∂x)w

)
=

x∫
0

wt(y, t + x− y; s)− wx(y, t + x− y; s) dy

= −
x∫

0

d

dy
w(y, t + x− y; s) dy = w(0, t + x; s)− w(x, t; s)

и v(0, t; s) = vx(0, t; s) = 0, получаем

J
(
vtt − vxx

)
= −(∂t + ∂x)v(x, t; s).
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Итак, после применения оператора J равенство (8) превращается в такое:

(∂t + ∂x)v(x, t; s) = J(a1v) + J(d1u2)− J(d2u2).

Рассмотрим J(d1u2):

J(d1u2) =

x∫
0

d1(y, t + x− y)u2(y, t + x− y; s) dy

=

x∫
0

y∫
0

vs(z, t + x− z; t + x− 2y)a2(z, t + x− z)u2(y, t + x− y; s) dzdy

= −1
2

x∫
0

a2(z, t + x− z)

v(z, t + x− z; t + x− 2y)u2(y, t + x− y; s)
∣∣x
z

−
x∫

z

v(z, t + x− z; t + x− 2y)∂yu2(y, t + x− y; s) dy

 dz

= −1
2

x∫
0

a2(z, t + x− z)u2(y, t; s)v(z, t + x− z; t− x) dz

+
1
2

x∫
0

y∫
0

a2(z, t + x− z)∂yu2(y, t + x− y; s)v(z, t + x− z; t + x− 2y) dzdy.

Поэтому мы можем оценить J(d1u2) следующим образом

|J(d1u2)| ≤ c(J1|v|+ J2|v|).

В результате мы приходим к оценке

|(∂t + ∂x)v(x, t; s)| ≤ c(J |v|+ J1|v|+ J2|v|+ JJ1|v|+ JJ2|v|). (10)

Для того чтобы продолжить доказательство, нам потребуется весовая апри-
орная оценка карлемановского типа для оператора p = ∂t + ∂x в области

Ω =
{
(x, t, s) | x, t, s > 0, x + t < T, t > x + s

}
.

Обозначим Γ = ∂Ω ∩ {(0, t, s) | s, t > 0} и введем в рассмотрение весовое про-
странство с нормой

‖v‖τ =
(∫

Ω

e2τϕ|v|2 dxdtds

)1/2

,

где ϕ — весовая функция, а τ > 0.

Лемма. Если ϕ(x, t) ∈ C2(Ω) такова, что pϕ < 0 и p2ϕ ≥ 0 в Ω, то для
v ∈ C1(Ω) имеет место оценка

τ2‖v‖2
τ + τ

∫
Γ

e2τϕ|v|2 dtds ≤ c‖pv‖2
τ , τ > 0, (11)

где c зависит только от T .
Доказательство леммы приведено в следующем пункте.
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Выберем весовую функцию следующим образом: ϕ(x, t) = T − (x+ t). Она,
очевидно, удовлетворяет условиям леммы.

Покажем, что операторы J , J1, J2 ограничены в пространстве с нормой
‖ · ‖τ . Положим w = eτϕv. Используя неравенство Коши — Буняковского,
выводим

|eτϕJ1v| = |eτϕJ1(e−τϕw)| ≤
x∫

0

eτ(ϕ(x,t)−ϕ(y,t+x−y))|w(y, t + x− y; t− x)| dy

≤

 x∫
0

|w(y, t + x− y; t− x)|2 dy

1/2

.

Значит,

‖J1v‖2
τ =

∫
Ω

|eτϕJ1(e−τϕw)|2dt dxds ≤ c

∫
Ω

x∫
0

|w(y, t + x− y; t− x)|2 dydtdxds.

В последнем интеграле функция |w(y, t+x−y; t−x)|2 интегрируется по области,
заданной при помощи неравенств

x, t, s, y > 0, x + t < T, t > x + s, y < x.

После замены переменных y = y, s = s, ξ = x + t − y, η = t − x (при которой
x = ξ+y−η

2 , t = ξ+y+η
2 ) эти неравенства перейдут в следующие:

ξ + y − η > 0, ξ + y + η > 0, s > 0, y > 0,

ξ + y < T, η > s, ξ > y + η.

Поскольку подынтегральная функция не зависит от s, можно проинтегрировать
по s от 0 до η. Вводя переобозначения y → x, ξ → t, η → s и преобразуя систему
неравенств, видим, что последний интеграл есть не что иное, как∫

Ω

s|w(x, t; s)|2 dtdxds,

откуда немедленно вытекает ограниченность J1.
Рассмотрим оператор J2. Аналогичные рассуждения приводят нас к инте-

гралу от функции |w(z, t+x−z, t+x−2y)|2 по области, заданной неравенствами

x, t, s > 0, x + t < T, t > x + s, y, z > 0, z < y, y < x,

которые после замены

z = z, ξ = t + x− z, η = t + x− 2y, s = s, τ = t− x

переходят в неравенства

ξ − τ + z > 0, ξ + τ + z > 0, s > 0, ξ + z < T, τ > s,

ξ − η + z > 0, z > 0, 2z < ξ − η + z, ξ − τ + z > ξ − η + z,

откуда 0 < s < τ < η < ξ < ξ + z < T , z > 0, ξ > z + η. Если переобозначить
z → x, ξ → t, η → s, получается интеграл от |w(x, t; s)|2 по области Ω с весом
s2/2. В случае оператора J рассуждения еще проще.
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Для завершения доказательства возведем в квадрат неравенство (10), учи-
тывая неравенство (a+b)2 ≤ 2(a2+b2), проинтегрируем с весом e2τϕ по области Ω
и воспользуемся ограниченностью операторов J , J1, J2:

‖pv‖2
τ ≤ c‖v‖2

τ .

В силу того, что v = 0 на Γ, весовая оценка (11) для функции v принимает вид
τ2‖v‖2

τ ≤ c‖pv‖2
τ , τ > 0.

Так как τ > 0 произвольно, из двух последних неравенств вытекает, что v = 0
в Ω. Теорема доказана.

4. Весовая оценка для оператора ∂t + ∂x

Доказательство леммы. Сначала получим оценку для оператора диф-
ференцирования в одномерном случае. Пусть ϕ(x) — достаточно гладкая весо-
вая функция, v(x) — гладкая функция и w = eτϕv. Имеем

b∫
a

e2τϕ|v′|2 dx =

b∫
a

e2τϕ|(e−τϕw)′|2 dx =

b∫
a

e2τϕ|e−τϕ(w′ − τϕ′w)|2 dx

=

b∫
a

(w′−τϕ′w)2 dx =

b∫
a

w′2−2τϕ′ww′+τ2ϕ′2w2 dx ≥
b∫

a

τ2ϕ′2w2−2τϕ′ww′ dx.

Рассмотрим
b∫

a

2ϕ′ww′ dx =

b∫
a

(ϕ′w2)′ − ϕ′′w2 dx = −
b∫

a

ϕ′′w2 dx + (ϕ′w2)
∣∣b
a
.

Таким образом, получается оценка
b∫

a

e2τϕ|v′|2 dx ≥
b∫

a

e2τϕ(τ2ϕ′2 + τϕ′′)|v|2 dx− τ(e2τϕϕ′|v|2)
∣∣b
a
. (12)

Предположим, что ϕ(x, t) такова, что pϕ < 0 и p2ϕ ≥ 0 в области Ω. Мы
должны оценить снизу интеграл∫

Ω

e2τϕ|(∂t + ∂x)v|2 dtdxds.

Введем новые координаты ξ = t + x, η = t − x вместо x, t (при этом x = ξ−η
2 ,

t = ξ+η
2 , а якобиан равен 1/2). Заметим, что

∂ξv

(
ξ − η

2
,
ξ + η

2
; s

)
=

1
2
(∂t + ∂x)v.

С учетом одномерной оценки (12) имеем∫
Ω

e2τϕ
∣∣(∂t + ∂x)v|2 dtdxds = 2

T∫
0

T∫
s

T∫
η

e2τϕ|∂ξv|2 dξ dηds

≥ 2

T∫
0

T∫
s

T∫
η

e2τϕ(τ2ϕ2
ξ + τϕξξ)|v|2 dξdηds− 2τ

T∫
0

T∫
s

e2τϕϕξ|v|2
∣∣ξ=T

ξ=η
dηds

≥ c

(∫
Ω

e2τϕ(τ2(pϕ)2 + τp2ϕ)|v|2 dtdxds− τ

∫
Γ

e2τϕpϕ|v|2 dtds

)
.
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На последнем шаге мы отбросили интеграл

T∫
0

T∫
s

e2τϕϕξ|v|2 dηds

в силу его положительности. Вспоминая условия леммы, приходим к оцен-
ке (11).

5. Библиографические замечания

Обратная задача определения стационарного потенциала в одномерном ги-
перболическом уравнении рассматривалась многими авторами (см., например,
[3, 4]). Сводя обратную задачу к системе нелинейных интегральных уравнений,
можно доказать глобальную единственность и устойчивость, а также существо-
вание в малом.

Обратные задачи рассеяния на нестационарном потенциале изучались в
работах Л. П. Нижника (см. [5]), который показал, что оператор рассеяния
факторизуется на два оператора вида I + V , где I — тождественный, а V —
интегральный оператор Вольтерра, и с помощью этого доказал единственность
восстановления потенциала по данным рассеяния (в многомерном случае во-
обще говоря только в малом). Обратные задачи рассеяния на нестационар-
ном потенциале рассматривались также П. Д. Стефановым [6]. А. Г. Рамм и
Дж. Шёстранд установили, что нестационарный потенциал можно восстановить
по отображению Дирихле — Неймана [7].

Метод весовых априорных оценок в обратных задачах был впервые предло-
жен А. Л. Бухгеймом и М. В. Клибановым [1] (см. также [8–10]). Современное
состояние этого метода отражено в [2].
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