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О ДЛИНЕ ШКАЛ ПОТЕНЦИАЛОВ

ВЫЧИСЛИМОСТИ n–ЭЛЕМЕНТНЫХ АЛГЕБР
А. Г. Пинус, С. В. Журков

Аннотация: Найдена длина шкалы потенциалов вычислимости n-элементных ал-
гебр, в качестве следствия найдена длина фильтра, порожденного клоном дискри-
минаторной функции в решетке клонов функций на n-элементном множестве.
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В работе [1] на основе понятия условного терма (программы вычислений
в универсальной алгебре) введено понятие шкалы потенциалов вычислимости
n-элементных алгебр и исследован ряд свойств этой шкалы — вопросы о числе
атомов, коатомов, о том, является ли эта шкала решеткой, какими решетками
могут быть интервалы этой шкалы. В работе [2] получена некоторая верхняя
оценка числа элементов шкалы. В настоящей работе находится длина шкалы
потенциалов вычислимости n-элементных алгебр для любого натурального n.

Понятие условно термальной на алгебре A функции (соответствующее ин-
туитивному представлению о программно-вычислимой на A функции) введено
в работе [3] (обзор результатов, связанных с этим понятием, см. в [4, 5]). При
этом совокупность CT (A ) всех условно термальных функций алгебры A есте-
ственно рассматривать как потенциал вычислимости алгебры A . Две универ-
сальные алгебры A = 〈A;σ1〉 и B = 〈B;σ2〉 сигнатур σ1 и σ2 соответственно
обладают одинаковым потенциалом вычислимости (CT (A ) ∼ CT (B)), если су-
ществует биекция π множества A на множество B, сопрягающая совокупность
функций CT (A ) с совокупностью CT (B), т. е. такая, что

CT (A ) = π−1CT (B)π = {π−1f(πx1, . . . , πxn) | f(x1, . . . , xn) ∈ CT (B)}.
Совокупность всех потенциалов вычислимости n-элементных универсальных
алгебр, профакторизованную по отношению ∼, обозначим через CTn. На мно-
жестве CTn естественным образом определяется отношение частичного поряд-
ка ≤, соответствующее отношению «иметь больше возможности для программ-
ных вычислений»: F1 ≤ F2 тогда и только тогда, когда для некоторых алгебр
A , B таких, что F1 = CT (A )/ ∼, F2 = CT (B)/ ∼, и имеющих одно и то
же основное множество, CT (A ) ⊆ CT (B). Частично упорядоченное множе-
ство 〈CTn;≤〉 называется шкалой потенциалов вычислимости n-элементных
алгебр.

В работе [6] найдены инварианты потенциалов вычислимости конечных
универсальных алгебр, а именно доказано, что CT (A ) = CT (B) (CT (A ) =
π−1CT (B)π) тогда и только тогда, когда

SubA = π−1(SubB), IsoA = π−1(Iso B)π,
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где SubA — совокупность подалгебр алгебры A , IsoA — совокупность внут-
ренних изоморфизмов (изоморфизмов между подалгебрами) алгебры A . Тем
самым, в частности, совокупность CTn конечна для любого натурального n.
Соответственно CT (A )/ ∼≤ CT (B)/ ∼ тогда и только тогда, когда

SubB ⊆ π−1(SubA ), IsoB ⊆ π−1(Iso A )π

для некоторой соответствующей биекции π.
Как отмечено выше, верхняя оценка мощности множества CTn, а также

точные значения для |CT2|, |CT3| найдены в работе [2]. П. Джипсеном по-
считано число |CT4| (см. [5, 6]). В [1] найдены числа атомов и коатомов шкал
〈CTn;≤〉, доказано, что сами эти шкалы при n ≥ 3 не являются решетками,
что любая конечная решетка вложима (как решетка) в некоторый интервал
шкалы 〈CTn;≤〉, являющийся решеткой, при подходящем n, и построена шкала
〈CT3;≤〉. Естественным представляется вопрос о длине шкалы 〈CTn;≤〉.

Напомним, что длиной цепи a0 < a1 < . . . < am является число m, а
длиной частично упорядоченного множества — максимум длин цепей из этого
множества. Длину частично упорядоченного множества 〈L;≤〉 обозначим через
d(〈L;≤〉).

Пусть n = {0, 1, . . . , n− 1}, Bi(C) — совокупность всех биекций между под-
множествами множества C, а P (C) — совокупность всех подмножеств множе-
ства C. Как замечено выше, шкала 〈CTn;≤〉 двойственна некоторому подмно-
жеству 〈M ;≤〉 прямого произведения 〈P (P (n));⊆〉 × 〈P (Bi(n));⊆〉. При этом,
как доказано в [3], пара 〈A;B〉, где A ⊆ P (n), B ⊆ Bi(n), принадлежит M , если

1) A — нижняя подполурешетка полурешетки 〈P (n);∩〉, включающая мно-
жества ∅ и n (а значит, алгебраическая решетка, где роль инфимума играет
теоретико-множественное пересечение);

2) B — инверсная подполугруппа инверсной полугруппы Bi(n);
3) совокупность неподвижных точек любого отображения g из B входит

в A;
4) для любого g ∈ B множества dom g и rang g входят в A, и для любого

C ∈ A тождественное отображение idC множества C входит в B;
5) для любых {a}, {b} ∈ A в B входит биекция {a} на {b}.

Очевидным образом имеет место

Лемма 1. Для любых частично упорядоченных множеств 〈L1;≤〉 и 〈L2;≤〉
имеет место равенство

d(〈L1;≤〉 × 〈L2;≤〉) = d(〈L1;≤〉) + d(〈L2;≤〉).

Заметим при этом, что если 〈L1;≤〉 и 〈L2;≤〉 имеют наибольшие и наимень-
шие элементы 01, 02 и 11, 12 соответственно, d(〈L1;≤〉) = d1, d(〈L2;≤〉) = d2 и
a0 < a1 < . . . < ad1 , b0 < b1 < . . . < bd2 — цепи в множествах 〈L1;≤〉 и 〈L2;≤〉 и
a0 = 01, b0 = 02, ad1 = 11, bd2 = 12, то 〈a0, b0〉 < 〈a1, b0〉 < . . . < 〈ad1 , bd2〉 — цепь
в 〈L1;≤〉 × 〈L2;≤〉.

Таким образом, если A0 = {∅, n} ⊂ A1 ⊂ . . . ⊂ Ad1 = P (n) — наиболее
длинная цепь нижних полурешеток в 〈P (P (n));⊆〉, B0 ⊂ B1 ⊂ . . . ⊂ Bd2 =
Bi(n) — наиболее длинная цепь инверсных полугрупп в 〈P (Bi(n));⊆〉, включа-
ющих в себя совокупность B0 всех биекций между одноэлементными подмноже-
ствами множества n и тождественных отображений подмножеств множества n
на себя, то элементы цепи 〈A0, B0〉 < 〈A1, B0〉 < . . . < 〈Ad1 , B0〉 < 〈Ad1 , B1〉 <
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. . . < 〈Ad1 , Bd2〉 удовлетворяют условиям 1–5. Тем самым d(〈CTn;≤〉) = d1 + d2,
где d1 — длина интервала [{∅, n};P (n)] в частично упорядоченном множестве
〈P (P (n));⊆〉, а d2 — длина интервала [B0; Bi(n)] в частично упорядоченном мно-
жестве 〈P (Bi(n));⊆〉.

Лемма 2. d(〈[{∅, n};P (n)];⊆〉) = 2n − 2.
Доказательство. Пусть Pm(n) = {D ⊆ n | |D| = m}. Пусть также

Pm(n) = {Dm
1 , . . . , Dm

Cm
n
} и

A0 = {∅, n}, A1 = {∅, n,D1
1}, A2 = {∅, n,D1

1, D
1
2}, . . . , AC1

n
= {∅, n} ∪ P1(n),

AC1
n+1 = AC1

n
∪ {D2

1}, . . . , AC1
n+C2

n
= {∅, n} ∪P1(n)∪P2(n), . . . , AC1

n+C2
n+...+Cn−1

n

= P (n).

Тогда так как |Ai+1\Ai| = 1 для любого i, то A0 ⊆ A1 ⊆ . . . ⊆ AC1
n+C2

n+...+Cn−1
n

будет цепью в интервале [{∅, n};P (n)] частично упорядоченного множества
〈P (P (n));⊆〉, состоящей из нижних подполурешеток полурешетки 〈P (n);∩〉,
имеющей максимальную длину, т. е.

d(〈[{∅, n};P (n)];⊆〉) = C1
n + . . . + Cn−1

n = 2n − 2.

Пусть 〈Part(C);≤〉 — частично упорядоченное множество (решетка) всех
разбиений множества C и ∆(∇) — наименьший (наибольший) элемент в
Part(C). Если ∆ = θ0 < θ1 < . . . < θr = ∇ — максимальная цепь в Part(m),
то очевидно, что переход от θk+1 к θk (k < r) осуществляется за счет разбие-
ния одного из классов θk+1-эквивалентности на два класса θk-эквивалентности.
В силу этого без труда замечаем, что цепь

θm
0 = ∆ < θm

1 = {{0, 1}, {2}, . . . , {m− 1}} < θm
2

= {{0, 1, 2}, {3}, . . . , {m− 1}} < . . . < θm
m−2

= {{0, 1, . . . , m− 2}{m− 1}} < θm
m−1 = ∇

— цепь наибольшей длины в 〈Part(m);≤〉, т. е. имеет место следующее утвер-
ждение.

Лемма 3. d(〈Part(m);⊆〉) = m− 1.
В работе [7] найдена длина ln частично упорядоченного по включению мно-

жества всех подгрупп полной симметрической группы Sym(n) на множестве n,
которая равна [ 3n−1

2 ]− bn, где bn — число единиц в двоичном разложении чис-
ла n.

Пусть Bim(n) = {φ ∈ Bi(n) | |Dom φ| = m}, и пусть Gn
0 = {idn} ⊂ Gn

1 ⊂
. . . ⊂ Gn

ln
= Sym(n) — некоторая цепь подгрупп группы Sym(n), имеющая мак-

симальную длину.
Если B — некоторая инверсная подполугруппа полугруппы Bi(n) и 1 < m <

n, то

Bm =

((
n⋃

k=m+1

Bik(n)

)
∩B

)
∪

(
m⋃

k=1

Bik(n)

)
очевидным образом является инверсной подполугруппой полугруппы Bi(n). Та-
ким образом, если Id(n) = {idc | C ⊆ n} и

E0 = Bi1(n) ∪ Id(n) ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ Ed2 = Bi(n) (1)
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— цепь инверсных подполугрупп полугруппы Bi(n), имеющая наибольшую дли-
ну в интервале [Bi1(n) ∪ Id(n); Bi(n)], то невозможно уплотнение этой цепи за
счет добавления полугруппы вида (Ei)m, где 1 ≤ i < d2, 1 < m < n. В силу это-
го инверсные полугруппы вида Bi1(n)∪ . . .∪Bik(n)∪ Id(n) входят в любую цепь
инверсных подполугрупп полугруппы Bi(n), имеющую максимальную длину.

Тем самым цепь подполугруппы (1) устроена следующим образом:

E0 = Ei0 = Bi1(n) ∪ Id(n) ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂ . . . ⊂ Ei1

= Bi1(n) ∪ Bi2(n) ∪ Id(n) ⊂ Ei1+1 ⊂ . . . ⊂ Ei2

= Bi1(n) ∪ Bi2(n) ∪ Bi3(n) ∪ Id(n) ⊂ . . . ⊂ Ein−2

= Bi1(n) ∪ Bi2(n) ∪ . . . ∪ Bin−1(n) ∪ Id(n) ⊂ Ein−2+1

= Bi1(n) ∪ . . . ∪ Bin−1 ∪Gn
1 ⊂ . . . ⊂ Ein−1−1

= Bi1(n) ∪ . . . ∪ Bin−1(n) ∪Gn
ln−1 ⊂ Ein−1 = Ed2 = Bi(n), (2)

где G0 = {idn} ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gln−1 ⊂ Gln = Sym(n) — цепь подгрупп груп-
пы Sym(n), имеющая максимальную длину.

Заметим также, что если B — инверсная подполугруппа группы Bi(n),
включающая в себя Bi1(n) ∪ Id(n) и 1 < m < n, то отношение ∼m

B на мно-
жестве Pm(n), определенное как C1 ∼m

B C2 тогда и только тогда, когда суще-
ствует g ∈ B такое, что Dom g = C1 и Rang g = C2, является эквивалентно-
стью, и при этом для любых C1, C2 ∈ Pm(n) таких, что C1 ∼m

B C2 подгруппы
BC1 = B ∩ Sym(C1) и BC2 = B ∩ Sym(C2) сопряжены с помощью отображе-
ния g ∈ B такого, что Dom g = C1 и Rang g = C2. Таким образом, дей-
ствие B на Pm(n) полностью описывается заданием эквивалентности ∼m

n на
Pm(n) и заданием подгрупп BC1 , . . . , BCk симметрической группы Sym(m) для
C1, . . . , Ck — представителей всех классов ∼m

B -эквивалентности. При этом для
Bi1(n)∪Id(n) ⊆ B1 ⊆ B2 ⊆ Bi(n) включение B1 ⊆ B2 имеет место тогда и только
тогда, когда для любого 1 < m < n

1) ∼m
B1
≤∼m

B2
(в решетке Part(Pm(n))),

2) BC
1 ⊆ BC

2 для любого C ∈ Pm(n).
Тем самым в интервале Eik+1 ⊂ Eik+2 ⊂ . . . ⊂ Eik+n цепи (2) при 0 ≤

k < n− 1 для любого ik + 1 ≤ j < ik+1 либо эквивалентность ∼k+1
Ej+1

покрывает
эквивалентность ∼k+1

Ej
и для любого C ∈ Pk+1(n) справедливо равенство EC

j =
EC

j+1, либо ∼k+1
Ej+1

=∼k+1
Ej

и существует C ∈ Pk+1(n) такое, что для всех D ∈
Pk+1(n) таких, что C/ ∼k+1

Ej
6= D/ ∼k+1

Ej
, имеет место равенство ED

j+1 = ED
j , а

пара
〈
EC

j , EC
j+1

〉
есть пара соседних подгрупп в цепи подгрупп группы Sym(k +

1), имеющей максимальную длину lk+1.
Пусть m = Ck+1

n , ∆ = θm
0 < θm

1 < . . . < θm
m−1 = ∇ — цепь максимальной

длины в частично упорядоченном множестве Part(Pk+1(n)), указанная в дока-
зательстве леммы 3. Пусть Gk+1

0 = {idk+1} ⊂ Gk+1
1 ⊂ . . . ⊂ Gk+1

lk+1
= Sym(k+1) —

цепь подгрупп группы Sym(k + 1), имеющая максимальную длину. Тогда если
Pk+1(n) = {H1, . . . , HCk+1

n
}, то

пусть ∼k+1
Eik+1

= θm
m−1 и EC

ik+1
= Gk+1

lk+1
для любого C ∈ Pk+1(n);

пусть ∼k+1
Eik+1−1

= θm
m−2 и EC

ik+1−1 = Gk+1
lk+1

для любого C ∈ Pk+1(n);

пусть ∼k+1
Eik+1−2

= θm
m−2 и EC

ik+1−2 = Gk+1
lk+1−1 для C = HCk+1

n
и EC

ik+1−2 = Gk+1
lk+1

для всех остальных C из Pk+1(n);
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...
пусть ∼k+1

Eik+1−lk+1−1
= θm

m−2 и EC
ik+1−lk+1−1 = Gk+1

0 для C = HCk+1
n

и

EC
ik+1−lk+1−1 = Gk+1

lk+1
для всех остальных C из Pk+1(n);

пусть ∼k+1
Eik+1−lk+1−2

= θm
m−3 и EC

ik+1−lk+1−2 = Gk+1
0 для C = HCk+1

n
и

EC
ik+1−lk+1−2 = Gk+1

lk+1
для любого C ∈ Pk+1(n)\{HCk+1

n
};

пусть ∼k+1
Eik+1−lk+1−3

= θm
m−3 и EC

ik+1−lk+1−3 = Gk+1
0 для C = HCk+1

n
и

EC
ik+1−lk+1−3 = Gk+1

lk+1−1 для C = HCk+1
n −1 и EC

ik+1−lk+1−3 = Gk+1
lk+1

для любого
C из Pk+1(n)\{HCk+1

n
,HCk+1

n −1}
и т. д.;
пусть ∼k+1

Eik+1
= θm

0 и EC
ik+1 = Gk+1

0 для любого C ∈ Pk+1(n).
В силу отмеченного выше подобная цепь

Eik
⊂ Eik+1 ⊂ Eik+2 ⊂ . . . ⊂ Eik+1

является цепью максимальной длины в интервале [Bi1(n)∪Bi2(n)∪ . . .∪Bik(n)∪
Id(n); Bi1(n)∪Bi2(n)∪. . .∪Bik+1(n)∪Id(n)] упорядоченного множества инверсных
подполугрупп полугруппы Bi(n).

Тем самым длина d2 интервала упорядоченного множества инверсных под-
полугрупп полугруппы Bi(n) равна

n∑
m=2

[
Cm

n (lm + 1)− 1
]
.

В силу утверждения леммы 2 и замечания к доказательству леммы 1 имеет
место

Теорема 1. Длина шкалы потенциалов вычислимости n-элементных уни-
версальных алгебр равна

n∑
m=2

Cm
n lm + 2n+1 − 2n− 2.

В частности, d(〈CT2;≤〉) = 3, d(〈CT3;≤〉) = 13, d(〈CT4;≤〉) = 40.

Как хорошо известно, для любой алгебры A имеет место равенство
CT (A ) = T (A d), где T (B) — совокупность всех термальных функций алгебры
B, а A d — обогащение алгебры A добавлением в сигнатуру алгебры A дискри-
минаторной функции. Пусть Dn — клон функций на n-элементном множестве,
порожденный дискриминаторной функцией, а Fn — клон всех функций на этом
множестве. В силу замеченного выше длина интервала [Dn;Fn] в решетке всех
клонов на n-элементном множестве совпадает с длиной шкалы 〈CTn;≤〉 и тем
самым имеет место

Следствие 1. Длина интервала [Dn;Fn] в решетке клонов на n-элемент-

ном множестве равна
n∑

m=2
Cm

n lm + 2n+1 − 2n− 2.

Рассматривая подмножества множества n как идемпотенты инверсной по-
лугруппы Bi(n), столь же очевидным образом получаем
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Следствие 2. Длина максимальной цепи инверсных подполугрупп ин-
версной полугруппы Bi(n) (полной инверсной полугруппы биекций между под-

множествами n-элементного множества) равна
n∑

m=2
Cm

n lm + 2n+1 − 2n− 2.

В работе [8] определено понятие элементарно-условного терма (вариация
понятия условного терма при другом, более сильном, понятии условия) и опи-
сана система инвариантов для эквивалентности вычислительных возможностей
двух алгебр A и B при подобной трактовке понятия программно-вычислимых
функций (сопряженности совокупностей ECT (A ) и ECT (B) элементарно-ус-
ловно-термальных функций алгебр A и B). Такой системой инвариантов яв-
ляется пара 〈SubA ,AutA 〉, где AutA — группа автоморфизмов алгебры A .
В работе [1] определено понятие шкалы 〈ECTn;≤〉. Из предыдущих связанных
с доказательством теоремы 1 рассуждений очевидным образом вытекает

Следствие 3. Длина шкалы 〈ECTn;≤〉 равна ln + 2n − 2.
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