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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА

НЕЛИНЕЙНЫХ РАЗНОСТНЫХ СИСТЕМ

А. Ю. Александров, А. П. Жабко

Аннотация: Рассматривается некоторый класс систем нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений. Проводится коррекция разностных схем, соответ-
ствующих исследуемым уравнениям, для обеспечения согласованности между диф-
ференциальными и разностными системами в смысле устойчивости нулевого ре-
шения. Получены условия, при выполнении которых возмущения не нарушают
асимптотической устойчивости решений разностных систем.

Ключевые слова: устойчивость разностных систем, функции Ляпунова, консер-
вативные численные методы, устойчивость по нелинейному приближению.

1. В работе предлагается способ построения разностных схем для одного
класса систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Этот способ обес-
печивает согласованность между дифференциальными и разностными уравне-
ниями в смысле устойчивости нулевого решения. С помощью метода функций
Ляпунова определяются условия, при выполнении которых возмущения не на-
рушают асимптотической устойчивости решений построенных разностных си-
стем.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

Ẋ =
∂W

∂X
+G(X)X. (1)

Здесь X — n-мерный вектор, функция W (X) определена и непрерывно диффе-
ренцируема при всех X ∈ En, G(X) — заданная и непрерывная при X ∈ En

кососимметрическая матрица (G∗(X) = −G(X)). В соответствии с теоремой
о канонической структуре силовых полей [1, c. 110–114] автономная система
дифференциальных уравнений с непрерывно дифференцируемыми правыми ча-
стями всегда может быть представлена в виде (1). При этом функция W (X)
является потенциалом силового поля, а вектор H(X) = G(X)X определяет со-
леноидальную (гироскопическую) составляющую поля, которая не производит
работы при перемещении вдоль радиус-вектора: X∗H(X) ≡ 0.

Будем считать, что W (X) — отрицательно-определенная однородная по-
рядка µ+ 1 функция, µ > 1. Тогда система (1) имеет нулевое решение, которое
является асимптотически устойчивым в целом, причем в качестве функции Ля-
пунова можно выбрать функцию

V (X) = ‖X‖2, (2)

где ‖ · ‖ — евклидова норма вектора.
Рассмотрим соответствующую уравнениям (1) разностную систему

Y (k + 1) = Y (k) + h

(
∂W (Y (k))

∂X
+G(Y (k))Y (k)

)
. (3)
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Здесь Y (k) ∈ En, h — шаг дискретизации (h > 0), целочисленный аргумент k
принимает значения k = 0, 1, . . . .

Пусть G — постоянная матрица, G 6= 0. Тогда, применяя теорему о неустой-
чивости по линейному приближению [2, c. 94–96], получаем, что при всех h > 0
нулевое решение уравнений (3) неустойчиво.

Таким образом, для любого сколь угодно малого шага дискретизации асимп-
тотически устойчивой системе дифференциальных уравнений (1) может соот-
ветствовать неустойчивая разностная система.

В работах [1, 3–5] исследовалась проблема построения консервативных чис-
ленных методов интегрирования систем дифференциальных уравнений, т. е. та-
ких методов, которые учитывают специфику изучаемых систем и сохраняют их
качественные характеристики. В частности, рассматривалась задача о сохране-
нии интегралов движения при численном интегрировании дифференциальных
уравнений. Для ее решения В. И. Зубовым были разработаны модификации
известных разностных схем [1, 4]. Указанные модификации осуществляются
путем введения управлений в процессе вычислений. При этом значения управ-
ляющих параметров на каждом шаге интегрирования определяются из условий
сохранения заданных интегралов. В настоящей статье данный подход исполь-
зуется для корректировки разностной схемы (3), соответствующей дифферен-
циальным уравнениям (1).

2. Наряду с системой (1) рассмотрим систему

Ẋ = G(X)X, (4)
для которой функция (2) является первым интегралом. Построим численный
метод интегрирования уравнений (4), сохраняющий этот интеграл.

В соответствии с подходом, разработанным в [1, c. 193, 194], имеем
Y (k + 1) = Y (k) + hG(Y (k))Y (k) + u(h, Y (k))Y (k).

Здесь скалярное управление u(h, Y (k)) определяется из условия ‖Y (k + 1)‖2 =
‖Y (k)‖2. Получим, что для любого δ > 0 существует число h0 > 0 такое, что в
области

0 < h < h0, ‖X‖ < δ (5)
функцию u(h,X) можно выбрать в виде

u(h,X) =
{

0, если X = 0,
−1 +

√
1− (h‖G(X)X‖/‖X‖)2, если X 6= 0.

При этом для всех h и X, удовлетворяющих условиям (5), справедлива оценка
|u(h,X)| ≤ bh2, где b — положительная постоянная.

Далее с помощью найденного управления проводим коррекцию разностной
схемы (3), соответствующей уравнениям (1):

Y (k + 1) = Y (k) + h

(
∂W (Y (k))

∂X
+G(Y (k))Y (k)

)
+ u(h, Y (k))Y (k). (6)

Теорема 1. При достаточно малом h нулевое решение системы (6) асимп-
тотически устойчиво.

Доказательство. В качестве функции Ляпунова выбираем функцию (2).
Рассмотрим ее приращение на решениях уравнений (6). Имеем
�V = V (Y (k + 1))− V (Y (k)) = 2h(µ+ 1)(1 + u(h, Y (k)))W (Y (k))

+ 2h2
(
∂W (Y (k))

∂X

)∗
G(Y (k))Y (k) + h2

∥∥∥∥∂W (Y (k))
∂X

∥∥∥∥2

.
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Учитывая отрицательную определенность и однородность функции W (X), по-
лучаем, что при 0 < h < h0, ‖Y (k)‖ < δ выполнено соотношение

�V ≤ h‖Y (k)‖µ+1(−a1 + a2h
2 + a3h+ a4h‖Y (k)‖µ−1).

Здесь a1, a2, a3, a4 > 0.
Будем считать, что величина h0 удовлетворяет условиям

4a2h
2
0 < a1, 4a3h0 < a1. (7)

Тогда для достаточно малых значений ‖Y (k)‖ и при всех 0 < h < h0 имеет
место неравенство

�V ≤ −a1h

4
‖Y (k)‖µ+1. (8)

Значит, функция �V отрицательно-определенная. Отсюда следует [6, c. 27–30],
что нулевое решение системы (6) асимптотически устойчиво.

Замечание 1. Если G(0) = 0, то при доказательстве теоремы на величину
h0 не нужно накладывать дополнительные ограничения (7).

Замечание 2. В случае, когдаW (X) — положительно-определенная функ-
ция, с помощью первой теоремы Ляпунова о неустойчивости [2, c. 82] можно
показать, что нулевые решения систем (1) и (6) являются неустойчивыми.

Таким образом, предложенная модификация разностной схемы обеспечи-
вает согласованность между дифференциальными и разностными уравнениями
в смысле устойчивости нулевого решения. При этом построенное управление
имеет второй порядок относительно шага дискретизации.

Далее в настоящей работе считаем, что δ и h являются фиксированными
параметрами, причем величина h выбрана так, чтобы функция u(h,X) была
определена при всех ‖X‖ < δ и чтобы по крайней мере для достаточно малых
значений ‖Y (k)‖ выполнялось неравенство (8).

Оценим скорость стремления к началу координат решений уравнений (6).
Из доказательства теоремы 1 следует существование числа δ1 > 0 такого, что
если

k0 ≥ 0, ‖Y0‖ < δ1, (9)

то при всех k ≥ k0 имеем

‖Y (k + 1)‖2 ≤ ‖Y (k)‖2 − a‖Y (k)‖µ+1. (10)

Здесь Y (k) — решение, проходящее при k = k0 через точку Y0, a — положи-
тельная постоянная, не зависящая от начальных данных рассматриваемого ре-
шения.

Лемма. Пусть для членов последовательности {vk} выполнены неравен-
ства

0 ≤ vk+1 ≤ vk − avλk , k = 0, 1, . . . , (11)

где a > 0, λ > 1, v0 ≥ 0, aλvλ−1
0 ≤ 1. Тогда при всех k = 0, 1, . . . справедлива

оценка
vk ≤ v0

(
1 + a(λ− 1)vλ−1

0 k
)− 1

λ−1 . (12)

Доказательство. Применяем метод математической индукции. При k =
0 неравенство (12) верно. Предположим, что оно имеет место для всех k ≤ l.
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Тогда vl ≤ v0, откуда следует, что aλvλ−1
l ≤ 1. Функция vl − avλl монотонно

возрастает на промежутке [0, (aλ)−1/(λ−1)]. Значит, справедливы соотношения

vl+1 ≤ vl
(
1− avλ−1

l

)
≤ v0

(
1 + zl

)− 1
λ−1

(
1− z

(λ− 1)(1 + zl)

)
= v0(1 + z(l + 1))−

1
λ−1 g(z).

Здесь

z = a(λ− 1)vλ−1
0 , g(z) =

(
1 +

z

1 + zl

) 1
λ−1

(
1− z

(λ− 1)(1 + zl)

)
.

Заметим теперь, что g(0) = 1 и при этом функция g(z) монотонно убывает
на промежутке [0,+∞). Следовательно, неравенство (12) выполняется и при
k = l + 1.

Замечание 3. В случае, если соотношения (11) имеют место лишь при
k = 0, 1, . . . , N , оценка (12) будет справедлива при k = 0, 1, . . . , N + 1.

Применяя к неравенствам (10) доказанную лемму (здесь vk = ‖Y (k+k0)‖2,
λ = (µ+ 1)/2), получаем, что если a(µ+ 1)δµ−1

1 /2 ≤ 1, то для решений, начина-
ющихся при k = k0 в δ1-окрестности точки Y = 0, при всех k ≥ k0 имеют место
оценки

‖Y (k)‖ ≤ ‖Y0‖
(

1 +
a(µ− 1)

2
‖Y0‖µ−1(k − k0)

)− 1
µ−1

.

Замечание 4. Аналогичным образом можно показать, что если число δ1
достаточно мало, то для решений Y (k) системы (6) с начальными данными
Y (k0) = Y0, удовлетворяющими условиям (9), при всех k ≥ k0 справедливы
соотношения

‖Y (k)‖ ≥ ‖Y0‖(1 + γ‖Y0‖µ−1(k − k0))−
1

µ−1 .

Здесь γ — положительная постоянная.
Замечание 5. Найденные оценки для решений разностной системы (6)

согласуются с оценками, полученными в работе [7] для решений системы диф-
ференциальных уравнений (1).

Замечание 6. При построении разностной системы (3), соответствующей
уравнениям (1), использовался метод Эйлера. Предложенный в [1, 4] способ мо-
дификации известных численных методов позволяет проводить аналогичную
коррекцию вычислительных схем и добиваться согласованности между диффе-
ренциальными и разностными уравнениями в смысле устойчивости нулевого
решения и в случае, когда первоначальная разностная система построена мето-
дом Рунге — Кутты или Адамса.

3. Далее рассмотрим возмущенную систему

Y (k + 1) = Y (k) + h

(
∂W (Y (k))

∂X
+G(Y (k))Y (k)

)
+ u(h, Y (k))Y (k) +R(k, Y (k)). (13)

Здесь векторная функция R(k,X) определена при k = 0, 1, . . . , ‖X‖ < δ, непре-
рывна по X и удовлетворяет неравенству

‖R(k,X)‖ ≤ c‖X‖σ, (14)
где c > 0, σ > 0. Таким образом, система (13) также имеет решение Y (k) ≡ 0.
Исследуем вопрос: при каких условиях возмущения не нарушают асимптотиче-
ской устойчивости нулевого решения?
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Теорема 2. При выполнении неравенства

σ > µ (15)

нулевое решение системы (13) асимптотически устойчиво.
Доказательство. Приращение функции (2) на решениях возмущенных

уравнений можно представить в виде

�V = V (Y (k + 1))− V (Y (k)) = 2h(µ+ 1)
(
1 + u(h, Y (k))

)
W (Y (k))

+ 2h2
(
∂W (Y (k))

∂X

)∗
G(Y (k))Y (k) + h2

∥∥∥∥∂W (Y (k))
∂X

∥∥∥∥2

+ ‖R(k, Y (k))‖2

+ 2R∗(k, Y (k))
(
Y (k) + h

∂W (Y (k))
∂X

+ hG(Y (k))Y (k) + u(h, Y (k))Y (k)
)
.

Используя оценку (8), установленную для приращения функции V (X) на
решениях системы (6), а также условие (14), получаем, что при достаточно
малых значениях ‖Y (k)‖ для всех k = 0, 1, . . . справедливо соотношение

�V ≤ −b1‖Y (k)‖µ+1 + b2‖Y (k)‖σ+1 + b3‖Y (k)‖2σ.

Здесь b1, b2, b3 — положительные постоянные.
Если выполнено неравенство (15), то существует число δ1 > 0 такое, что

при k = 0, 1, . . . , ‖Y (k)‖ < δ1 имеет место оценка �V ≤ −b1‖Y (k)‖µ+1/2. Таким
образом, функция V (X) удовлетворяет требованиям теоремы об асимптотиче-
ской устойчивости [6, c. 27–30].

Теорема 2 утверждает, что возмущения не нарушают асимптотической ус-
тойчивости нулевого решения, если их порядок выше порядка функций, входя-
щих в правые части уравнений (6). Покажем теперь, что при некоторых до-
полнительных ограничениях на матрицу G(X) и векторную функцию R(k,X)
асимптотическая устойчивость сохраняется и в случае, когда σ ≤ µ.

Пусть система (13) имеет вид

Y (k + 1) = Y (k) + h

(
∂W (Y (k))

∂X
+G(Y (k))Y (k)

)
+ u(h, Y (k))Y (k) +BkQ(Y (k)). (16)

Здесь Bk — постоянные матрицы размерности n × m, а элементы m-мерного
вектора Q(X) представляют собой непрерывно дифференцируемые однородные
функции порядка σ, σ > 1.

Предположим, что последовательность Bk является ограниченной. Кроме
того, будем считать, что для матрицы G(X) в области ‖X‖ < δ справедлива
оценка

‖G(X)‖ ≤ c1‖X‖λ, (17)

где c1 > 0, λ > 0.
Рассмотрим последовательность (n×m)-матриц

I0 = 0, Ik =
k−1∑
j=0

Bj , k = 1, 2, . . . . (18)
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Теорема 3. Если последовательность (18) ограничена, то при выполнении
неравенства

σ > max{(µ+ 1)/2;µ− λ} (19)

нулевое решение системы (16) асимптотически устойчиво.
Доказательство. Функцию Ляпунова для системы (16) выбираем в виде

V1(k,X) = ‖X‖2 − 2X∗IkQ(X). (20)

Получим

�V1 = V (Y (k + 1))− V (Y (k))− 2Y ∗(k)BkQ(Y (k))
+ 2(Y ∗(k)Ik+1Q(Y (k))− Y ∗(k + 1)Ik+1Q(Y (k + 1))).

Следовательно, при k = 0, 1, . . . и ‖Y (k)‖ < δ справедливы соотношения

‖Y (k)‖2 − a‖Y (k)‖σ+1 ≤ V1(k, Y (k)) ≤ ‖Y (k)‖2 + a‖Y (k)‖σ+1,

�V1 ≤ −b1‖Y (k)‖µ+1 + b2(‖Y (k)‖µ+λ+1 + ‖Y (k)‖µ+2λ+1 + ‖Y (k)‖2µ)

+ b3‖Y (k)‖σ(‖Y (k)‖µ + ‖Y (k)‖λ+1 + ‖Y (k)‖2λ+1 + ‖Y (k)‖σ).

Здесь a, b1, b2, b3 — положительные постоянные.
Если выполнено условие (19), то при достаточно малых значениях ‖Y (k)‖

для всех k = 0, 1, . . . имеют место неравенства

1
2
‖Y (k)‖2 ≤ V1(k, Y (k)) ≤ 2‖Y (k)‖2, �V1 ≤ −b1

2
‖Y (k)‖µ+1.

Значит, функция V1(k,X) удовлетворяет требованиям теоремы об асимптоти-
ческой устойчивости [6, c. 27–30].

Следствие. Если оценку (17) для матрицы G(X) заменить условием
G(0) = 0, то асимптотическая устойчивость нулевого решения системы (16)
будет иметь место при σ ≥ µ.

Предположим теперь, что последовательность (18), вообще говоря, не яв-
ляется ограниченной. Однако существует число α, 0 < α ≤ 1, такое, что

lim
k→∞

1
kα

Ik = 0. (21)

Теорема 4. При выполнении неравенства

σ ≥ max
{
µ+ 1 + α(µ− 1)

2
;µ− λ+ α(µ− 1)

}
нулевое решение системы (16) асимптотически устойчиво.

Доказательство. В качестве функции Ляпунова снова выберем функ-
цию V1(k,X), построенную по формуле (20). Получим, что при достаточно
малых значениях ‖Y (k)‖ для всех k = 0, 1, . . . справедливы оценки

‖Y (k)‖2 − ηk(k + 1)α‖Y (k)‖σ+1 ≤ V1(k, Y (k)) ≤ ‖Y (k)‖2 + ηk(k + 1)α‖Y (k)‖σ+1,

�V1 ≤ −b‖Y (k)‖µ+1 + εk(k + 1)α(‖Y (k)‖µ+σ + ‖Y (k)‖λ+σ+1 + ‖Y (k)‖2σ),

где b > 0, а последовательности неотрицательных чисел ηk и εk стремятся к
нулю при k →∞.
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Покажем, что существуют постоянные γ, A и L такие, что для любого реше-
ния Y (k) системы (16) с начальными данными Y (k0) = Y0, удовлетворяющими
условиям

k0 ≥ L, ‖Y0‖µ−1 <
γ

k0
, (22)

при всех k ≥ k0 имеет место неравенство

‖Y (k)‖µ−1 <
A

k
. (23)

Зададим числа γ и A так, чтобы выполнялись соотношения

0 < γ <
8

(µ− 1)b
, A >

2µ+2

(µ− 1)b
.

Выберем L > 0 настолько большим, чтобы при k ≥ L были справедливы нера-
венства

A

k
< δµ−1,

γb(µ+ 1)
4k

≤ 1,

2ηk(k + 1)α
(
A

k

)σ−1
µ−1

< 1, 6εk(k + 1)α
(
A

k

)σ+λ−µ
µ−1

< b,

6εk(k + 1)α
(
A

k

)σ−1
µ−1

< b, 6εk(k + 1)α
(
A

k

) 2σ−µ−1
µ−1

< b.

Рассмотрим решение Y (k) системы (16) с начальными данными, удовлетво-
ряющими условиям (22). Пусть существует натуральное число k1 > k0 такое,
что ‖Y (k1)‖µ−1 = A/k1, а при k = k0, . . . , k1 − 1 имеет место оценка (23). Тогда
для всех k = k0, . . . , k1 получаем

1
2
‖Y (k)‖2 ≤ V1(k, Y (k)) ≤ 2‖Y (k)‖2, (24)

�V1 ≤ − b
2
‖Y (k)‖µ+1 ≤ − b

2

(
V1(k, Y (k))

2

)µ+1
2

.

Заметим, что при этом

b(µ+ 1)
4

(
V1(k0, Y0)

2

)µ−1
2

≤ b(µ+ 1)
4

‖Y0‖µ−1 <
γb(µ+ 1)

4k0
≤ 1.

Применяя доказанную в разд. 2 лемму, приходим к неравенству

V1(k1, Y (k1)) ≤
(
V
−µ−1

2
1 (k0, Y0) + b(µ− 1)2−

µ+5
2 (k1 − k0)

)− 2
µ−1 .

Учитывая оценки (24), получаем, что справедливо соотношение

k1

(
(µ− 1)b− 2µ+2

A

)
≤ k0

(
(µ− 1)b− 8

γ

)
.

Из условий выбора чисел γ и A следует, что левая часть данного неравенства
положительна, а правая — отрицательна. Приходим к противоречию. Значит,
для решения Y (k) при всех k ≥ k0 имеет место оценка (23).

Используя доказанное свойство решений системы (16), а также их непре-
рывную зависимость от начальных данных, получаем утверждение теоремы.
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Замечание 7. При выполнении неравенства α(µ−1) ≤ λ теорема 4 уточня-
ет условие асимптотической устойчивости, найденное с помощью функ-
ции (2). В противном случае лучше оказывается условие (15).

Замечание 8. Полученные в настоящем разделе критерии асимптотиче-
ской устойчивости нулевого решения разностных систем совпадают с установ-
ленными в [7] для систем обыкновенных дифференциальных уравнений крите-
риями асимптотической устойчивости по нелинейному приближению вида (1).

4. Пример. Рассмотрим задачу гашения угловых движений твердого тела.
Пусть задано твердое тело, вращающееся в инерциальном пространстве с угло-
вой скоростью ω вокруг своего центра инерции O. Предположим, что с телом
связаны оси Oxyz, которые являются его главными центральными осями. Ди-
намические уравнения Эйлера, описывающие вращательное движение тела под
действием управляющего момента M , имеют вид

� ω̇ + ω × �ω = M, (25)

где � — тензор инерции тела [1, c. 114].
Будем считать, что M = ∂W/∂ω, где W (ω) — непрерывно дифференциру-

емая отрицательно-определенная однородная порядка µ + 1 функция, µ > 1.
Известно [1, с. 114–116], что при таком управлении система (25) имеет асимп-
тотически устойчивое положение равновесия ω = 0, а в качестве функции Ля-
пунова можно взять функцию

V = ω∗�ω. (26)

Для построения разностной системы, соответствующей уравнениям (25),
рассмотрим систему

� ω̇ + ω × �ω = 0, (27)
для которой функция (26) является первым интегралом. Получим модифици-
рованный метод Эйлера численного интегрирования уравнений (27):

�Y (k + 1) = �Y (k)− hY (k)× �Y (k) + u(h, Y (k))�Y (k).

Здесь Y (k) ∈ E3, а скалярное управление u(h, Y (k)) определяется из условия
сохранения интеграла (26). Для любого δ > 0 существует h0 > 0 такое, что в
области 0 < h < h0, ‖ω‖ < δ функцию u(h, ω) можно выбрать в виде

u(h, ω) =
{

0, если ω = 0,
−1 +

√
1− h2ϕ(ω), если ω 6= 0,

где ϕ(ω) = (ω × �ω)∗�−1(ω × �ω)/(ω∗�ω).
При таком управлении нулевое решение построенной для уравнений (25)

разностной системы

�Y (k + 1) = �Y (k)− hY (k)× �Y (k) + h
∂W (Y (k))

∂ω
+ u(h, Y (k))�Y (k)

будет асимптотически устойчивым.
Предположим теперь, что на исследуемое тело наряду с управляющим мо-

ментом M действует момент внешних возмущающих сил. Пусть возмущенные
разностные уравнения имеют вид

�Y (k + 1) = �Y (k)− hY (k)× �Y (k) + h
∂W (Y (k))

∂ω
+ u(h, Y (k))�Y (k) +BkQ(Y (k)). (28)
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Здесь Bk — постоянные матрицы размерности 3×m, причем последовательность
этих матриц является ограниченной, а элементы m-мерного вектора Q(ω) пред-
ставляют собой непрерывно дифференцируемые однородные функции порядка
σ, σ > 1.

Получим, что если σ > µ, то нулевое решение системы (28) асимптотиче-
ски устойчиво. В случае, когда последовательность матриц Ik, построенная по
формулам (18), ограничена, для асимптотической устойчивости нулевого реше-
ния достаточно выполнения неравенства σ > max{(µ + 1)/2; µ − 1}. Если же
для последовательности (18) справедливо предельное соотношение (21), то до-
статочное условие асимптотической устойчивости принимает вид σ ≥ max{(µ+
1 + α(µ− 1))/2; (1 + α)(µ− 1)}.
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