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ОБ ЭЙНШТЕЙНОВЫХ

ЭРМИТОВЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ
Дж. Ким

Аннотация: Показано, что каждая компактная эйнштейнова эрмитова поверх-
ность с постоянной конформной скалярной кривизной является кэлеровой поверх-
ностью и вместе с тем есть некомпактная эйнштейнова эрмитова поверхность, не
являющаяся кэлеровой поверхностью с постоянной конформной скалярной кривиз-
ной.
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1. Введение. Риманова версия теоремы Гольдберга — Сакса [1] гласит,
что автодуальная часть тензора Вейля эйнштейновой эрмитовой метрики вы-
рожденна. Отсюда следует, что в компактном случае всякая такая метрика
локально конформно кэлерова [1]. Лебрюн показал, что на самом деле лишь
немногие компактные комплексные поверхности могут допускать эйнштейновы
метрики, которые являются эрмитовыми, но не кэлеровыми [2]. Единствен-
ным известным примером служит поверхность Хирцебрука с метрикой Пейджа
[3]. В данной работе мы покажем, что каждая эйнштейнова эрмитова поверх-
ность с постоянной конформной скалярной кривизной является кэлеровой по-
верхностью и что, в отличие от компактного случая, существует некомпактная
эйнштейнова эрмитова и некэлерова поверхность с постоянной конформной ска-
лярной кривизной. Точнее, будут доказаны

Теорема 1. Пусть (M,J, g) — эйнштейнова эрмитова поверхность с посто-
янной конформной скалярной кривизной. Тогда поверхность (M,J, g) кэлерова.

Теорема 2. Евклидово пространство R4 допускает эйнштейнову эрмитову
некэлерову структуру (J, g) с постоянной конформной скалярной кривизной.

Напомним, что эрмитову поверхность (M,J, g) называют эйнштейновой эр-
митовой, если риманова метрика g, согласованная с комплексной структурой J ,
является эйнштейновой относительно ее связности Леви-Чивита, а конформная
скалярная кривизна эрмитовой поверхности (M,J, g) — скалярной кривизной
относительно g канонической структуры Вейля, ассоциированной с эрмитовой
структурой (J, g) [4]. Конформная скалярная кривизна в общем случае непосто-
янна и указывает меру отличия компактной эйнштейновой эрмитовой поверх-
ности от кэлеровой.

2. Предварительные сведения. Пусть (M,J, g) — эрмитова поверх-
ность (т. е. эрмитово вещественное четырехмерное многообразие) с комплекс-
ной структурой J и согласованной с ней римановой метрикой g. Обозначим
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через � кэлерову форму M , определенную равенством �(X,Y ) = g(X, JY )
для векторных полей X,Y . Мы всегда будем рассматривать M с ориентаци-
ей, определяемой комплексной структурой J так, что форма объема M равна
dV = 1

2� ∧ �. Известно [5], что d� = θ ∧ �, где θ = δ� ◦ J — форма Ли по-
верхности M . Заметим, что M кэлерова тогда и только тогда, когда θ = 0; M
локально конформно кэлерова тогда и только тогда, когда dθ = 0; M конформ-
но кэлерова тогда и только тогда, когда θ = df для гладкой функции f на M
(в таком случае e−fg — кэлерова метрика). Пусть ∇, R, ρ и s суть риманова
связность, тензор римановой кривизны, тензор Риччи и скалярная кривизна
поверхности M соответственно. Напомним, что риманова кривизна R, тензор
Риччи ρ и скалярная кривизна s поверхности M определяются равенствами

R(X,Y, Z,W ) = g([∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z,W ),

ρ(X,Y ) =
∑

i=1,...,4

R(Ei, X, Y,Ei), s =
∑

i=1,...,4

ρ(Ei, Ei),

где {Ei}i=1,...,4 — локальный ортонормальный репер в касательном расслоении
TM .

Риманова метрика g индуцирует метрику на расслоении
∧2 2-векторов M

по правилу
g(X1 ∧X2, X3 ∧X4) = det(g(Xi, Xj)).

Оператор кривизны R является симметричным эндоморфизмом
∧2 M , опреде-

ленным равенством

g(R(X ∧ Y ), Z ∧W ) = −R(X,Y, Z,W ).

Оператор Ходжа ∗ определяет эндоморфизм на
∧2 M такой, что ∗2 = Id. От-

сюда
∧2 M =

∧+⊕∧−, где
∧+ (соответственно

∧−) — подрасслоение
∧2 M ,

соответствующее собственному значению +1 (соответственно −1) оператора ∗.
Пусть

B =
1
2
(R− ∗R∗); W =

1
2
(R + ∗R∗)− s

12
Id;

W+ =
1
2
(W + ∗W); W− =

1
2
(W − ∗W).

Тогда
R =

s

12
Id + B + W+ + W−,

где B — продолжение Кулкарни — Номидзу бесследовой части тензора Риччи и
W+ (соответственно W−) — автодуальная (соответственно антиавтодуальная)
составляющая тензора Вейля W. Отметим, что B = 0 тогда и только тогда,
когда риманова метрика g является эйнштейновой, т. е. ее тензор Риччи про-
порционален метрике g. Будем говорить, что W+ вырожденный, если в каждой
точке по крайней мере два из его трех собственных значений совпадают. Из-
вестно [1], что W+ вырожденный тогда и только тогда, когда автодуальная
часть dθ обращается в нуль, т. е. g является локально конформно кэлеровой
метрикой в компактном случае. Конформная скалярная кривизна k задается
равенством k = 3g(W+(�), �) [4]. Заметим, что k имеет конформный вес −2,
т. е. если заменить g на f2g для некоторой ненулевой функции f , то k заменя-
ется на f−2k. Связь между скалярной кривизной s и конформной скалярной
кривизной k на эрмитовой поверхности такова [6]:

s− k =
3
2
(2δθ + ‖θ‖2). (1)
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Следовательно, на кэлеровом многообразии скалярная кривизна s и конформ-
ная скалярная кривизна k совпадают.

3. Доказательство теоремы 1. Пусть (M,J, g) — компактное эйнштей-
нова евклидова поверхность с постоянной конформной скалярной кривизной k,
так что s− k постоянна. Если s− k ≤ 0, то, интегрируя равенство (1), получим

∫

M

‖θ‖2dV ≤ 0,

откуда θ = 0. Значит, (M,J, g) — кэлерова поверхность. Допустим, что s−k > 0.
Тогда

� =
s− k

3
�+ ‖θ‖2�− θ ∧ θ ◦ J

является замкнутой положительной (1, 1)-формой [6], т. е. � определяет кэле-
рову метрику на (M,J). В частности, первое число Бетти M четно. Согласно
[1] метрика g конформно кэлерова. Пусть g = f−2g′, где g′ — кэлерова метрика
на (M,J) и f — положительная функция. Обозначим через s′ и k′ скалярную
и конформно скалярную кривизны (M,J, g′) соответственно. Тогда k′ = f−2k и
s′ = f−2(s+ 6�f

f ), где � — лапласиан g. Так как g′ — кэлерова метрика, имеем
s′ = k′ и тем самым 6�f + (s− k)f = 0. Из принципа максимума вытекает, что
s− k = 0; противоречие с предположением s− k > 0. Теорема 1 доказана.

4. Доказательство теоремы 2. В отличие от компактного случая, приве-
дем пример некомпактной эйнштейновой эрмитовой и некэлеровой поверхности
с постоянной конформной скалярной кривизной k.

Пусть M = R4 с системой координат (x1, x2, x3, x4). Зададим естественную
комплексную структуру Jo, полагая

Jo

(
∂

∂x2i−1

)
=

∂

∂x2i
, Jo

(
∂

∂x2i

)
= − ∂

∂x2i−1
,

и риманову метрику g = (gij) равенством

gij =
4
ca2 (aδij − xixj − xi′xj′),

где c — положительное число и a = 1 +
4∑
i
xi2, и положим x2i−1′ = x2i, x2i′ =

−x2i−1. Эта метрика есть не что иное, как вещественное представление метрики
Фубини — Штуди на координатной окрестности в CP 2. Получаем единичный
репер

{e1, e2 = Joe1, e3, e4 = Joe3}

на (R4, Jo, g) следующим образом:

e1 =
a
√
c

2
√
b

∂

∂x1
, e2 =

a
√
c

2
√
b

∂

∂x2
,

e3 =
√
ac

2
√
b

{
(x1x3 + x1′x3′)

∂

∂x1
+ (x2x3 + x2′x3′)

∂

∂x2
+ b

∂

∂x3

}
,

e4 =
√
ac

2
√
b

{
(x1x4 + x1′x4′)

∂

∂x1
+ (x2x4 + x2′x4′)

∂

∂x2
+ b

∂

∂x4

}
,
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где b = 1 +
∑
i=3,4

xi2. Непосредственным вычислением получаем

[e1, e2] =
√
c√
b
(−x2e1 + x1e2), [e1, e3] =

√
c

2
√
b
(−x4

√
ae2 + x1e3),

[e1, e4] =
√
c

2
√
b
(x3
√
ae2 + x1e4), [e2, e3] =

√
c

2
√
b
(x4
√
ae1 + x2e3),

[e2, e4] =
√
c

2
√
b
(−x3

√
ae1 + x2e4),

[e3, e4] =
√
c√
b
(−x2e1 + x1e2 − x4

√
ae3 + x3

√
ae4).

Определим теперь новую почти комплексную структуру J на M , полагая

Je1 = −e2, Je2 = e1, Je3 = e4, Je4 = −e3.

Тогда очевидно, что (J, g) почти эрмитова. Значит, тензор Нийенхейса NJ по-
верхности J обращается в нуль, что вытекает из следующих равенств:

NJ(e1, e3) = [Je1, Je3]− [e1, e3]− J [Je1, e3]− J [e1, Je3]
= −[e2, e4]− [e1, e3] + J [e2, e3]− J [e1, e4] = 0

и NJ(Jei, ej) = NJ(ei, Jej) = −JNJ(ei, ej) для всех i, j.
Известно, что метрика Фубини — Штуди g эйнштейнова, и легко видеть,

что ее скалярная кривизна s равна 6c. Известно также, что W− ≡ 0 для метри-
ки Фубини — Штуди и стандартной ориентации. Отсюда k = 3g(W−(�), �) = 0,
где � = e1 ∧ Je1 + e3 ∧ Je3 = −e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4. Поэтому скалярная кривиз-
на s и конформная скалярная кривизна k не совпадают, откуда заключаем,
что поверхность (R4, J, g) не кэлерова. Подытоживая изложенное, приходим
к следующему: евклидово R4 допускает эйнштейнову эрмитову и некэлерову
структуру (J, g) с постоянной конформной скалярной кривизной.
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