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Аннотация: Исследуются формульные, диофантовы и алгебраические подмноже-
ства в множестве всех упорядоченных наборов, порождающих группу, либо порож-
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1. Введение

Пусть G — некоторая группа. Свяжем с группой G языки первого порядка
� и �G. Алфавит языка � состоит из символов переменных, логических связок
и функциональных символов ·,−1. Дополняя язык � предметными константа-
ми cg для всех g ∈ G, получим язык �G.

Элементарной теорией Th(G) группы G называется совокупность всех
предложений языка � (�G), истинных в группе G.

Множество
Gr = {(g1, . . . , gr) | gi ∈ G}

называется аффинным r-мерным пространством над группой G.
Подмножество M пространства Gr называется формульным (относитель-

но формульным), если существует формула �(x1, . . . , xr) языка � (�G) со сво-
бодными переменными x1, . . . , xr такая, что (g1, . . . , gr) ∈ M тогда и только
тогда, когда �(g1, . . . , gr) ∈ Th(G).

Следуя А. И. Мальцеву [1], «по аналогии с элементарной арифметикой от-
ношение �(x1, . . . , xr) между элементами группы G с фиксированными элемен-
тами a1, . . . , an условимся называть диофантовым отношением, если
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где αi, βi, γi = −1, 0, 1». Диофантово отношение выделяет в пространстве Gr
диофантово подмножество.
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Напомним понятие алгебраического множества над группой G. Более пол-
ную информацию можно получить из работы [2]. Пусть X = {x1, . . . , xr},
F (X) — свободная группа с множеством порождающих X. Свободное произве-
дение G ∗ F (X) называется свободной G-группой и обозначается через G[X].

Пусть S ⊆ G[X]. Тогда множество решений

VG(S) = {p ∈ Gr | f(p) = 1 для всех f ∈ S}

называется алгебраическим множеством над группой G, определенным мно-
жеством уравнений S.

В том случае, когда группа G принадлежит некоторому многообразию M,
вместо группы G[X] рассматривают группу GM[X] — свободное произведение
в многообразии M группы G и свободной группы FM(X) многообразия M ран-
га r.

Очевидно, что любое алгебраическое множество, определенное конечным
множеством уравнений S, является относительно формульным.

Пусть G — группа, свободная в некотором многообразии M, и {a1, . . . , ar} —
ее базис. Через B(G) обозначим множество упорядоченных наборов элементов
группы длины r, порождающих эту группу:

B(G) = {(g1, . . . , gr) | gi ∈ G, gr〈g1, . . . , gr〉 = G}.

Если G — хопфова группа, то B(G) — множество базисов группы G.
Элемент g группы G называется тестовым, если каждый эндоморфизм

ϕ группы G, оставляющий элемент g неподвижным, является автоморфизмом,
т. е. из условия ϕ(g) = g следует, что ϕ — автоморфизм.

Ясно, что элемент w(a1, . . . , ar) относительно свободной хопфовой груп-
пы G с базисом {a1, . . . , ar} тогда и только тогда является тестовым, если все
решения уравнения

w(x1, . . . , xr) = w(a1, . . . , ar) (1)

лежат в B(G). Другими словами, w(a1, . . . , ar) — тестовый элемент, если алгеб-
раическое множество, определенное уравнением (1), лежит в B(G).

Упорядоченное множество элементов {g1, . . . , gm} группы G называется ан-
нулирующим набором, если нормальное замыкание этого множества совпадает
со всей группой G.

Пусть G — некоторая r-порожденная группа. Через DB(G) обозначим мно-
жество всех упорядоченных аннулирующих наборов элементов группы G дли-
ны r.

В данной работе мы исследуем формульные, диофантовы и алгебраические
подмножества множеств порождающих и аннулирующих наборов для некото-
рых относительно свободных разрешимых групп. Вначале мы докажем, что
в свободных группах конечного ранга многообразия ANc — произведения мно-
гообразий абелевых и нильпотентных групп класса нильпотентности ≤ c — мно-
жество аннулирующих наборов является формульным множеством. Далее за-
мечаем, что для свободной абелевой группы G множество B(G) не является
относительно формульным. Для доказательства мы используем метод относи-
тельной элементарной определимости.

Предположим, что G — свободная метабелева группа ранга два с базой
{a1, a2}. Рассмотрим два диофантовых подмножества D1 и D2 из G, опреде-
ленных формулами �1(x1, x2) и �2(x1, x2):

�1(x1, x2)
 ∃z([x1, x2] = z[a1, a2]z−1), �2(x1, x2)
 ∃z([x1, x2] = z[a2, a1]z−1).



О формульности и алгебраичности множеств 771

Множество B(G) является объединением множеств D1 и D2, и, следовательно,
D1 и D2 относительно формульны.

Мы не знаем, является ли формульным множество порождающих в свобод-
ной разрешимой группе Fr(An) при n ≥ 2 и r ≥ 3. Однако доказываем, что
это множество нельзя выделить формулами специального вида, допуская даже
бесконечные конъюнкции. Имеет место следующий факт: множество баз B(G)
группы G = Fr(An) не является объединением конечного числа алгебраических
множеств.

Последний результат касается диофантовых подмножеств из B(G) для
группы G = Fr(An). Как показал В. А. Романьков [3], группа F2(A3) содержит
тестовые элементы. Поэтому множество ее баз содержит непустые диофантовы
подмножества. Возникает вопрос о диофантовых подмножествах из B(G) для
группы G = Fr(An) при других значениях n и r.

Оказывается, что все диофантовы подмножества из B(G) являются пусты-
ми при n = 1 и r ≥ 2, а также при n ≥ 2 и r ≥ 3 . Отсюда следует, в частности,
что группа Fr(An) при r ≥ 3 не имеет тестовых элементов.

Будем придерживаться следующих обозначений. Сопряжение определим
по формуле xy = yxy−1, коммутатор [x, y] равен xyx−1y−1. Если F — свободная
группа с базисом {x1, . . . , xr}, R — нормальная подгруппа из F , то на фактор-
группе по коммутанту F/R′ можно ввести левые производные Фокса ∂g/∂xi,
соответствующие выбранному базису, и рассматривать их значения в групповом
кольце Z(F/R). Все необходимые сведения о производных Фокса можно найти
в [4]. Напомним, что

∂(u+ v)
∂xi

=
∂u

∂xi
+

∂v

∂xi
,

∂xj
∂xi

= δij ,
∂(uv)
∂xi

=
∂u

∂xi
· ε(v) + u

∂v

∂xi
,

где δij — символ Кронекера, ε : Z(F )→ Z — операция тривиализации.
Пусть v(x1, . . . , xr) — элемент группы F , gi ∈ F/R′, ai ∈ R/R′. Тогда имеет

место следующая формула (см., например, [5]):

v(a1g1, . . . , argr) = a∂v(g)/∂x1
1 . . . a∂v(g)/∂xr

r · v(g1, . . . , gr), (2)

где ∂v(g)/∂xi — значение производной ∂v/∂xi в точке g = (g1R, . . . , grR) из
группы F/R× · · · × F/R.

2. Формульность аннулирующих
наборов групп Fr(ANc)

Теорема 1. Пусть c ≥ 2, F — свободная группа ранга r ≥ 2, G = F/[γc(F ),
γc(F )]. Множество аннулирующих наборов группы G является формульным.

Доказательство. Отметим некоторые формульные подмножества груп-
пы G. Обозначим A = γc(G).

1. Коммутант G′ группы G имеет конечную ширину n (см. [6]). Поэтому

g ∈ G′ ⇔ ∃g1∃h1 . . .∃gn∃hn(g = [g1, h1] . . . [gn, hn]).

2. В [7] замечено, что

g ∈ γc(G)⇔ ∀x([gx, g] = 1).

3. Множество элементов группы G, примитивных по модулю коммутан-
та G′, является формульным.
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Рассмотрим формулу

P (g)
 (∀g1)(∀d ∈ G′)(∀a1 ∈ A)(∃a2 ∈ A)([g1, gd] = 1→ [g1, a1] = [gd, a2]). (3)

Докажем, что элемент g удовлетворяет формуле (3) тогда и только тогда,
когда элемент gG′ можно включить в базис группы G/G′.

Предположим, что gG′ — примитивный элемент из группы G/G′. Если
[g1, gd] = 1 для некоторого d ∈ G′, то элемент g1 является степенью элемента gd
(см., например, [8]). Пусть g1 = (gd)m, m ∈ Z. Тогда при m ≥ 1 для любого
a1 ∈ A имеем

[g1, a1] = [(gd)m, a1] =
[
gd, a((gd)m−1)/(gd−1)

1
]

= [gd, a2].

При m ≤ 0 можно воспользоваться равенством

[x−1, a] = [x, x−1a−1x].

Предположим теперь, что g — не примитивный элемент по модулю G′. Это
означает, что найдутся d ∈ G′ и примитивный элемент z ∈ G такие, что gd = zm,
m ≥ 2. Предположим, что тем не менее для любого a1 ∈ A существует a2 ∈ A
такой, что

[z, a1] = [zm, a2]. (4)

Пусть y1, . . . , yr — базис свободной метабелевой группы G = G/G′′ и y1 — образ
элемента z при естественном гомоморфизме G→ G/G′′. Тогда в группе G при
a = [y1, y2, . . . , y2] ∈ A разрешимо уравнение

[y1, a] =
[
ym1 , b

]
(5)

относительно b ∈ G′. Вычислим производную по y1 от левой и правой частей (5).
Получим в кольце Z(G/G′) равенство

(1− y2)c−1(y1 − 1) = α
(
ym1 − 1

)
(6)

для некоторого α ∈ Z(G/G′). При m ≥ 2 равенство (6) невозможно.
Запишем теперь формулу �(g1, . . . , gr), выделяющую аннулирующие набо-

ры в группе G. Пусть {g1, . . . , gr} — аннулирующий набор. Группа G/A ниль-
потентна, и, следовательно, элементы {g1, . . . , gr} порождают ее по модулю A.
По лемме из [6] каждый элемент из коммутанта G′ можно записать в виде

d =
r∏

i=1

[gi, fi] · d1,

где fi ∈ G, d1 ∈ [G,A]. Любой элемент g ∈ G можно представить в виде

g =
∏

w
mj

j · ā, (7)

где m ∈ Z, wj — базисные коммутаторы веса ≤ c, построенные на элементах
аннулирующего набора g1, . . . , gr, а ā ∈ A.

Так как для любого a′ ∈ A, любого h ∈ G и m ∈ Z существует элемент
a′′ ∈ A такой, что

[hm, a′] = [h, a′′]

и для любых wp, wq имеет место равенство

[wpwq, a′] = [wp, a′][wq, a′][wq, b]
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при некотором b ∈ A, то коммутаторы вида [g, a] можно представить в виде
произведения коммутаторов [w, ã], где w — базисные коммутаторы, входящие
в запись (7), а ã — некоторые элементы из A. Наконец, так как [w, ã1][w, ã2] =
[w, ã1ã2], элементы {g1, . . . , gr} удовлетворяют формуле

�1(g1, . . . , gr)
 (∀d ∈ G′)(∃f1 . . .∃fr)(∃a1 . . .∃at ∈ A)
(

d =
r∏

i=1

[gi, fi] ·
t∏

j=1

[wj(g1, . . . , gr), aj ]

)

. (8)

Здесь wj(g1, . . . , gr) — произвольные базисные коммутаторы веса ≤ c. В каче-
стве формулы �(g1, . . . , gr) рассмотрим

�(g1, . . . , gr)

r∧

i=1

P (gi) ∧ (∀g)(∃h1 . . .∃hr)(∃f1 . . .∃fr)(∃a1 . . .∃at ∈ A)

(
r∧

i=1

[gi, hi] = 1 ∧ g = h1 . . . hr ·
r∏

i=1

[gi, fi] ·
t∏

j=1

[wj(g1, . . . , gr), aj ]

)

. (9)

Из вышесказанного следует, что аннулирующие наборы {g1, . . . , gr} удовлетво-
ряют формуле (9).

Предположим, что элементы {g1, . . . , gr} удовлетворяют формуле (9). Так
как {g1, . . . , gr} примитивны по модулю G′, то hi суть степени gi. Значит, любой
элемент g ∈ G лежит в нормальном замыкании элементов {g1, . . . , gr}. Теорема
доказана.

Предложение 1. Пусть G — разрешимая группа. Элементы {gi | i ∈
I} порождают нормальную подгруппу R, совпадающую с группой G, тогда и
только тогда, когда их образы ḡi в группе G = G/G′ порождают группу G.

Доказательство. Предположим, что элементы {gi | i ∈ I} порождают
группу G = G/G′. Пусть g — произвольный элемент из группы G. Тогда g
сравним с некоторым элементом g1 из коммутанта G′ по модулю нормальной
подгруппы R, элемент g1 сравним с некоторым элементом g2 ∈ G′′ по модулю
R, и т. д. Так как G(m) = 1 для некоторого m, то g ∈ R.

Обратно, пусть R = G. Элементы {ḡi | i ∈ I} порождают абелеву группу
R = G. Утверждение доказано.

Следствие. Предикат P (g1, . . . , gr), выделяющий вырождающие наборы
в свободной разрешимой группе G = Fr(An), является формульным при r ≥ 2
в сигнатуре �G.

Доказательство. Из предложения 1 получаем, что элементы {g1, . . . , gr}
образуют вырождающий набор тогда и только тогда, когда их образы в сво-
бодной метабелевой группе G/G′′ образуют вырождающий набор. Хорошо из-
вестно, что коммутанты группы G являются формульными в сигнатуре �G, а
предикат P (g1, . . . , gr) формулен в группе G/G′′ по теореме 1. Отсюда получаем
требуемое утверждение.

3. Алгебраические и формульные подмножества
множества баз свободной разрешимой группы

Теория T называется наследственно неразрешимой, если любая подтеория
теории T той же сигнатуры неразрешима.
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Пусть L0 — класс моделей сигнатуры σ0 = 〈Pn0
0 , . . . , Pnll 〉, L1 — класс моде-

лей сигнатуры σ1. Говорят, что класс L0 относительно элементарно определим
в классе L1, если существуют такие формулы

<(x̄, ȳ), =(x̄, ȳ1, ȳ2), ℵ0(x̄, ȳ1, . . . , ȳn0), . . . ,ℵl(x̄, ȳ1, . . . , ȳnl)

сигнатуры σ1 (здесь x̄ 
 (x1, . . . , xn), ȳi 
 (yi1, . . . , yim)), что для любой модели
� ∈ L0 найдутся модель � ∈ L1 и элементы a1, . . . , an ∈ |�|, удовлетворяющие
условиям:

(1) множество M 
 {b̄ | b̄ ∈ |�|m, � |= <(ā, b̄)} непусто;
(2) формула =(ā, ȳ1, ȳ2) задает отношение конгруэнтности η на модели L

сигнатуры σ0, основным множеством которой является M , а предикаты Pi опре-
делены формулами ℵi(x̄, ȳ1, . . . , ȳni), 0 ≤ i ≤ l;

(3) фактор-модель L/η изоморфна � .
Хорошо известно [9], что если класс L0 относительно элементарно опреде-

лим в классе L1 и теория Th(L0) наследственно неразрешима, то теория Th(L1)
также наследственно неразрешима.

Как доказал Ю. Г. Пензин [10], теория целых чисел с операцией сложения
и предикатом взаимной простоты наследственно неразрешима.

Предложение 2. ПустьA— свободная абелева группа с базисом a1, . . . , ar,
r ≥ 2 в сигнатуре 〈+,−, 0〉. Множество базисов группы A не является относи-
тельно формульным подмножеством.

Доказательство. Известно [9], что элементарная теория абелевой груп-
пы разрешима. Предположим, что существует формула �(x1, . . . , xr), выделя-
ющая базисы группы A. Докажем, что теория группы A, в сигнатуру кото-
рой добавлен предикат �(x1, . . . , xr), наследственно неразрешима. Доказатель-
ство проведем методом относительной элементарной определимости в модели
� = 〈A,+,−, 0, �〉 целых чисел с операцией сложения и предикатом взаимной
простоты. Так как теория этой модели наследственно неразрешима [10], из
противоречия следует справедливость предложения.

Рассмотрим на модели � формулу

E1(x)
 �(x− a1, a2, . . . , ar) ∧ �(2x+ a1, a2, . . . , ar). (10)

Она выделяет подгруппу, порожденную элементами a2, . . . , ar. Значит, под-
группы, порожденные элементами ai, выделяются некоторыми формулами в
модели � при любом i = 1, . . . , r.

Наряду с базисом a1, . . . , ar группы A рассмотрим другой базис b1 = a1 +
a2, b2 = a2, . . . , br = ar. Ясно, что относительно формульными являются
подгруппы, порожденные элементами bi при любом i = 1, . . . , r.

Рассмотрим формулу

P (a, b)
 (a ∈ gr〈b1〉) ∧ (b ∈ gr〈b1〉) ∧ ((∀x∀y∀u∀v)
(x ∈ gr〈a1〉 ∧ u ∈ gr〈a1〉 ∧ y ∈ gr〈a2〉 ∧ v ∈ gr〈a2〉 ∧ (a = x+ y) ∧ (b = u+ v))→

(∃d2 . . .∃dr)�(x+ v, d2, . . . , dr)). (11)

Формула (11) верна на элементах a, b ∈ A тогда и только тогда, когда a =
na1 +na2, b = ma1 +ma2 и числа n, m взаимно просты. Действительно, только
в этом случае элемент na1 +ma2 можно дополнить до базиса группы A.

Так как модель 〈Zb1,+, P (a, b)〉 изоморфна модели целых чисел с операцией
сложения и предикатом взаимной простоты, предложение доказано.
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Пусть G = F2(A2) — свободная метабелева группа ранга два с базисом a1,
a2. Рассмотрим эндоморфизм ψ группы G:

ψ = {a1 → b1, a2 → b2}.

Известно [11], что ψ является автоморфизмом тогда и только тогда, когда

det(ψ) = det(∂bi/∂aj)

является обратимым элементом кольца Z(G/G′), т. е. det(ψ) ∈ ±G/G′.
С другой стороны, в [12] показано, что

[a1, a2]ψ = [a1, a2]detψ.

Значит, пара элементов {y1, y2} образует базис группы G тогда и только тогда,
когда истинна формула

�(y1, y2)
 ∃u([y1, y2] = [a1, a2]u ∨ [y1, y2] = [a1, a2]−u).

Однако в общем случае при r ≥ 3 или n ≥ 2 мы не знаем, выделяются ли базисы
группы Fr(An) формулами.

Некоторую информацию по этому вопросу дает

Теорема 2. Пусть G — свободная группа ранга r в многообразии n-ступен-
но разрешимых групп. При r = 1 и n ≥ 2, а также при n ≥ 3 и r ≥ 2 множество
баз B(G) не является объединением конечного числа алгебраических множеств.

Доказательство. Пусть {a1, . . . , ar} — фиксированный базис группы G.
Производные Фокса от элементов группы G будем обозначать через ∂i(g). Рас-
смотрим свободную n-ступенно разрешимую группу H с базисом a1, . . . , ar, y1,
. . . , yr. Предположим, что множество баз B(G) представляется в виде объ-
единения алгебраических множеств Bi, i = 1, . . . ,m. Множество Bi является
множеством решений системы уравнений над группой G:

viλ(a1, . . . , ar; y1, . . . , yr) = 1,

где λ ∈ �i, viλ — элементы группы H.
Случай 1. G — свободная абелева группа. Так как G представляется

матрицами над коммутативным нётеровым кольцом с единицей, по теореме B1
из [2] она является нётеровой по уравнениям, т. е. любая бесконечная система
уравнений над этой группой эквивалентна некоторой своей конечной подсисте-
ме. Следовательно, множество B(G) является формульным, что противоречит
предложению.

Случай 2. Пусть n ≥ 2 и r ≥ 3. Обозначим G = G/G(n−1), ḡ — образ
элемента g ∈ G при естественном гомоморфизме G→ G.

Пусть v(a1, . . . , ar; y1, . . . , yr) — некоторый элемент группы H, c — элемент
из последнего неединичного коммутанта Gn−1, α1, . . . , αr — элементы из цело-
численного группового кольца ZG, g1, . . . , gr — элементы из группы G.

Из (2) получаем

v(a1, . . . , ar; cα1g1, . . . , c
αrgr)

= cα1(∂v/∂y1)[ā1,...,ār;ḡ1,...,ḡr]+···+αr(∂v/∂yr)[ā1,...,ār;ḡ1,...,ḡr] · v(a1, . . . , ar; g1, . . . , gr),
(12)
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где в квадратной скобке находится элемент группы H/H(n−1) × · · · ×H/H(n−1)
︸ ︷︷ ︸

2r

.

Известно [13], что элементы cα1a1, . . . , cαrar составляют базис группы G
тогда и только тогда, когда элемент

α1∂1c+ · · ·+ αr∂rc+ 1 (13)

принадлежит группе G. Выберем неединичный элемент c из Gn−1, зависящий
лишь от элементов a2, a3. Пусть γ(ā2, ā3) — элемент из кольца ZG, в запись
которого входят лишь элементы ā2, ā3. Обозначим через d элемент cγ и заметим,
что при сделанных ограничениях набор элементов

{
ad1, a2, . . . , ar

}
лежит вB(G).

Так как существует бесконечно много способов выбора элемента d с заданными
ограничениями, найдутся элементы d1 6= d2, удовлетворяющие ограничениям
и такие, что наборы

{
ad11 , a2, . . . , ar

}
и
{
ad21 , a2, . . . , ar

}
принадлежат одному

алгебраическому множеству Bi. Пусть для определенности i = 1.
Из определения элементов d1 и d2 следует существование различных α, β ∈

ZG таких, что d1 = cα, d2 = cβ . Заметим, что

ad11 = d1a1d
−1
1 = cαa1c

−α = cα(1−ā1)a1, ad21 = d2a1d
−1
2 = cβa1c

−β = cβ(1−ā1)a1.

Для всех λ ∈ �1 имеем v1λ
(
a1, . . . , ar; ad11 , a2, . . . , ar

)
= 1. Кроме того, учиты-

вая (12), получим

1 = v1λ
(
a1, . . . , ar; ad21 , a2, . . . , ar

)
= v1λ(a1, . . . , ar; cβ(1−ā1)a1, a2, . . . , ar)

= v1λ(a1, . . . , ar; c(β−α)(1−ā1)cα(1−ā1)a1, a2, . . . , ar)

= c(β−α)(1−ā1)∂v1λ/∂y1[ā1,...,ār;c̄α(1−ā1)ā1,ā2,...,ār] · v1λ(a1, . . . , ar; cα(1−ā1)a1, . . . , ar)

= c(β−α)(1−ā1)∂v1λ/∂y1[ā1,...,ār;ā1,...,ār]. (14)

Так как c 6= 1, то

(β − α)(1− ā1)
∂v1λ
∂y1

[ā1, . . . , ār; ā1, . . . , ār] = 0.

Ввиду α 6= β имеем
∂v1λ
∂y1

[ā1, . . . , ār; ā1, . . . , ār] = 0. (15)

Пусть b — произвольный элемент из G(n−1). Покажем, что элементы {bβa1, a2,
. . . , ar} удовлетворяют всем уравнениям v1λ(a1, . . . , ar; y1, . . . , yr) = 1, λ ∈ �1, а
значит, образуют базис. Действительно,

v1λ(a1, . . . , ar; bβa1, . . . , ar) = v1λ(a1, . . . , ar; bβc−βcβa1, . . . , ar)

= (bc−1)β∂v1λ/∂y1[ā1,...,ār;ā1,...,ār] = (bc−1)β·0 = 1.

Но любой базисный набор должен удовлетворять условию (13), т. е.

β∂1b+ 1 ∈ G. (16)

Покажем, что ввиду произвольности выбора элемента b условие (16) можно
нарушить.

Действительно, пусть b1 ∈ G(n−1) и ∂1b1 6= 0. Тогда β∂1b1 = ḡ − 1 для
некоторого 1 6= ḡ ∈ G. Элемент b2 = [b1, a1] также должен удовлетворять
условию (16). Значит, β∂1b1(1 − ā1) = (ḡ − 1)(1 − ā1) = h̄ − 1 для некоторого
h̄ ∈ G. Тем самым ḡ− 1− ḡā1 + ā1 = h̄− 1, т. е. ḡ− ḡā1 + ā1 = h̄. Однако ḡ 6= 1 и
ā1 6= 1. Поэтому равенство (16) не выполняется для элемента b2; противоречие.
Теорема доказана.
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Теорема 3. Пусть G = Fr(An) — свободная разрешимая группа с базисом
{a1, . . . , ar}, r ≥ 3, B(G) — множество базисов группы G. Тогда при n = 1 и
r ≥ 2, а также при n ≥ 2, r ≥ 3 любое диофантово подмножество из B(G) пусто.

Доказательство. Случай 1: n = 1, r ≥ 2. В абелевой группе G опера-
цию запишем аддитивно. Диофантово отношение имеет вид

�(x1, . . . , xr) = (∃y1 . . .∃yt)(α1x1 + · · ·+ αrxr + β1y1 + · · ·+ βtyt = c),

где αi, βj ∈ Z, а c ∈ G. Пусть {c1, . . . , cr} — некоторый базис группы G, удовле-
творяющий условию

α1c1 + · · ·+ αrcr + β1b1 + · · ·+ βtbt = c

для некоторых b1, . . . , bt из G. Пусть c − β1b1 + · · · + βtbt = d. Покажем, что
уравнение α1x1 + · · ·+ αrxr = d имеет решение вне B(G).

Действительно,

α1(c1 − α2u) + α2(c2 + α1u) + α3c3 + · · ·+ αrcr = d

при любом u ∈ G. Заметим, что детерминант, составленный естественным спо-
собом по базису {c1, . . . , cr}, равен 1 или −1. Пусть D — детерминант, состав-
ленный по элементам {c1 − α2u, c2 + α1u, c3, . . . , cr}. Легко подсчитать, что
D = det(c1, . . . , cr) − det(u, α1c1 + α2c2, c3, . . . , cr). Поэтому можно выбрать u
так, что D необратим в кольце Z.

Случай 2: n ≥ 2, r ≥ 3. Наряду с группой G рассмотрим свободные
разрешимые группы S = F2r+t(An) с базисом {a1, . . . , ar, x1, . . . , xr, y1, . . . , yt} и
группу H = F2r(An) с базисом {a1, . . . , ar, x1, . . . , xr}, естественно вложенные
друг в друга: G < H < S.

Предположим, что непустое множество D ⊆ B(G) задается диофантовым
отношением

�(x1, . . . , xr)
 ∃y (v(a,x,y) = 1), (17)

где a = (a1, . . . , ar), x = (x1, . . . , xr), y = (y1, . . . , yt), v(a,x,y) — элемент из
группы S.

Пусть (b1, . . . , br) — некоторый набор элементов из группы G, удовлетворя-
ющий отношению (17). Найдутся элементы c1, . . . , ct из группы G такие, что
уравнение

v(a,x, c) = 1 (18)

имеет решение (b1, . . . , br).
Так как элементы c1, . . . , ct выражаются через элементы a1, . . . , ar, уравне-

ние (18) можно записать в виде

w(a,x) = 1, (19)

где w(a,x) ∈ H. Покажем, что уравнение (19) имеет решение, не лежащее
в B(G). Из полученного противоречия будет следовать утверждение теоремы.

Пусть c — неединичный элемент из последнего неединичного коммутанта
G(n−1), а β1, . . . , βr — элементы из целочисленного группового кольца группы
G = G/G(n−1).

Если
w(a, cβ1b1, . . . , c

βrbr) = 1, (20)
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то элементы {cβ1b1, . . . , cβrbr} составляют базис группы G. Из (2) получаем

w(a, cβ1b1, . . . , c
βrbr) = cβ1∂w/∂x1[z]+···+βr∂w/∂xr[z] · w(a,b)

= cβ1∂w/∂x1[z]+···+βr∂w/∂xr[z], (21)

где ∂w/∂x1[z] — значение производной от элемента w(a,x) ∈ H по переменной xj
в точке z = (ā1, . . . , ār, b̄1, . . . , b̄r), а черта означает образ элемента в группе G.

Таким образом, элементы {cβ1b1, . . . , cβrbr} составляют базис группы G то-
гда и только тогда, когда

β1
∂w

∂xr
[z] + · · ·+ βr

∂w

∂xr
[z] = 0. (22)

Как отмечено ранее (см. (13)), все решения β1, . . . , βr уравнения (22) должны
удовлетворять условию

β1
∂c

∂b1
+ · · ·+ βr

∂c

∂br
+ 1 ∈ G. (23)

Однако уравнение (22) не зависит от элемента c. Поэтому если элементы {cβ1b1,
. . . , cβrbr} удовлетворяют уравнению (20), то при любом d ∈ G(n−1) элементы
{dβ1b1, . . . , dβrbr} также удовлетворяют уравнению (20), а потому

β1
∂d

∂b1
+ · · ·+ βr

∂d

∂br
+ 1 ∈ G (24)

при любом d ∈ G(n−1).
Заметим, что в уравнении (22) все коэффициенты ∂w/∂xj [z] не равны нулю.

В противном случае это уравнение имеет решение вида {0, . . . , 0, βj , 0, . . . , 0} при
любом βj ∈ ZG. Тогда при любом d ∈ G(n−1) набор элементов

{b1, . . . , bj−1, d
βj bj , bj+1, . . . , br}

удовлетворяет уравнению w(a,x) = 1 и, значит, образует базис. Но тогда
βj∂d/∂bj + 1 ∈ G при любом d ∈ G(n−1) и любом βj ∈ ZG. Если ∂d/∂bj 6= 0, то
это невозможно.

Кольцо ZG является областью Орэ. Выберем в нем такие элементы β1 6= 0,
β2 6= 0, что

β1
∂w

∂x1
[z] + β2

∂w

∂x2
[z] = 0.

Заметим, что при любом t ∈ ZG набор элементов {tβ1, tβ2, 0, . . . , 0} также об-
разует решение уравнения (22). Пусть 1 6= d — элемент из G(n−1), зависящий
только от элементов b1 и b3. Тогда из (24) получаем

tβ1
∂d

∂b1
+ 1 ∈ G (25)

при любом t ∈ ZG. Так как β1∂d/∂b1 6= 0, то (25) невозможно. Теорема доказа-
на.
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