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1. Введение

Элементарные формулы, выражающие соотношение между двугранными
углами и длинами сторон тетраэдра в гиперболическом пространстве, имеют
важное значение при решении классической задачи о вычислении объема ги-
перболического тетраэдра, недавно решенной в [1–4]. Среди результатов насто-
ящей работы можно выделить, например, теорему 2 (синусов), которая явля-
ется классической и в несколько ином виде может быть найдена в монографии
Кулиджа [5], написанной в начале прошлого века. Теорема 4 (косинусов) пред-
ставляется нам новым или по крайней мере хорошо забытым результатом. Обе
теоремы использовались в работах [4, 6] для вычисления объема симметрично-
го гиперболического тетраэдра. На основе указанных теорем получен положи-
тельный ответ на вопрос Бузера о соотношении между площадями граней и
длинами высот в гиперболическом тетраэдре. Кроме того, в работе предложен
гиперболический аналог обобщенной теоремы синусов (теорема 7), полученной
И. Ривиным [7] в случае евклидова пространства. Доказательство указанного
результата основано на применении формул для вычисления длин ребер и высот
гиперболического n-мерного симплекса, которые также установлены в работе.

2. Предварительные результаты

Следуя Ратклиффу [8], приведем несколько хорошо известных фактов из
гиперболической геометрии, которые будут необходимы в дальнейшем.

Вещественное векторное пространство Rn,1 размерности n + 1 с лоренце-
вым скалярным произведением 〈x,y〉 = −x0y0 + x1y1 + · · · + xnyn, где x =
(x0, x1, . . . , xn) и y = (y0, y1, . . . , yn), называется лоренцевым (n + 1)-мерным
пространством E1,n.

Пусть Ht = {x ∈ E1,n | 〈x,x〉 = −1} — двуполостный гиперболоид, а
H +

t = {x ∈ E1,n | 〈x,x〉 = −1, x0 > 0} — его верхняя полость. Сужение квад-
ратичной формы, индуцированной лоренцевым скалярным произведением 〈·, ·〉
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на касательное пространство к H +
t , положительно определено и дает риманову

метрику на H +
t .

Пространство H +
t с указанной метрикой называется гиперболической мо-

делью n-мерного гиперболического пространства и обозначается через Hn. Ги-
перболическое расстояние d между двумя точками x и y в этой метрике задается
формулой 〈x,y〉 = − ch d.

Пусть K = {x ∈ E1,n | 〈x,x〉 = 0} — конус, а K + = {x ∈ E1,n | 〈x,x〉 =
0, x0 > 0} — его верхняя часть. Тогда луч в K +, исходящий из начала коор-
динат, соответствует точке на идеальной границе Hn. Множество таких лучей
образует сферу на бесконечности Sn−1∞ . Тогда каждый луч в K + становится
бесконечно удаленной точкой пространства Hn.

Пусть P обозначает радиальную проекцию из E1,n\{x ∈ E1,n | x0 = 0} на
аффинную гиперплоскость Pn1 = {x ∈ E1,n | x0 = 1} вдоль луча, выходящего из
начала координат o. Проекция P — это гомеоморфизм Hn на n-мерный откры-
тый единичный шар Bn в Pn1 с центром в точке (1, 0, 0, . . . , 0), который задает
проективную модель Hn. Аффинная гиперплоскость Pn1 содержит не только
Bn и его теоретико-множественную границу ∂Bn в Pn1 , которая канонически
отождествляется с Sn−1∞ , но также внешность компактифицированной проек-
тивной модели Bn = Bn ∪ ∂Bn ≈ Hn ∪ Sn−1∞ . Таким образом, P может быть
естественным образом продолженно до отображения из E1,n\{0} на n-мерное
вещественное проективное пространство Pn = Pn1 ∪ Pn∞, где Pn∞ — множество
прямых в аффинной гиперплоскости {x ∈ E1,n | x0 = 0}, проходящих через
начало координат. Обозначим через ExtBn внешность Bn в Pn.

Пусть Hs = {x ∈ E1,n | 〈x,x〉 = 1} — однополостный гиперболоид. Для
произвольной точки u в Hs определим в E1,n полупространство Ru = {x ∈ E1,n |
〈x,u〉 ≤ 0} и гиперплоскость Pu = {x ∈ E1,n | 〈x,u〉 = 0} = ∂Ru. Обозначим
через �u (соответственно через �u) пересечение Ru (соответственно Pu) с Bn.
Тогда �u является геодезической гиперплоскостью в Hn, а соответствие между
точками в Hs и полупространством �u вHn — биекцией. Назовем u нормальным
вектором к Pu (или �u).

Предложение 1. Пусть x и y — две произвольные неколлинеарные точки
в Hs. Тогда имеет место один из следующих фактов.

(i)Две геодезические гиперплоскости�x и�y пересекаются, если |〈x,y〉| < 1.
В этом случае (гиперболический) угол θ между ними вычисляется по формуле

〈x,y〉 = − cos θ.

(ii) Две геодезические гиперплоскости �x и �y не пересекаются в Bn, т. е.
они пересекаются в ExtBn, если |〈x,y〉| > 1. В этом случае (гиперболическое)
расстояние d между ними вычисляется по формуле

|〈x,y〉| = − chd,

а �x и �y называют ультрапараллельными.
(iii) Две геодезические гиперплоскости �x и �y не пересекаются в Bn, но

пересекаются на ∂Bn, если |〈x,y〉| = 1. В этом случае угол и расстояние между
ними равны нулю, а �x и �y называют параллельными.

Предложение 2. Пусть x — точка в Bn и �y — геодезическая гиперплос-
кость, нормальный вектор к которой y ∈ Hs, а 〈x,y〉 < 0. Тогда расстояние d
между x и �y вычисляется по формуле

〈x,y〉 = − sh d.
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Пусть v ∈ ExtBn. Тогда P−1(v) ∩Hs содержит две точки, определяющие
одну и ту же гиперплоскость �ṽ, ṽ ∈ P−1(v) ∩ Hs. Назовем �ṽ полярной
геодезической гиперплоскостью к v, а v — полюсом гиперплоскости �ṽ.

Предложение 3. Пусть v ∈ ExtBn.
(i) Всякая гиперплоскость, проходящая через v и пересекающая Bn, орто-

гональна к �ṽ в Hn.
(ii) Если u ∈Pṽ ∩ ∂Bn, то линия, проходящая через u и v, является каса-

тельной к ∂Bn.

3. Обобщенный гиперболический n-мерный симплекс

Пусть теперь n ≥ 3. Обозначим через � выпуклый многогранник в Pn1 .
Будем считать, что каждое из ребер ((n − 2)-мерная грань) многогранника �
пересекает Bn.

Определение 1. Пусть v — вершина �,v ∈ ExtBn. Усечением много-
гранника � будем называть операцию отрезания пирамиды с вершиной v и
основанием �ṽ ∩�, а усеченным многогранником �′ — многогранник, получен-
ный усечением всех вершин, лежащих в ExtBn. При этом v называется ко-
нечной (идеальной, ультраидеальной) вершиной �′, если v ∈ Bn (∂Bn,ExtBn

соответственно). Обобщенным гиперболическим многогранником будем назы-
вать многогранник в обычном смысле или усеченный многогранник.

Рассмотрим n-мерный обобщенный гиперболический симплекс σn с верши-
нами vi, длинами высот hi и ребер lij , i, j = 1, 2, . . . , n+1, в проективной модели
Bn гиперболического пространства. Обозначим через G = 〈− cosαij〉i,j=1,...,n+1
матрицу Грама симплекса σn, где αij — двугранный угол ij-грани симплекса,
противолежащей вершинам vi и vj , а через C = 〈cij〉i,j=1,...,n+1 — присоеди-
ненную матрицу, состоящую из элементов cij = (−1)i+jGij , где Gij — ij-й ми-
нор матрицы G. Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия
существования обобщенного гиперболического симплекса в терминах матрицы
Грама.

Теорема 1 [3]. Пусть дано множество положительных чисел

{θij ∈ [0, π] | i, j = 1, . . . , n+ 1, θij = θji, θii = π, i = j}.
Тогда следующие два условия эквивалентны:

(1) существует обобщенный гиперболический симплекс в Hn с двугранным
углом между i-гранью и j-гранью, равным θij ;

(2) вещественная симметричная матрица G = 〈− cos θij〉i,j=1,...,n+1 порядка
n+ 1 удовлетворяет следующим условиям:

(i) sgnG = (n, 1), т. е. G имеет одно отрицательное и n положительных
собственных значений;

(ii) cij > 0, i �= j, i, j = 1, 2, . . . , n+ 1.
При этом i-я вершина симплекса является конечной (идеальной, ультраи-

деальной), если cii > 0 (cii = 0, cii < 0 соответственно).

Предложение 4. Пусть σn — гиперболический n-мерный обобщенный
симплекс с конечными вершинами vi, длинами высот hi и ребер lij , i, j = 1, 2,
. . . , n+ 1. Тогда

ch lij =
cij√
ciicjj

, (i)
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shhj =
√− detG√

cjj
. (ii)

Доказательство. Из теоремы 1 следует, что detG < 0, где

G = 〈gij〉i,j=1,...,n+1 = 〈− cos θij〉i,j=1,...,n+1

— матрица Грама гиперболического симплекса σn. Тогда существует базис из
n + 1 единичных векторов {u1, . . . , un+1} в E1,n таких, что 〈ui, uj〉 = − cos θij .

Рассмотрим систему векторов {w1, . . . , wn+1}, где wi =
n+1∑
k=1

cikuk, а cik — эле-

менты присоединенной матрицы C. Имеем

〈wi, uj〉 =
〈

n+1∑
k=1

cikuk, uj

〉
=

n+1∑
k=1

cik〈uk, uj〉 =
n+1∑
k=1

cikgkj = δij detG,

где δij — символ Кронекера. Тем самым система векторов {w1, . . . , wn+1} задает
двойственный к {u1, . . . , un+1} базис в E1,n. Ортонормируем указанный базис,
для чего вычислим

〈wi, wj〉 =
〈

n+1∑
k=1

cikuk, wj

〉
=

n+1∑
k=1

cik〈uk, wj〉 =
n+1∑
k=1

cikδkj detG = cij detG

и обозначим через vi = wi√−cii detG , cii > 0, векторы ортонормированного базиса.
Полученный базис определяет систему векторов в вершинах симплекса. Имеем

〈vi, vj〉 = −cij√
ciicjj

, ciicjj > 0.

С другой стороны, 〈vi, vj〉 = − ch lij (см. предложение 1(ii)). Следовательно,
ch lij =

cij√
ciicjj

.
Далее, с одной стороны, учитывая биортогональность векторов uk и vj ,

имеем

〈wi, vj〉 =
n+1∑
k=1

cik〈uk, vj〉 = cij〈uj , vj〉.

С другой стороны,

〈wi, vj〉 = 〈
√
−cii detGvi, vj〉 =

√
−cii detG −cij√

ciicjj
= −cij

√− detG√
cjj

.

В результате получим

−cij
√− detG√

cjj
= cij〈uj, vj〉

или

〈uj, vj〉 = −
√
− detG

cjj
.

По предложению 2 〈uj , vj〉 = − shhj . Таким образом,

shhj =
√− detG√

cjj
. �

Замечание 1. (1) Если vi — конечная вершина обобщенного симплекса, а
vj — ультраидеальная вершина, то ch lij =

−cij√−ciicjj
.

(2) Если vi, vj — ультраидеальные вершины обобщенного симплекса, то
ch lij =

−cij√
ciicjj

.
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4. Теоремы синусов и косинусов
для гиперболического тетраэдра

Пусть T = T (A,B,C,D,E, F ) ∈ H3 — тетраэдр с высотами h1, h2, h3, h4,
опущенными из вершин v1, v2, v3, v4 соответственно, и двугранными углами

Рис. 1

A, B, C, D, E, F при ребрах с длина-
ми lA, lB, lC , lD, lE , lF соответствен-
но (рис. 1). Необходимые и достаточ-
ные условия существования тетраэдра
в гиперболическом пространстве в тер-
минах матрицы Грама приведены в
теореме 1. При этом тетраэдр одно-
значно с точностью до изометрии
определяется набором его двугранных

углов. Обозначим матрицу Грама тетраэдра T через

G = 〈− cos θij〉i,j=1,2,3,4 =

⎛
⎜⎝

1 − cosA − cosB − cosF
− cosA 1 − cosC − cosE
− cosB − cosC 1 − cosD
− cosF − cosE − cosD 1

⎞
⎟⎠ ,

а присоединенную матрицу, состоящую из элементов cij = (−1)i+jGij , где Gij —
ij-й минор матрицы G, — через C = 〈cij〉i,j=1,2,3,4.

Пусть

G∗ = 〈vi, vj〉i,j=1,2,3,4 =

⎛
⎜⎝
−1 − ch lD − ch lE − ch lC
− ch lD −1 − ch lF − ch lB
− ch lE − ch lF −1 − ch lA
− ch lC − ch lB − ch lA −1

⎞
⎟⎠

— сопряженная матрица Грама, состоящая из элементов

〈vi, vj〉 = −cij√
ciicjj

, i, j = 1, 2, 3, 4

(см. предложение 4(i) и рис. 1). Положим c∗ij = (−1)i+jG∗ij , где G∗ij — ij-й минор
матрицы G∗.

Предложение 5. Пусть T — гиперболический тетраэдр. Тогда имеют
место равенства

detG∗ =
(detG)3

P
, detG =

(detG∗)3

P ∗
, (i)

P ∗ =
(detG)8

P 3 , P =
(detG∗)8

(P ∗)3
, (ii)

P ∗

P
=
(
detG∗

detG

)4

, (iii)

detG∗

detG
= shh1 shh2 shh3 shh4, (iv)

где P = c11c22c33c44, P ∗ = c∗11c∗22c∗33c∗44, а h1, h2, h3, h4 — длины высот тетраэдра
T .

Замечание 2. Соотношения (i) предложения 5 позволяют выразить detG∗
через двугранные углы тетраэдра T , а detG — через длины его сторон.
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Доказательство. (i) Известно, что C = G−1 detG. Отсюда

detC = detG−1(detG)4 = (detG)−1(detG)4 = (detG)3.

По определению матрицы G∗

detG∗ =
1

c11c22c33c44
detC =

(detG)3

c11c22c33c44
=

(detG)3

P
.

Аналогично устанавливается равенство detG = (detG∗)3

P∗ .
(ii) Используя полученные равенства, имеем

P detG∗ = (detG)3 =
(
(detG∗)3

P ∗

)3

=
(detG∗)9

(P ∗)3
.

Отсюда

P =
(detG∗)8

(P ∗)3
.

Так же устанавливается равенство P ∗ = (detG)8

P 3 .

(iii) Поделим друг на друга равенства detG∗ = (detG)3

P и detG = (detG∗)3

P∗ .
Получим

detG∗

detG
=

(detG)3

P

P ∗

(detG∗)3
,

откуда
P ∗

P
=

(detG∗)4

(detG)4
.

(iv) В силу (i) справедливо равенство

detG∗

detG
=

(detG)2

P
.

С другой стороны, из предложения 4(ii)

shh1 shh2 shh3 shh4 =
(detG)2

c11c22c33c44
=

(detG)2

P
.

Сравнивая полученные выражения, имеем

detG∗

detG
= shh1 shh2 shh3 shh4. �

Следующий результат, в несколько иной формулировке, впервые получен
Кулиджем [5], а позже передоказан Фенхелем [9]. История вопроса восходит к
работе Энрико Д’Овидио (1877 г.) и изложена в [10].

Теорема 2. Для гиперболического тетраэдра T имеет место равенство

sinA sinD
sh lA sh lD

=
sinB sinE
sh lB sh lE

=
sinC sinF
sh lC sh lF

=

√
detG
detG∗

.

Доказательство. Воспользуемся следующей теоремой Якоби (см. [11,
теорема 2.5.3]).
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Теорема 3 (Якоби). Пусть A = 〈aij〉i,j=1,...,n — матрица порядка n × n с
определителем detA = �. Обозначим через C = 〈cij〉i,j=1,...,n матрицу, состоя-
щую из элементов cij = (−1)i+jAij , где Aij — ij-й минор матрицы A. Тогда для
всякого k, 1 ≤ k ≤ n, справедливо равенство

det〈cij〉i,j=1,...,k = �k−1 det〈aij〉i,j=k+1,...,n.

Кроме того, если σ =
(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
— произвольная перестановка на символах

{1, 2, . . . , n}, то для всякого k, 1 ≤ k ≤ n, справедливо равенство

det〈cipjq〉p,q=1,...,k = (−1)σ�k−1 det〈aipjq 〉p,q=k+1,...,n.

Применяя эту теорему к матрице Грама G и присоединенной к ней матрице
C для k = 2, получим

c11c22 − c212 = (1− cos2 D) detG.

Аналогично
c33c44 − c234 = (1− cos2 A) detG.

По предложению 4 имеем ch lD = c12√
c11c22

, поэтому

sh lD =

√
c212 − c11c22

c11c22
.

Аналогично установим, что

sh lA =

√
c234 − c33c44

c33c44
.

Отсюда
sinA sinD
sh lA sh lD

=
√
c11c22c33c44
− detG

.

По предложению 5(i) имеем
√
c11c22c33c44
− detG

=

√
(detG)3

detG∗
1

(− detG)
=

√
detG
detG∗

. �

Теорема 4. Пусть C,F и B,E — пары двугранных углов при противопо-
ложных ребрах гиперболического тетраэдра T с длинами lC , lF и lB, lE соответ-
ственно. Тогда имеет место равенство

cosC cosF − cosB cosE
ch lB ch lE − ch lC ch lF

=

√
detG
detG∗

.

Доказательство. Применяя теорему 3 к матрице G для k = 2, получаем
равенство

c13c24 − c14c23 = (cosB cosE − cosC cosF ) detG.

По предложению 4 имеем
ch lE =

c13√
c11c33

,

откуда
c13 = ch lE

√
c11c33.
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Аналогично выражаем c23, c14 и c24. Подставив эти выражения в предыдущее
равенство, получим

(cosB cosE − cosC cosF ) detG =
√
c11c22c33c44(ch lE ch lB − ch lC ch lF ).

Для удобства перепишем последнее равенство в виде

(cosC cosF − cosB cosE)(− detG) =
√
c11c22c33c44(− ch lC ch lF + ch lE ch lB).

Отсюда
cosC cosF − cosB cosE
ch lB ch lE − ch lC ch lF

=
√
P

− detG
.

По предложению 5(i) имеем
√
P

− detG
=

√
detG
detG∗

.

Теорема доказана. �
Следствие 1. Для гиперболического тетраэдра T справедливы равенства

cos(C + εF )− cos(B + δE)
ch(lB + δlE)− ch(lC + εlF )

=

√
detG
detG∗

,

где ε, δ ∈ {−1, 1}.
Доказательство. Согласно теореме 2

sinB sinE
sh lB sh lE

=
sinC sinF
sh lC sh lF

=

√
detG
detG∗

,

а по теореме 4
cosC cosF − cosB cosE
ch lB ch lE − ch lC ch lF

=

√
detG
detG∗

.

Используя свойства пропорции и тригонометрические формулы сложения (вы-
читания), получаем

cosC cosF − cosB cosE + δ sinB sinE − ε sinC sinF
ch lB ch lE − ch lC ch lF + δ sh lB sh lE − ε sh lC sh lF

=
cos(C + εF )− cos(B + δE)
ch(lB + δlE)− ch(lC + εlF )

=

√
detG
detG∗

. �

5. Многомерная теорема синусов
в гиперболическом пространстве

Хорошо известна следующая теорема (см. [12, с. 258]).

Теорема 5 (гиперболический аналог формулы Герона). Площадь S гипер-
болического треугольника со сторонами a, b, c удовлетворяет соотношению

4 sin2 S

2
=

sh p sh(p− a) sh(p− b) sh(p− c)
ch2 a

2 ch2 b
2 ch

2 c
2

, (1)

где p = a+b+c
2 .

Из предложения 4(ii) для гиперболического тетраэдра T , изображенного на
рис. 1, имеем

shh1
√
c11 = shh2

√
c22 = shh3

√
c33 = shh4

√
c44 =

√− detG.
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Аналогично

shh1
√
c∗11 = shh2

√
c∗22 = shh3

√
c∗33 = shh4

√
c∗44 =

√− detG∗.

Отсюда несложно заметить равенства
c11
c∗11

=
c22
c∗22

=
c33
c∗33

=
c44
c∗44

=
detG
detG∗

. (2)

Непосредственное вычисление элементов cii, c∗ii, i = 1, 2, 3, 4, присоединенных
матриц тетраэдра T и использование элементарных тригонометрических пре-
образований к полученным выражениям дает следующее утверждение.

Лемма 1. Имеет место равенство
sh p123 sh(p123 − lD) sh(p123 − lE) sh(p123 − lF )
sh p124 sh(p124 − lD) sh(p124 − lC) sh(p124 − lB)

=
sin ρ123 sin(ρ123 −A) sin(ρ123 −B) sin(ρ123 − C)
sin ρ124 sin(ρ124 −A) sin(ρ124 − F ) sin(ρ124 − E)

,

где p123 = lD+lE+lF
2 , p124 = lD+lC+lB

2 , ρ123 = A+B+C
2 и ρ124 = A+F+E

2 .
Явное выражение высоты тетраэдра T из предложения 4(ii) имеет вид

shh4 =
√− detG√

1− cos2 A− cos2 B − cos2 C − 2 cosA cosB cosC

=
√− detG

2
√
sin ρ123 sin(ρ123 −A) sin(ρ123 −B) sin(ρ123 − C)

, (3)

где ρ123 = A+B+C
2 .

На международной конференции по анализу и геометрии, посвященной 70-
летию академика Ю. Г. Решетняка (30 августа–3 сентября 1999 г., Новосибирск,
Россия), Бузер поставил вопрос о существовании трехмерного аналога правила

sh a1 shh1 = sh a2 shh2 = sh a3 shh3,

связывающего длины сторон и высот гиперболического треугольника, исполь-
зуемого им в [13] при вычислении спектра оператора Лапласа — Бельтрами на
компактных римановых поверхностях. Следующее предложение дает положи-
тельный ответ на поставленный вопрос.

Предложение 6. Пусть A1, A2, A3, A4 — площади граней гиперболическо-
го тетраэдра T , противолежащие вершинам v1, v2, v3, v4 соответственно. Тогда

sin
A1

2
shh1 ch

lA
2

ch
lB
2

ch
lF
2

= sin
A2

2
shh2 ch

lA
2

ch
lC
2

ch
lE
2

= sin
A3

2
shh3 ch

lB
2

ch
lC
2

ch
lD
2

= sin
A4

2
shh4 ch

lD
2

ch
lE
2

ch
lF
2
.

Доказательство. Найдем площади граней с вершинами v1, v2, v3 и v1,
v2, v4 тетраэдра T по теореме 5, а высоты h3, h4 — по формуле (3). Подставляя
найденные выражения в условие леммы 1 и выполняя элементарные преобра-
зования, получим

sin A4
2 ch lD

2 ch lE
2 ch lF

2

sin A3
2 ch lB

2 ch lC
2 ch lD

2

=
shh3

shh4
. �

И. Ривин [7] предложил следующий вариант многомерной теоремы синусов
для n-мерного евклидова симплекса σn. В случае n = 2 она эквивалентна
теореме синусов для евклидова треугольника.
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Теорема 6 (многомерная теорема синусов). Пусть σn — n-мерный евкли-
дов симплекс. Тогда для любых 1 ≤ i, j, k, l ≤ n+ 1 имеет место равенство

AiAj

AkAl
=

cij
ckl

, (4)

где Ai, Aj , Ak, Al — площади соответствующих (n−1)-мерных граней симплекса
σn, а cij = (−1)i+jGij , ckl = (−1)k+lGkl, где Gij и Gkl — ij-й и kl-й миноры
матрицы Грама.

Заметим, что равенство (4) имеет эквивалентную запись в виде

hkhl

hihj
=

cij
ckl

, (5)

где hi, i = 1, 2, . . . , n + 1, — длина высоты симплекса σn, опущенной из i-й вер-
шины.

Гиперболический аналог последнего выражения дает

Теорема 7. Пусть σn — n-мерный гиперболический симплекс с длинами
высот hi и ребер lij , i, j = 1, 2, . . . , n. Тогда имеет место равенство

shhk shhl ch lij
shhi shhj ch lkl

=
cij
ckl

, (6)

где cij = (−1)i+jGij , а Gij — ij-й минор матрицы Грама.
Доказательство. Подставляя выражения

ch lij =
cij√
ciicjj

, shhj =
√− detG√

cjj

для длин и высот симплекса из предложения 4 в левую часть равенства (6),
получим верное тождество. �

В случае тетраэдра (n = 3) гиперболический аналог теоремы 6 следует из
теоремы 7 и предложения 6.
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