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КЛАСС ОТОБРАЖЕНИЙ

С ОГРАНИЧЕННЫМ УДЕЛЬНЫМ

КОЛЕБАНИЕМ И ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ

ОТОБРАЖЕНИЙ С ОГРАНИЧЕННЫМ

ИСКАЖЕНИЕМ НА ГРУППАХ КАРНО
Д. В. Исангулова

Аннотация: Предлагаемая работа является первой в цикле работ автора, посвя-
щенном устойчивости в теореме типа Лиувилля на группе Гейзенберга. Предпола-
гается доказать, что всякое отображение с ограниченным искажением на области
Джона группы Гейзенберга приближается конформным отображением с порядком
близости

√
K − 1 в равномерной норме и с порядком близости K − 1 в норме Собо-

лева L1
p для всех p < C

K−1 .
В данной работе исследуется интегрируемость отображений с ограниченным

удельным колебанием, заданных на пространстве однородного типа. В качестве
примера рассматриваются отображения с ограниченным искажением на группе
Гейзенберга. Показано, что отображение с K-ограниченным искажением группы
Гейзенберга принадлежит классу Соболева W 1

p,loc, где p→∞ при K → 1.

Ключевые слова: пространство однородного типа, отображение с ограниченным
удельным колебанием, группа Карно, группа Гейзенберга, отображение с ограни-
ченным искажением.

§ 1. Введение

Класс отображений с ограниченным удельным колебанием в смысле Lq,
q > 0, относительно допустимого класса функций S (BSOq(S)) ввели Л. Г. Гу-
ров и Ю. Г. Решетняк [1]. В частном случае, когда S — класс постоянных
функций и q = 1, этот класс был введен Л. Г. Гуровым [2] для доказательства
устойчивости лоренцевых отображений. В [1] показано, что для отображений
класса BSOq(S) верна теорема об улучшении показателя локальной суммируе-
мости. Ю. Г. Решетняк применил теорию отображений с ограниченным удель-
ным колебанием при решении проблемы М. А. Лаврентьева об устойчивости в
теореме Лиувилля о конформных отображениях в пространстве [3].

Мы обобщаем результаты работы [1] на метрические пространства одно-
родного типа. Отметим, что авторы ряда работ, см., например, [4–6], изуча-
ли вопросы об улучшении показателя суммируемости некоторых специальных
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классов отображений на метрических пространствах достаточно общей приро-
ды.

Функция d : X × X → [0,∞) называется квазиметрикой на множестве X,
если

1) d(x, y) = 0 тогда и только тогда, когда x = y;
2) d(x, y) = d(y, x) для всех x, y ∈ X;
3) существует постоянная c ≥ 1 такая, что

d(x, y) ≤ c(d(x, z) + d(z, y)) для всех x, y, z ∈ X.
Пусть x ∈ X и r > 0. Обозначим шар с центром в точке x ∈ X радиуса r > 0
через B(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) < r}. Будем обозначать символом x(B) центр
шара B, а r(B) — его радиус.

Пространство однородного типа (X, d, µ) — это множество X с квазиметри-
кой d и положительной борелевской мерой µ, удовлетворяющей условию удво-
ения и такой, что µ(B(x, r)) < ∞ для всех x ∈ X и r > 0. Напомним, что
положительная борелевская мера µ удовлетворяет условию удвоения, если су-
ществует константа C такая, что 0 < µ(B(x, 2r)) ≤ Cµ(B(x, r)) < ∞ для всех
x ∈ X и r > 0. Будем предполагать еще, что геометрия тройки (X, d, µ) удо-
влетворяет дополнительному условию: для любых шаров B1 и B2 таких, что
x(B1) ∈ B2, r(B1) ≤ r(B2), существует шар B̂ такой, что

B̂ ⊂ B1 ∩B2, r(B̂) ≥ r(B1)
κ

, x(B1) ∈ B̂. (1)

Здесь константа κ ≥ 1 не зависит от выбора шаров B1 и B2.
Условие (1) не является обременительным. Например, оно выполнено на

локально-компактном пространстве, на котором любые две точки можно соеди-
нить кратчайшей. В этом случае κ = 2.

Пусть U ⊂ X — измеримое множество и 0 < µ(U) < ∞. Для любой изме-
римой функции f : U → Rd обозначим

M(f, U) =
1

µ(U)

∫

U

|f(x)| dµ(x), Mp(f, U) = (M(|f |p, U))1/p, p ≥ 1.

Определение 1. Рассмотрим определенный на шарах класс S такой, что
S(B) — некоторая совокупность непрерывных функций ϕ : B → Rd для любого
шара B ⊂ X. Класс S называется допустимым, если выполнены следующие
условия.

I. Если ϕ ∈ S(B), то сужение ϕ на B̃ принадлежит S(B̃) для любого шара
B̃ ⊂ B.

II. Существуют константы α1, α2, 0 < α1 ≤ 1 ≤ α2, такие, что для каждого
шара B и произвольной функции ϕ ∈ S(B) справедливо следующее двойное
неравенство: α1M(ϕ,B) ≤ |ϕ(x)| ≤ α2M(ϕ,B) для всех x ∈ B.

III. Существует константа α3 ≥ 1 такая, что для любого шара B и произ-
вольных ϕ,ψ ∈ S(B) выполнено |ϕ(x)− ψ(x)| ≤ α3M(ϕ− ψ,B) для всех x ∈ B.

Функции, удовлетворяющие накладываемым на допустимый класс огра-
ничениям, в некотором смысле похожи на постоянные. Очевидным примером
допустимого класса служит класс постоянных функций. В евклидовом про-
странстве Rn, n ≥ 3, нетривиальным примером является класс дифференциалов
мëбиусовых преобразований (см. [3]).

Пусть S — допустимый класс и U — открытое множество в X.
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Определение 2. Отображение f : U → Rd называется отображением
с ограниченным удельным колебанием в Lq относительно S (f ∈ BSOq(S)),
q > 0, если существует константа σ > 0 такая, что для любого шара B ⊂ U
можно выбрать функцию ϕB ∈ S(B), удовлетворяющую условию∫

B

|f(x)− ϕB(x)|q dµ(x) ≤ σq
∫

B

|ϕB(x)|q dµ(x).

Наименьшая константа σ для всех шаров B ⊂ U называется удельным
колебанием f в смысле Lq относительно S и обозначается символом osc(f, q, S).

Для заданного шара B = B(a, r) определим шар B′ = B
(
a, 10r

9

)
. Основное

свойство отображений с ограниченным удельным колебанием сформулировано
в следующем утверждении.

Теорема 1. Пусть U — открытое множество в X, S — допустимый класс
и f : U → Rd. Пусть f ∈ BSOq(S), σ = osc(f, q, S). Для t > 0 и шара B′ ⊂ U
положим EB(t) = {x ∈ B : |f(x)− ϕB′(x)| ≥ t|ϕB′(x)|}. Тогда существует число
σ0 > 0, зависящее только от q и α1 − α3, такое, что если σ < σ0, то для всех
t ≥ σ

σ0
выполнено

µ(EB(t)) ≤ e3
(

α1σ0

α2σMq(ϕB′ , B)

)q 1
(t+ 1)2σ0/σ

∫

B

|f(x)− ϕB′(x)|q dµ(x).

Теорема 1 обобщает соответствующий результат работы [1] в евклидовых
пространствах (см. также [3, 7]).

Из теоремы 1 нетрудно установить улучшение показателя суммируемости
отображений с ограниченным удельным колебанием.

Следствие. Пусть f : U → Rd принадлежит классу BSOq(S) и σ =
osc(f, q, S). Если σ < σ0, то f ∈ Lp,loc(U) для всех p ∈

[
q, 2σ0

σ

)
. Более того,

1) если q < p < 2σ0
σ , то

∫

B

|f(x)− ϕB′(x)|p dµ(x) ≤ αq+p2
αq1

(
p

q
σq−p0 +

p e3σq0
σp

B
(
p,

2σ0

σ
− p
))

× σp−qMq(ϕB′ , B)p−q
∫

B

|f(x)− ϕB′(x)|q dµ(x);

2) если q < p < (2−δ)σ0
σ , δ > 0, то

∫

B

|f(x)− ϕB′(x)|p dµ(x) ≤ C(p)σp−qMq(ϕB′ , B)p−q
∫

B

|f(x)− ϕB′(x)|q dµ(x).

Константа C(p) зависит только от q, δ и α1, α2, α3.

Замечания. 1. f ∈ BSOp(S) для всех p ∈
(
q, (2−δ)σ0

σ

)
.

2. Вместо B′ = B
(
a, 10r

9

)
можно использовать B′ = B(a, sr) для всех s > 1.

3. Полученный результат слабее евклидова аналога: если отображение f
близко к ϕ на шаре B, то улучшение показателя интегрируемости можно гаран-
тировать только на меньшем шаре.

Ю. Г. Решетняк применил евклидов вариант теоремы 1 к исследованию
устойчивости в теореме Лиувилля в Rn, n ≥ 3 [3]. Он показал, что диф-
ференциалы мëбиусовых преобразований образуют допустимый класс SM , а
дифференциал отображения с ограниченным искажением принадлежит классу
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BSOn(SM) при n ≥ 3. В частности, отображение с K-ограниченным иска-
жением принадлежит классу W 1

p,loc, где p → ∞ при K → 1. В нашей работе
мы применяем теорему 1 к отображениям с ограниченным искажением групп
Гейзенберга, являющихся частным случаем групп Карно.

Квазиконформный анализ на группах Карно, связных односвязных нильпо-
тентных группах Ли с градуированной алгеброй Ли, стал предметом интенсив-
ного исследования после того, как были установлены связь квазиконформных
отображений и функциональных классов на однородных группах [8], а также
жесткость типа Мостова гиперболических пространственных форм [9]. Иссле-
дования Мостова были продолжены Пансю [10], который предложил концеп-
цию дифференцируемости на группах Карно. В настоящее время теория ква-
зиконформных отображений на группах Карно — активно развиваемая область
математики (см., например, [11–16]). Заметим, что группы Карно являются
метрическими пространствами однородного типа, удовлетворяющими условию
(1).

Группы Гейзенберга Hn — это единственные неабелевы группы Карно, где
удалось доказать аналог теоремы Лиувилля и известна группа мёбиусовых пре-
образований Mn. Теорию квазиконформных отображений на группах Гейзен-
берга развили Коранья и Райманн [17, 18] (см. также [19, 20]).

В качестве основного применения теории отображений с ограниченным
удельным колебанием установлена следующая

Теорема 2. Существуют ε0 > 0 и неубывающая функция µ0 : (0, ε0) →
(0,∞), µ0(t) → 0 при t → 0, такие, что любое отображение f : U → Hn, U ⊂
Hn, с ограниченным искажением KO = KO(f) < 1 + ε0 принадлежит классу
Соболева W 1

p,loc(U,Hn) для всех p ∈
[
ν, 2σ0

µ0(KO−1)

)
. Более того, для каждого

шара B = B(a, r) ⊂ U существует отображение θ ∈ Mn такое, что θ 6= ∞ на
шаре B

(
a, 5r

12

)
,

sup
x∈B(a, r9 )

ρ
(
θ−1 ◦ f(x), x

)
≤ C1r

√
µ0(KO − 1),

‖Dh(θ−1 ◦ f)− I‖p,B(a, r9 ) ≤ C2 r
ν/pµ0(KO − 1),

sup
x∈B(a, r9 )

ρ(f(x), θ(x)) ≤ C3
√
µ0(KO − 1)‖Dhθ‖ν,B(a, r9 ),

‖Dhf −Dhθ‖p,B(a, r9 ) ≤ C4‖Dhθ‖p,B(a, r9 )µ0(KO − 1)

для любого p ∈
[
ν
2 ,

σ0(2−δ)
µ0(KO−1)

)
, δ > 0. Константы C1 и C3 зависят только от n и

δ. Константы C2 и C4 зависят от n, p и δ. Число σ0 из теоремы 1.
Кратко опишем структуру работы. В § 2 рассматривается теория отображе-

ний с ограниченным удельным колебанием. В нем приводится доказательство
теоремы 1 и ее следствия. В § 3 доказывается локальная теорема устойчивости
конформных отображений в норме Соболева на общих группах Карно. Как
и в евклидовом случае, доказательство этой теоремы основано на замкнутости
класса отображений с ограниченным искажением, полунепрерывности снизу ин-
теграла энергии и слабой сходимости якобианов. Все эти факты установлены
на общих группах Карно [13]. Поэтому мы можем доказать локальную теоре-
му устойчивости в норме Соболева не только на группах Гейзенберга, но и на
общих группах Карно. В § 4 показано, что на группах Гейзенберга дифференци-
алы мёбиусовых отображений образуют допустимый класс. В § 5 доказывается
теорема 2.
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Основные результаты работы сформулированы в [21, 22].
Автор выражает глубокую признательность своему научному руководите-

лю д.ф.-м.н. С. К. Водопьянову за постоянное внимание и помощь в работе.

§ 2. Отображения с ограниченным
удельным колебанием

Пусть C — наименьшая константа в условии удвоения. Число ν = logC
называется порядком удвоения µ. Итерируя условие удвоения, получаем

µ(B)
µ(B̃)

≤ Cµ
(
r(B)
r(B̃)

)ν
для любого шара B̃ ⊂ B. (2)

Пусть S — допустимый класс. Рассмотрим ϕ ∈ S(B) и p ≥ 1. Тогда
условие II определения 1 влечет

α1

α2
Mp(ϕ,B) ≤ |ϕ(x)| ≤ α2M(ϕ,B) ≤ α2Mp(ϕ,B) для всех x ∈ B. (3)

Нам понадобится следующая лемма о покрытии (см., например, [23]).

Лемма 1. Пусть (X, d, µ) — пространство однородного типа. Тогда из
всякого семейства шаров G, радиусы которых равномерно ограничены, мож-
но выделить не более чем счетное дизъюнктное подсемейство G′ ⊂ G такое,
что

⋃
B∈G

B ⊂
⋃

B∈G′
ηB. Здесь η = 3c2 + 2c, где c — константа из неравенства

треугольника для квазиметрики d.
Доказательство теоремы 1, как и доказательство классической теоремы

Джона — Ниренберга [24], основывается на адекватном разложении Зигмун-
да — Кальдерона.

Лемма 2. Пусть ∫

B′0

u(x) dµ(x) <
L

Cµ10ν
µ(B′0),

где u : B′0 → R — неотрицательная измеримая функция, Cµ и ν из соотношения
(2). Тогда существует не более чем счетное семейство шаров {Bi} с центрами в
B0 с радиусами, меньшими 1

9r0, r0 = r(B0), такое, что
(i)
{ 1
ηBi

}
— дизъюнктное семейство;

(ii)
∫

Bi

u(x) dµ(x) ≤ Lµ(Bi) для всех i;

(iii) для каждого Bi существует шар B̂i ⊂ 1
ηBi ∩ B0 такой, что x(Bi) ∈ B̂i,

r(B̂i) ≥ r(Bi)
ηκ и

∫

B̂i

u(x) dµ(x) > Lµ(B̂i);

(iv) u ≤ L µ-почти всюду в B0 \H, где H = (
⋃
Bi) ∩B0.

Доказательство. Рассмотрим шар B ⊂ B′0, x(B) ∈ B0 и r(B) = 1
9r0.

Тогда ∫

B

u(x) dµ(x) ≤
∫

B′0

u(x) dµ(x) ≤ L

Cµ10ν
µ(B′0) ≤ Lµ(B).

Обозначим E = {x ∈ B0 | u(x) > L}. Тогда для µ-почти всех x ∈ E
существует шар Bx радиуса r(Bx) ≤ 1

9r0 такой, что
∫

Bx

u(x) dµ(x) ≤ Lµ(Bx) и
∫

B̂x

u(x) dµ(x) > Lµ(B̂x),
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где B̂x — шар из условия (1), т. е. B̂x ⊂ 1
ηBx ∩B0, r(B̂x) ≥ 1

ηκ r(Bx) и x ∈ B̂x.
Действительно, пусть A — множество таких точек x ∈ E, что неравенство∫

B

u(x) dµ(x) ≤ Lµ(B)

выполнено для шаров B, x ∈ B ⊂ B0 и r(B) → 0. По теореме Лебега u ≤ L
µ-почти всюду в A и, следовательно, µ(A) = 0.

По лемме 1 из семейства {Bx}x∈E\A можно выбрать не более чем счетное
подсемейство, которое будет удовлетворять всем условиям леммы. �

Доказательство теоремы 1 выполняется в несколько шагов.
(i) Обозначим через F (t) инфимум таких чисел K, что

µ(EB(t)) ≤ K
∫

B

|f(x)− ϕB′(x)|q

|ϕB′(x)|q
dµ(x) для всех шаров B′ ⊂ U.

Очевидно, что F (t) ≤ 1
tq для всех t > 0.

Из условия I определения 1 и (3) получаем

µ(EB(t)) ≤ F (t)
(

α2

α1Mq(ϕB′ , B)

)q ∫

B

|f(x)− ϕB′(x)|qdµ(x).

Поэтому для доказательства теоремы 1 достаточно оценить F (t).
Легко видеть, что

µ(EB(t)) ≤
(
α2

α1
σ

)q
F (t)µ(B′) ≤

(
α2

α1
σ

)q
Cµ

(
10
9

)ν
F (t)µ(B). (4)

(ii) Фиксируем шар B0, B′0 ⊂ U . Положим ϕB′0 = ϕ0 и u(x) = |f(x)−ϕ0(x)|q
|ϕ0(x)|q .

Тогда из определения 2 и (3) вытекает, что
∫

B′0

u(x) dµ(x) =
∫

B′0

|f(x)− ϕ0(x)|q

|ϕ0(x)|q
dµ(x) ≤

(
α2σ

α1

)q
µ(B′0).

Применим лемму 2 к B0, u(x) и L =
(
α2kσ
α1

)q
Cµ10ν , где число k ≥ 1 выберем

позже. Тогда существует не более чем счетное семейство шаров {Bi} такое, что
∫

Bi

|f(x)− ϕ0(x)|q

|ϕ0(x)|q
dµ(x) ≤ Lµ(Bi), (5)

∫

B̂i

|f(x)− ϕ0(x)|q

|ϕ0(x)|q
dµ(x) > Lµ(B̂i) (6)

и |f(x) − ϕ0(x)| ≤ L1/q|ϕ0(x)| для µ-почти всех x ∈ B0 \ H, H = (
⋃
Bi) ∩ B0.

Следовательно, для всех t > L1/q имеем µ(EB0(t) \H) = 0.
В силу (3) и (5)

∫

Bi

|f(x)− ϕ0(x)|q dµ(x) ≤
(
Mq(ϕ0, Bi)

α2

)q ∫

Bi

|f(x)− ϕ0(x)|q

|ϕ0(x)|q
dµ(x)

≤ L
(
Mq(ϕ0, Bi)

α2

)q
µ(Bi). (7)

(iii) Обозначим через ϕi отображение ϕB′i ∈ S(B′i). Оценим |ϕi(x)− ϕ0(x)|
в терминах |ϕi(x)|. Из определения класса BSOq(S) и условия II определения 1
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вытекает, что

Mq(f − ϕi, Bi) ≤ C1/q
µ

(
10
9

)ν/q
σMq(ϕi, B′i) ≤ C1/q

µ

(
10
9

)ν/q
α2

α1
σMq(ϕi, Bi).

Из явного вида L и (7) получаем

|ϕi(x)− ϕ0(x)| ≤ α3M1(ϕi − ϕ0, Bi) ≤ α3Mq(f − ϕ0, Bi) + α3Mq(f − ϕi, Bi)

≤ C1/q
µ 10ν/qα3

α1
σ
(
kMq(ϕ0, Bi) +

α2

9ν/q
Mq(ϕi, Bi)

)

≤ C1/q
µ 10ν/qα2α3

α2
1

σ
(
k|ϕ0(x)|+

α2

9ν/q
|ϕi(x)|

)

для всех x ∈ Bi. Так как |ϕ0(x)| ≤ |ϕi(x)|+ |ϕi(x)− ϕ0(x)|, то

|ϕi(x)− ϕ0(x)|
(

1− C1/q
µ 10ν/qα2α3

α2
1

kσ

)
≤ C1/q

µ 10ν/qα2α3

α2
1

σ

(
k +

α2

9ν/q

)
|ϕi(x)|.

Пусть σ1 таково, что 1−C1/q
µ 10ν/qα2α3

α2
1

kσ1 = 1
2 . Тогда для любого σ < σ1 получаем

|ϕi(x)− ϕ0(x)| ≤ A1σ|ϕi(x)| (8)

при всех x ∈ Bi, где A1 = 2C
1/q
µ 10ν/qα2α3

α2
1

(
k + α2

9ν/q
)
.

(iv) Покажем, что EB0(t) ∩Bi ⊂ EBi(t1) для некоторого t1 > 0. Имеем

|f(x)− ϕi(x)| ≥ |f(x)− ϕ0(x)| − |ϕi(x)− ϕ0(x)|
≥ t|ϕ0(x)| − |ϕi(x)− ϕ0(x)| ≥ t(|ϕi(x)| − |ϕi(x)− ϕ0(x)|)− |ϕi(x)− ϕ0(x)|

для всех x ∈ EB0(t) ∩Bi.
Таким образом, из (8) следует, что |f(x)−ϕi(x)| ≥ (t(1−A1σ)−A1σ)|ϕi(x)|

для всех x ∈ EB0(t) ∩ Bi. Это означает, что EB0(t) ∩ Bi ⊂ EBi(t1), где t1 =
t(1−A1σ)−A1σ.

(v) Пусть σ < σ0 = 1
2A1

и t > 2A1σ, т. е. t1 > 0. Легко видеть, что
σ0 < σ1/2 < σ1. Из (4) следует, что

µ(EB0(t) ∩Bi) ≤ µ(EBi(t1)) ≤
(
α2

α1
σ

)q
Cµ

(
10
9

)ν
F (t1)µ(Bi).

Поскольку
∑
µ(Bi) ≤ Cµ(ηκ)ν

∑
µ(B̂i) ≤ Cµ(ηκ)νµ(H), то

µ(EB0(t))≤
∑

µ(EB0(t) ∩Bi)≤
∑

µ(EBi(t1))≤
(
α2

α1
σ

)q
C2
µ

(
10ηκ

9

)ν
F (t1)µ(H).

В силу (6) имеем
∫

B0

|f(x)− ϕ0(x)|q

|ϕ0(x)|q
dµ(x) ≥

∑∫

B̂i

|f(x)− ϕ0(x)|q

|ϕ0(x)|q
dµ(x) >

L

Cµ(ηκ)ν
µ(H).

Вспомним, что L = Cµ10ν
(
α2
α1
kσ
)q. Тогда

F (t1)
∫

B0

|f(x)− ϕ0(x)|q

|ϕ0(x)|q
dµ(x) ≥ L

Cµ(ηκ)ν
F (t1)µ(H) ≥ C−2

µ

(
3
ηκ

)2ν

kqµ(EB0(t))

и

µ(EB0(t)) ≤ C2
µ

(ηκ
3

)2ν 1
kq
F (t1)

∫

B0

|f(x)− ϕ0(x)|q

|ϕ0(x)|q
dµ(x).
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Следовательно,

F (t) ≤
C2
µ(ηκ)2ν

9νkq
F (t1) =

1
4
F ((1− ζ)t− ζ).

Здесь мы положили k таким, что C2
µ(ηκ)2ν

9νkq = 1
4 , и ζ = A1σ. Как и в [3, гл. 3,

соотношение (5.36)], это означает, что

F (t) ≤ M

(1 + t)
1
ζ

для всех t > 2ζ, M =
e3

(2ζ)q
<∞.

Поскольку σ0 = 1
2A1

, то F (t) ≤ e3σq0
σq

1
(1+t)2σ0/σ

для всех t > σ/σ0. �

Доказательство следствия. В силу (3) достаточно показать, что
∫

B

(
|f(x)− ϕB′(x)|
|ϕB′(x)|

)p
dµ(x)

≤
(
p

q
σq−p0 +

p e3σq0
σp

B
(
p,
C0

σ
− p
))

σp−q
∫

B

(
|f(x)− ϕB′(x)|
|ϕB′(x)|

)q
dµ(x),

если Mq(ϕB′ , B) 6= 0 (случай Mq(ϕB′ , B) = 0 тривиален). Имеем
∫

B

(
|f(x)− ϕB′(x)|
|ϕB′(x)|

)p
dµ(x) = p

∞∫

0

tp−1µ(EB(t)) dt

= p

σ
σ0∫

0

tp−1µ(EB(t)) dt+ p

∞∫

σ
σ0

tp−1µ(EB(t)) dt = I1 + I2.

Оценим первый интеграл. Имеем tp−1 ≤ tq−1
(
σ
σ0

)p−q при условии, что 0 < t <
σ
σ0

, и

I1 ≤ p
(
σ

σ0

)p−q ∞∫

0

tq−1µ(EB(t)) dt ≤ p

q

(
σ

σ0

)p−q ∫

B

(
|f(x)− ϕB′(x)|
|ϕB′(x)|

)q
dµ(x).

Оценим второй интеграл. По теореме 1

I2 ≤ p
e3σq0
σq




∞∫

σ
σ0

tp−1

(1 + t)2σ0/σ
dt




∫

B

(
|f(x)− ϕB′(x)|
|ϕB′(x)|

)q
dµ(x),

где
∞∫

σ
σ0

tp−1

(1 + t)2σ0/σ
dt ≤

∞∫

0

tp−1

(1 + t)2σ0/σ
dt = B

(
p,

2σ0

σ
− p
)
.

Второе утверждение следствия выполняется, ибо B(p, x − p) = � (p)
xp

(
1 + O

( 1
x

))

при x→∞. �

§ 3. Локальная теорема устойчивости
в норме Соболева на группах Карно

Стратифицированной однородной группой или, в другой терминологии,
группой Карно называется связная односвязная нильпотентная группа Ли G,
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алгебра Ли V которой раскладывается в прямую сумму V1 ⊕ · · · ⊕ Vm вектор-
ных пространств таких, что dimV1 ≥ 2, [V1, Vk] = Vk+1 для 1 ≤ k ≤ m − 1 и
[V1, Vm] = {0}. Пусть векторные поля X11, . . . , X1n1 образуют базис простран-
ства V1. Поскольку они порождают V , для каждого 1 < i ≤ m можно вы-
брать базис Xij в Vi, 1 ≤ j ≤ ni = dimVi, образованный коммутаторами полей
X1k ⊂ V1 порядка i − 1. Отождествим элементы g ∈ G с элементами x ∈ RN ,

N =
m∑
i=1

ni, x = (x1; . . . ;xm), xi ∈ Rni , 1 ≤ i ≤ m, посредством экспоненци-

ального отображения exp
(∑

xijXij

)
= g. Растяжения δt, определяемые как

δtx = (tx1; t2x2; . . . ; tmxm), суть автоморфизмы G для любого t > 0.
Непрерывная функция ρ : G → [0,∞) класса C∞ на G \ {0} называется

однородной нормой, если
1) ρ(x) = 0 тогда и только тогда, когда x = 0;
2) ρ(x) = ρ(x−1);
3) ρ(δtx) = tρ(x);
4) существует постоянная c > 0 такая, что для всех x, y ∈ G имеет место

неравенство ρ(x · y) ≤ c(ρ(x) + ρ(y)).
Однородная норма определяет левоинвариантную однородную метрику ρ

по следующему правилу: ρ(x, y) = ρ(x−1 · y) для любых двух точек x, y ∈ G.
Все однородные нормы на группе Карно эквивалентны.

Далее мы фиксируем на группе Карно однородную метрику ρ, задаваемую
равенством

ρ(x) =

(
m∑

i=1

‖xi‖ 2m!
i

) 1
2m!

, (9)

и биинвариантную меру Хаара (она совпадает с мерой Лебега на RN ). Для шара

B(x, r) = {y ∈ G : ρ(x, y) < r} имеем |B(x, r)| = rν |B(0, 1)|, где ν =
m∑
i=1

idimVi —

однородная размерность группы G.
Пусть � — область в G. Пространство Соболева W 1

q (�), 1 ≤ q ≤ ∞, со-
стоит из функций f : � → R, имеющих обобщенную производную X1if вдоль
векторного поля X1i, i = 1, . . . , n1, и конечную норму

‖f‖W 1
q (�) = ‖f‖q,� + ‖∇L f‖q,�,

где∇L f = (X11f, . . . , X1n1f) — субградиент функции f . Напомним, что локаль-
но суммируемая функция gi : � → R называется обобщенной производной
функции f вдоль векторного поля X1i, i = 1, . . . , n1, если имеет место равен-
ство

∫

�

giψ dx = −
∫

�

fX1iψ dx для любой тестовой функции ψ ∈ C∞0 (�). Если

f ∈ W 1
q (U) для каждого открытого множества U , U ⊂ �, то говорят, что f

принадлежит классу W 1
q,loc(�).

Определение 3. Отображение f : � → G принадлежит классу Соболева
W 1
q,loc(�,G), если выполнены следующие условия.

(A) Для всякого z ∈ G функция [f ]z : x ∈ � 7→ ρ(f(x), z) принадлежит
классу W 1

q,loc(�).
(B) Семейство функций {∇L [f ]z}z∈G имеет мажоранту, принадлежащую

Lq,loc(�), т. е. существует функция g ∈ Lq,loc(�), не зависящая от z, такая, что
|∇L [f ]z(x)| ≤ g(x) для почти всех x ∈ �.
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Известно (см., например, [13]), что для отображения f класса Соболе-
ва X1jf(x) ∈ V1(f(x)) для всех j = 1, . . . , n1, поэтому матрица Dhf(x) =
(X1ifj(x))i,j=1,...,n1 определяет линейное отображение горизонтального прост-
ранства V1(x) в V1(f(x)) для почти всех x ∈ �, называемое формальным го-
ризонтальным дифференциалом. Обозначим символом |Dhf(x)| норму это-
го дифференциала: |Dhf(x)| = sup

ξ∈V1, ρ(ξ)=1
ρ(Dhf(x)(ξ)). В качестве функции

g ∈ Lq,loc(�) из определения 3 можно взять C|Dhf | [13]. Гладкие отображения,
дифференциалы которых сохраняют горизонтальную структуру, называются
контактными. По этой причине отображения класса W 1

p,loc(�,G) естественно
называть (слабо) контактными.

В [25] доказано, что Dhf : V1 → V1 порождает сохраняющий градуировку
гомоморфизм алгебр Ли Df : V → V . Определитель матрицы Df(x) называет-
ся (формальным) якобианом отображения f и обозначается символом J(x, f).

Напомним, что непрерывное отображение f : � → G, � ⊂ G, называет-
ся открытым, если образ открытого множества открыт, и дискретным, если
прообраз f−1(y) любой точки y ∈ f(�) состоит из изолированных точек.

Определение 4 [13]. Пусть f : U → G — отображение, определенное на
открытом множестве U в G. Мы называем f отображением с ограниченным
искажением, если

(a) f непрерывно, открыто и дискретно,
(b) f ∈W 1

ν,loc(U,G),
(c) существует постоянная K ≥ 1 такая, что |Dhf(x)|ν ≤ KJ(x, f) по-

чти всюду в U . Наименьшая постоянная K в этом неравенстве называется
(внешним) коэффициентом искажения отображения f и обозначается симво-
лом KO(f).

Гомеоморфное отображение с ограниченным искажением называется ква-
зиконформным. Примерами отображений с 1-ограниченным искажением явля-
ются левые сдвиги πa : x 7→ a · x, a ∈ G, и растяжения δt.

В евклидовом случае и на группах Гейзенберга требование открытости и
дискретности избыточно: непостоянное отображение, удовлетворяющее пп. (b)
и (c) определения 4, непрерывно, открыто и дискретно (см. [26, 20, 12, 14]).
На двухступенчатых группах Карно G требование открытости и дискретно-
сти избыточно, если на группе G существует сингулярное в точке 0 решение
w ∈ W 1

∞,loc(G \ 0) уравнения div
[
|∇Lw|ν−2∇Lw

]
= 0 [14]. Такие решения су-

ществуют, например, на двухступенчатых группах Карно H-типа [11].
Основным результатом данного параграфа является

Теорема 3. Для любых фиксированных q, s ∈ (0, 1) существуют неубы-
вающие функции µ1(·, q) : (0,∞) → (0,∞), µ1(t, q) → 0 при t → 0, µ2(·, q, s) :
(0,∞) → (0,∞), µ2(t, q, s) → 0 при t → 0, такие, что для любого отображения
с ограниченным искажением f : B(a, r) → G, B(a, r) ⊂ G, ρ(f(x)) ≤ 1 для
всех x ∈ B(a, r), существует отображение θ с 1-ограниченным искажением, для
которого

ρ(f(x), θ(x)) ≤ µ1[KO(f)− 1, q] для всех x ∈ B(a, qr), (10)
∫

B(a,qsr)

|Dhf(x)−Dhθ(x)|ν dx ≤ µ2[KO(f)− 1, q, s]. (11)
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Доказательство. Соотношение (10) — это устойчивость отображений с
ограниченным искажением в равномерной норме, которая доказана в [27, тео-
рема 5]. Там она сформулирована немного в другом виде, но легко переносится
на наш случай.

Пусть B(a, r) = B(0, 1). Доказательство устойчивости в норме Соболева
(соотношение (11)) основывается на лемме 3, приведенной ниже. Покажем, как
из леммы 3 получить (11).

Пусть верно противное. Тогда существуют числа ε > 0, s, q ∈ (0, 1), по-
следовательность отображений fj : B(0, 1) → G с ограниченным искажением,
KO(fj) < 1 + 1

j , ρ(fj(x)) ≤ 1 для всех x ∈ B(0, 1), и последовательность отобра-
жений θj , KO(θj) = 1, такие, что

sup
x∈B(0,q)

ρ(fj(x), θj(x)) ≤ µ1(KO(fj), q) и
∫

B(0,sq)

|Dhfj(x)−Dhθj(x)|ν dx ≥ ε.

В силу [27, с. 282] последовательность {fj} равностепенно непрерывна и рав-
номерно ограничена на любой области, компактно вложенной в шар B(0, 1),
например, на шаре B(0, q). По теореме Асколи — Арцела существуют отобра-
жение f0 и равномерно сходящаяся к нему подпоследовательность, которую мы
будем для краткости также обозначать через {fj}. По теореме 1 работы [13]
отображение f0 будет отображением с 1-ограниченным искажением. Очевид-
но, что и отображения θj будут равномерно сходиться к f0 на шаре B(0, q) при
j →∞. В силу леммы 3 имеем∫

B(0,sq)

|Dhfj −Dhf0|ν dx→ 0 и
∫

B(0,sq)

|Dhθj −Dhf0|ν dx→ 0.

Следовательно,

ε ≤
∫

B(0,sq)

|Dhfj −Dhθj |ν dx

≤ 2ν−1
∫

B(0,sq)

|Dhfj −Dhf0|ν dx+ 2ν−1
∫

B(0,sq)

|Dhθj −Dhf0|ν dx.

Получаем противоречие, так как правая часть в неравенстве стремится к нулю.
Пусть теперь отображение f с ограниченным искажением определено на

произвольном шаре B(a, r). Тогда отображение g = f ◦ πa ◦ δr определено на
шаре B(0, 1), причем KO(g) = KO(f) и ρ(g(x)) = ρ(f(a · δr(x))) ≤ 1 для всех
x ∈ B(0, 1). Следовательно, отображение g близко к некоторому отображению ψ
с 1-ограниченным искажением. Легко видеть, что отображение θ = ψ◦δr−1◦πa−1

с 1-ограниченным искажением является искомым для f . �

Лемма 3. Пусть задана такая последовательность gk : B(0, q)→ G отобра-
жений с ограниченным искажением, что KO(gk)→ 1 при k →∞ и отображения
gk равномерно сходятся на шаре B(0, q) к отображению g0 при k →∞. Тогда

∫

B(0,sq)

|Dhgk(x)−Dhg0(x)|ν dx→ 0 (12)

при k →∞ для любого числа s < 1.
Доказательство. По теореме 1 работы [13] отображение g0 будет отоб-

ражением с 1-ограниченным искажением. Обозначим B = B(0, q). Возьмем
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неотрицательную функцию ξ ∈ C∞0 (B) такую, что ξ = 1 на sB = B(0, sq).
С одной стороны,
∫

B

|Dhgk(x)|νξ(x) dx ≤ KO(gk)
∫

B

J(x, gk)ξ(x) dx→
∫

B

J(x, g0)ξ(x) dx

=
∫

B

|Dhg0(x)|νξ(x) dx

при k → ∞ в силу слабой непрерывности якобианов [13, лемма 9]. С другой
стороны, полунепрерывность снизу интеграла энергии [13, лемма 10] влечет

∫

B

|Dhg0(x)|νξ(x) dx ≤ lim inf
k→∞

∫

B

|Dhgk(x)|νξ(x) dx.

Ввиду произвольности выбора функции ξ имеем ‖Dhgk‖ν,sB → ‖Dhg0‖ν,sB при
k →∞. Так как пространство W 1

ν равномерно выпукло при 1 < ν <∞, сходи-
мость норм вместе с равномерной сходимостью gk → g0 влечет сходимость (12).
Свойства равномерно выпуклых пространств можно найти в [28]. �

Группа отображений с 1-ограниченным искажением известна в явном виде
только на группах Гейзенберга и в евклидовых пространствах Rn, n ≥ 3. На
общих группах Карно структура отображений с 1-ограниченным искажением
неизвестна.

Всюду далее в этом параграфе будем предполагать, что верна следующая

Гипотеза. ЕслиKO(f) = 1, то отображение f с ограниченным искажением
является гомеоморфизмом.

В евклидовом случае и на группе Гейзенберга данная гипотеза выполняет-
ся, так как любое отображение с ограниченным искажением при KO = 1 есть
сужение действия мёбиусова преобразования. В частности, оно является гомео-
морфизмом.

Применяя рассуждения, аналогичные доказательству теоремы 3, получаем
следующее утверждение.

Теорема 4. Для всех фиксированных чисел q, s ∈ (0, 1) существуют неубы-
вающие функции µ3(·, q) : (0,∞) → (0,∞), µ3(t, q) → 0 при t → 0, µ4(·, q, s) :
(0,∞)→ (0,∞), µ4(t, q, s)→ 0 при t→ 0, такие, что для любого отображения с
ограниченным искажением f : B(a, r) → G, B(a, r) ⊂ G, существует отображе-
ние θ с 1-ограниченным искажением, для которого

ρ(θ−1 ◦ f(x), x) ≤ rµ3[KO(f)− 1, q] для всех x ∈ B(a, qr);
( ∫

B(a,qsr)

|Dh(θ−1 ◦ f)(x)− I|ν dx
)1/ν

≤ rµ4
[
KO(f)− 1, q, s

]
.

Поскольку мы предположили, что отображение с 1-ограниченным искаже-
нием — гомеоморфизм, из близости отображения f с ограниченным искажением
к отображению с 1-ограниченным искажением в равномерной норме вытекает
локальная инъективность f .

Лемма 4. Пусть заданы непрерывное отображение f : B(a, r)→ G и отоб-
ражение θ с 1-ограниченным искажением такие, что θ−1(f(x)) определено всюду
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на шаре B(a, r) и ρ(θ−1◦f(x), x) < r
2c2 (1−cσ), σ < 1

c , для всех x ∈ B(a, r). Тогда
f инъективно на шаре B(a, σr) и θ(x) 6=∞ для любого x ∈ B(a, σr).

В евклидовом случае лемма 4 доказана в [3, гл. 4, лемма 2.6] и в [29].
Доказательство. Положим g = θ−1 ◦ f , gs(x) = g(x) · (δsg(x))−1 · δsx,

где s ∈ [0, 1]. Тогда gs — гомотопия отображения g в тождественное. Зададим
произвольную точку ξ ∈ σB и положим B0 = B

(
a,
(
1− cσ−h2

)
r
)
, где h = ρ(ξ, a).

Очевидно, σB ⊂ B0 ⊂ B, ρ(x, ξ) ≥ 1
c

(
1−cσ−h2

)
r−hr >

( 1
c−σ

)
r для всех x ∈ ∂B0

и
ρ(gs(x), x) = ρ((δsg(x))−1 · δsx, (g(x))−1 · x)

≤ cρ(δsg(x), δsx) + cρ(g(x), x) ≤ (1/c− σ)r для всех s ∈ [0, 1], x ∈ B.
Отсюда ξ /∈ gs(∂B0). Следовательно, топологический индекс отображения gs от-
носительно точки ξ не зависит от s: µ(ξ, g, B0) = µ(ξ, g0, B0) = µ(ξ, g1, B0) = 1,
так как g1 = id. Поэтому g0 = θ−1 ◦ f инъективно на σB и, следователь-
но, отображение f инъективно на σB, так как θ — гомеоморфизм. Получаем
ξ ∈ g(B0) ⊂ g(B). В силу произвольности выбора ξ ∈ σB будет σB ⊂ g(B).
Следовательно, для любой точки x ∈ σB существует точка y ∈ B такая, что
x = g(y) = θ−1(f(y)) и θ(x) = f(y) 6=∞. �

Следствие. Существует такое число ε1 > 0, что всякое отображение с
ограниченным искажением, KO < 1+ ε1, определенное на области U группы G,
инъективно в шаре B

(
a, 5r

12c

)
при условии, что B(a, r) ⊂ U .

В частности, отображение с ограниченным искажением, KO < 1+ ε1, явля-
ется локальным гомеоморфизмом.

§ 4. Применение теории BSO на группах Гейзенберга

Группа Гейзенберга. Точки группы Гейзенберга Hn, n ≥ 1, отождеств-
ляются с точками пространства R2n+1, dimV1 = 2n, dimV2 = 1, однородная
размерность ν равна 2n+ 2. Левоинвариантные векторные поля

Xi =
∂

∂xi
+ 2xi+n

∂

∂x2n+1
, Xi+n =

∂

∂xi+n
− 2xi

∂

∂x2n+1
, i = 1, . . . , n,

образуют базис V1. Вместе с векторным полем X2n+1 = ∂
∂x2n+1

они образуют
стандартный базис алгебры Ли V . Для них имеют место только следующие
нетривиальные коммутационные соотношения:

[Xj , Xj+n] = −4X2n+1, j = 1, . . . , n.
В комплексной форме записи точку x ∈ Hn можно рассматривать как (z, t),

где z = (x1 + ixn+1, . . . , xn + ix2n) ∈ Cn, t = x2n+1 ∈ R. Тогда
(z, t) · (w, p) = (z + w, t+ p+ 2 Im(z, w)) — групповая операция,

ρ(z, t) = (|z|4 + t2)1/4 — однородная норма (9),

δs(z, t) = (sz, s2t), s > 0, — однопараметрическая группа растяжений.

Лемма 5. Имеет место неравенство ρ(y · x) ≤ ρ(y) + ρ(x) для всех точек
y, x ∈ Hn (т. е. c = 1).

Доказательство. Положим x = (z, t), y = (w, p), где z, w ∈ Cn, t, p ∈ R.
Покажем, что ρ(y · x)4 ≤

(
ρ(x) + ρ(y)

)4, т. е.

ρ(x)4+ρ(y)4+4|(w, z)|2+4Re(w, z)(|w|2+|z|2) + 4 Im(w, z)(p+t) + 2|z|2|w|2 + 2tp

≤ ρ(x)4 + ρ(y)4 + 4ρ(x)ρ(y)
(
ρ(x)2 + ρ(y)2

)
+ 6ρ(x)2ρ(y)2.
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Введем следующие обозначения: ρ(y) = a, ϕ ∈ [0, π/2], |w| = a
√cosϕ, |p| =

a2 sinϕ, ρ(x) = b, ψ ∈ [0, π/2], |z| = b
√

cosψ, |t| = b2 sinψ, θ ∈ [0, π/2], |Re(w, z)| =
cos θ|(w, z)|, | Im(w, z)| = sin θ|(w, z)|. Тогда
|Re(w, z)(|w|2 + |z|2) + Im(w, z)(p+ t)|

≤ ab
√

cosϕ cosψ(a2 cosϕ cos θ + a2 sinϕ sin θ + b2 cosψ cos θ + b2 sinψ sin θ)

= ab
√

cosϕ cosψ(a2 sin(ϕ− θ) + b2 sin(ψ − θ)) ≤ ab(a2 + b2)
и
|2|(w, z)|2 + |z|2|w|2 + tp| ≤ 3a2b2 cosϕ cosψ + a2b2 sinϕ sinψ

≤ 3a2b2 cos(ϕ− ψ) ≤ 3a2b2,

что завершает доказательство. �

В комплексной форме записи векторные поля

Zj =
1
2
(Xj − iXj+n) =

∂

∂zj
+ iz̄j

∂

∂t
, Zj =

1
2
(Xj + iXj+n) =

∂

∂z̄j
− i zj

∂

∂t
,

T = X2n+1 =
∂

∂t
,

j = 1, . . . , n, образуют левоинвариантный базис алгебры Ли V .

Группа мëбиусовых преобразований. Группа SU(1, n + 1) конформ-
ным образом действует на одноточечной компактификации Ĥn = Hn ∪ {∞}
группы Гейзенберга (см., например, [17, 18, 20]). Вместе с «отражением» ι :
Hn → Hn, ι(z, t) = (z̄,−t), группа SU(1, n+ 1) порождает группу Mn, конформ-
но действующую на Ĥn. Поскольку мы рассматриваем только сохраняющие
ориентацию отображения, то Mn = M+

n ∪M−
n , где M+

n = SU(1, n+ 1) и

M−
n =

{
SU(1, n+ 1)ι при нечетных n,
∅ при четных n.

Всякий элемент M+
n является композицией следующих отображений [18, с. 35]:

1) левый сдвиг πa(x) = a · x, a ∈ Hn;
2) растяжение δsx = (sz, s2t), s > 0;
3) поворот ϕA(x) = (Az, t), A ∈ U(n);
4) инверсия j(x) =

(
z

|z|2−it ,
−t
ρ(x)4

)
.

Имеет место следующий аналог теоремы Лиувилля.

Теорема 5 (теорема типа Лиувилля [12, теорема 12], см. также [20]). Если
ϕ — отображение с ограниченным искажением связной области U ⊂ Hn и
KO(ϕ) = 1, то ϕ равно сужению на U действия элемента группы Mn.

Обычно в группу конформных отображений включают постоянные отобра-
жения. Мы рассматриваем только непостоянные отображения. По аналогии с
евклидовым случаем будем называть Mn группой мëбиусовых преобразований.
Очевидным следствием теоремы типа Лиувилля является выполнение гипотезы
из § 3 о гомеоморфности отображений с 1-ограниченным искажением.

Для C4-гладких квазиконформных отображений теорема типа Лиувилля
доказана в [17], а для произвольных квазиконформных отображений — в [19].

Предложение 1. Пусть ϕ ∈ Mn. Тогда ϕ = πc ◦ ϕA ◦ δτ ◦ j ◦ πb ◦ j, если
ϕ ∈ M+

n , и ϕ = ι ◦ πc ◦ ϕA ◦ δτ ◦ j ◦ πb ◦ j, если ϕ ∈ M−
n , где b, c ∈ Hn, A ∈ U(n),

τ ∈ (0,∞).
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В частности, если ϕ(∞) =∞, то b = 0 и ϕ = (ι◦)πc ◦ ϕA ◦ δτ .
Доказательство. Можно считать, что ϕ ∈ M+

n , иначе рассмотрим ι ◦ ϕ.
Нетрудно проверить, что ι ◦ ι = id, ι ◦ πa = πι(a) ◦ ι, ι ◦ δs = δs ◦ ι, ι ◦ϕA = ϕA ◦ ι,
πa ◦ πb = πab, πa ◦ δs = δs ◦ πδ 1

s
a, πa ◦ ϕA = ϕA ◦ πϕA∗ (a), δs1 ◦ δs2 = δs1s2 ,

δs ◦ ϕA = ϕA ◦ δs, δs ◦ j = j ◦ δ 1
s
, ϕA ◦ ϕB = ϕAB , ϕA ◦ j = j ◦ ϕA, j ◦ j = id,

ι ◦ j = j ◦ ι, где a, b ∈ Hn, s, s1, s2 > 0, A,B ∈ U(n). Только инверсия и сдвиг
не перестановочны. Однако для всякой точки b = (b, β) ∈ Hn, b ∈ Cn, β ∈ R,
выполнено

j ◦ πb ◦ j = ϕA ◦ δτ ◦ πd ◦ j ◦ πc, где c=
(

b

|b|2 + iβ
,
−β
|a|4

)
,

d=
(
−b(|b|2 − iβ)
|b|2 + iβ

,−β
)
, τ=

1
|b|2

, A=
|b|2I
|b|2 − iβ

− 2(|b|2 + iβ)
|b|2(|b|2 − iβ)

b · bt.

Следовательно, ϕ имеет нужный вид. �

Алгебра Ли группы M+
n . Обозначим через �+

n алгебру Ли группы M+
n .

По определению алгебры Ли векторному полю v ∈ �+
n соответствует однопара-

метрическая группа отображений hs = exp sv из M+
n , h0 = id, hs ◦ht = hs+t для

всех s, t > 0.
В базисе Z1, . . . , Zn, Z1, . . . , Zn, T векторное поле v записывается в виде v =

(u, p) =
n∑
k=1

ukZk + ūkZk + pT , где u : Hn → Cn, p : Hn → R.

Лемма 6. Линейное пространство �+
n натянуто на следующие подпрост-

ранства:
1) (a, b+ 4 Im(a, z)), a ∈ Cn, b ∈ R, hs = π(sa,sb);
2) (αz, 2αt), α ∈ R, hs = δeαs ;
3) (Bz, 2 Im(Bz, z)), B+B∗ = 0 — косоэрмитова (n×n)-матрица, hs = ϕesB ;
4) ((|z|2 − it)(iγz + c) − 2(z, c)z, γρ(x)4 − 4|z|2 Im(z, c) − 4tRe(z, c)), c ∈ Cn,

γ ∈ R, hs = j ◦ π(sc,sγ) ◦ j.
Доказательство. В силу [18, предложения 24, 25] векторное поле v =

(u, p) принадлежит �+
n , если p ∈ C∞, ZjZkp ≡ 0 для всех j, k = 1, . . . , n и

u = iZp
2 . Нетрудно проверить, что во всех случаях эти условия выполнены.

Осталось показать, что в �+
n ничего больше нет. Из теоремы 5 мы знаем,

что dim�+
n = dimM+

n = dimSU(1, n+ 1) = n2 + 4n+ 3. Таким образом, мы на-
шли размерность �+

n : 2n+ 1 (сдвиги) +1 (растяжение) +n2 (повороты) +2n+ 1
(инверсия со сдвигом). �

Производные мëбиусовых преобразований и допустимый класс.
Фиксируем число h2 > 1. Для шара B = B(a, r) обозначим через B′′ шар
B(a, h2r).

Покажем, что аналогично евклидову случаю (см. [3, гл. 4, леммы 2.4, 2.5])
производные мëбиусовых преобразований групп Гейзенберга образуют допусти-
мый класс.

Теорема 6. Класс SM = {SM(B)}B⊂Hn , где SM(B) = {Dhϕ | ϕ ∈ Mn,
∞ /∈ ϕ(B′′)}, удовлетворяет условиям I–III определения 1 для допустимого клас-
са.
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Лемма 7. Пусть j(x) =
(

z
|z|2−it ,

−t
ρ(x)4

)
, x = (z, t), — инверсия. Тогда

|Dhj(x)| = ρ(x)−2 для всех x 6= 0.
Доказательство. Для всех k,m = 1, . . . , n имеем

Zmjk =
−zk(zm − i(−izm))

(|z|2 − it)2
= 0, Zmjk =

δkm
|z|2 − it

− 2zkz̄m
(|z|2 − it)2

.

Отсюда Zj = 1
|z|2−itI −

2z·z̄t
(|z|2−it)2 , где z · z̄t =




z1z̄1 . . . z1z̄n

...
. . .

...
znz̄1 . . . znz̄n



 — (n, n)-

матрица. Поскольку

(Zj)∗Zj =
(

1
|z|2 + it

I − 2z · z̄t

(|z|2 + it)2

)(
1

|z|2 − it
I − 2z · z̄t

(|z|2 − it)2

)
=

1
ρ(x)4

I,

то |Dhj| =
∣∣∣∣

(
ReZj + ReZj − ImZj + ImZj
ImZj + ImZj ReZj − ReZj

)∣∣∣∣ = |Zj| = ρ(x)−2. �

Лемма 8. Пусть заданы две точки x, y ∈ Hn такие, что ρ(x, y) < 1 и
min{ρ(x), ρ(y)} ≥ δ > 0. Тогда

|Dhj(x)−Dhj(y)| ≤ Cmax{ρ(x)−2, ρ(y)−2} ‖x−1 · y‖R2n+1 .

Константа C зависит только от δ.
Доказательство. Положим x = (z, t), y = (w, p), где z, w ∈ Cn, t, p ∈ R,

и γ = ‖x−1 · y‖R2n+1 = (|w − z|2 + |p − t − 2 Im(z, w)|2)1/2. Очевидно, что γ < 1
при условии, что ρ(x−1 · y) < 1.

Без ограничения общности можно считать, что δ ≤ ρ(x) ≤ ρ(y). Так как
Zj ≡ 0, то |Dhj(x)−Dhj(y)| = |Zj(x)− Zj(y)|. Следовательно,

|Dhj(x)−Dhj(y)| =
∣∣∣∣

1
|z|2 − it

I − 2zz̄t

(|z|2 − it)2
− 1
|w|2 − ip

I +
2wwt

(|w|2 − ip)2

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣

1
|z|2 − it

− 1
|w|2 − ip

∣∣∣∣+
∣∣∣∣

2 z z̄t

(|z|2 − it)2
− 2wwt

(|w|2 − ip)2

∣∣∣∣ = I1 + I2.

Оценим I1:

I1 =
1

ρ(x)2

∣∣|w|2 − |z|2 − i(p− t)
∣∣

ρ(y)2

≤
∣∣|w| − |z|

∣∣(|w|+ |z|) + |p− t− 2 Im(z, w)|+ 2| Im(z, w − z)|
ρ(x)2ρ(y)2

≤ γ

ρ(x)2
3ρ(x) + ρ(y) + 1

ρ(y)2
≤ γ

ρ(x)2

(
4
δ

+
1
δ2

)
.

Обозначим v = z −w. Имеем |v| ≤ γ и zz̄t = (w+ v)(w+ v̄)t. Следовательно, I2
оценивается как

I2 =
∣∣∣∣2
wwt + wv̄t + vwt + vv̄t

(|z|2 − it)2
− 2wwt

(|w|2 − ip)2

∣∣∣∣

≤ 2|w|2I1
∣∣∣∣

1
|z|2 − it

+
1

|w|2 − ip

∣∣∣∣+ 2
∣∣∣∣
w v̄t + v wt + v v̄t

(|z|2 − it)2

∣∣∣∣

≤ 2ρ(y)2
γ

ρ(x)2
3ρ(x) + ρ(y) + 1

ρ(y)2

(
1

ρ(x)2
+

1
ρ(y)2

)
+ 2

2γρ(y) + γ2

ρ(x)4

≤ 2γ
ρ(x)2

(
10
δ

+
7
δ2

)
. �



Класс отображений с ограниченным удельным колебанием 329

Фиксируем 1 < h1 < h2. Обозначим B = B(a, r), B′ = B(a, h1r), B′′ =
B(a, h2r).

Лемма 9. Пусть ϕ ∈Mn, ϕ(x) 6=∞ для всех x ∈ B′′. Тогда

α1‖Dhϕ‖C(B) ≤ |Dhϕ(x)| ≤ α2‖Dhϕ‖C(B)

для всех x ∈ B′. Здесь ‖Dhϕ‖C(B) = sup
x∈B
|Dhϕ(x)|, константы α1, α2 зависят

только от h1 и h2.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что ϕ ∈
M+
n . Если ϕ(∞) =∞, то по предложению 1 ϕ = πa ◦ ϕA ◦ δτ и Dhϕ(x) = τA. В

этом случае лемма, очевидно, верна.
Если ϕ(∞) 6= ∞, то ϕ = πb ◦ ϕA ◦ δτ ◦ (j ◦ πc−1), где b, c ∈ Hn, τ ∈ (0,∞),

A ∈ U(n). Мёбиусово преобразование ϕ переводит точку c в ∞. По условию
леммы отсюда вытекает, что точка c лежит вне шара B′′. В силу леммы 7 имеем
|Dhϕ(x)| = τ |Dhj(c−1 · x)| = τ

ρ(c,x)2 .
Введем следующие обозначения: x1 — ближайшая точка замкнутого шара

B
′
к точке c; x2 — ближайшая точка замкнутого шара B к точке c; x3 — наиболее

удаленная точка замкнутого шара B
′
от точки c; li = ρ(c, xi). Очевидно, l2 ≤

l1 +(h1 +1)r, l3 ≤ l2 +2r и ‖Dhϕ‖C(B) = τ l−2
2 . Так как c /∈ B′′, то l1 ≥ (h2−h1)r

и l2 ≥ (h2 − 1)r. Имеем

l−2
3 l22‖Dhϕ‖C(B) ≤ τ l−2

3 ≤ |Dhϕ(x)| ≤ τ l−2
1 ≤ l−2

1 l22‖Dhϕ‖C(B)

для всех точек x ∈ B′. Оценим коэффициенты:

l22
l21
≤
(

1 +
r(h1 + 1)

l1

)2

≤
(

1 +
h1 + 1
h2 − h1

)2

= α2,

l23
l22
≤
(

1 +
2rh1

l2

)2

≤
(

1 +
2h1

h2 − 1

)2

=
1
α1
. �

Следствие. Пусть ϕ ∈Mn, ϕ(x) 6=∞ для всех x ∈ B′′. Тогда

α1|B|−1/p‖Dhϕ‖p,B ≤ |Dhϕ(x)| ≤ α−1
1 |B|−1/p‖Dhϕ‖p,B для всех x ∈ B′.

Лемма 10. Пусть ϕ,ψ ∈Mn и ϕ,ψ 6=∞ на B′′. Тогда

|Dhϕ(x)−Dhψ(x)| ≤ α3

|B|

∫

B

|Dhϕ(y)−Dhψ(y)| dy

для всех x ∈ B. Константа α3 зависит только от h2.

Доказательство аналогично доказательству в евклидовом случае (см. [3,
гл. 4, лемма 2.5]).

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что B =
B(a, r) = B(0, 1), ϕ(0) = ψ(0) = 0, ‖Dhψ‖C(B) ≤ ‖Dhϕ‖C(B) = 1. Обозначим

ρ1(ϕ,ψ) = max
x∈B
|Dhϕ(x)−Dhψ(x)|, ρ2(ϕ,ψ) =

∫

B

|Dhϕ(y)−Dhψ(y)| dy.

Покажем, что отношение ρ1(ϕ,ψ)/ρ2(ϕ,ψ) ограничено сверху для всех мё-
биусовых отображений ϕ и ψ, удовлетворяющих условиям нормировки.

Предположим противное. Тогда существуют последовательности ϕm и ψm
такие, что ρ1(ϕm, ψm)/ρ2(ϕm, ψm)→∞ при m→∞.
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Так как ‖Dhψm‖C(B) ≤ ‖Dhϕm‖C(B) = 1 и ϕm(0) = ψm(0) = 0, то последо-
вательности ψm и ϕm равномерно равностепенно непрерывны в шаре B. Сле-
довательно, переходя к подпоследовательностям, можно считать, что ψm ⇒ ψ0
и ϕm ⇒ ϕ0 при m → ∞, ψ0, ϕ0 ∈ Mn. В общем случае возможно, что ψ0 ≡ 0.
Функция ϕ0 не является тождественно постоянной, так как Dhϕm → Dhϕ0 рав-
номерно на шаре B при m→∞. Тем самым max

x∈B
|Dhϕ0(x)| = 1.

Очевидно, что ρi(ϕm, ψm) → ρi(ϕ0, ψ0) при m → ∞, i = 1, 2. Так как по
предположению ρ1(ϕm, ψm)/ρ2(ϕm, ψm)→∞, то ρ2(ϕ0, ψ0) должно быть равно
0. Следовательно, ϕ0 = ψ0, что невозможно, если ϕ0 ∈ M+

n , ψ0 ∈ M−
n или

ψ0 ∈M+
n , ϕ0 ∈M−

n .
Таким образом, без ограничения общности можно считать, что ϕm, ψm ∈

M+
n , m = 0, 1, . . . .

Пусть α : U → Rd, d = dimM+
n = n2 + 4n + 3, — допустимая карта в

многообразии M+
n в окрестности U точки ϕ0. Положим α(ϕ0) = 0, α(U) = V —

окрестность нуля в Rd. Для x ∈ Hn, t ∈ V положим ϕt(x) = ϕ(x, t) = α−1(t).
Пусть ϕm(x) = ϕ(x, tm), ψm(x) = ϕ(x, um). Без ограничения общности можно
считать, что qm = (tm − um)/|tm − um| при m → ∞ стремится к единичному
вектору q. Имеем

ϕm(x)− ψm(x)
|tm − um|

=
ϕ(x, tm)− ϕ(x, um)

|tm − um|
→

d∑

j=1

qj
∂

∂tj
ϕ(x, 0) = ∂qϕ(x, 0)

при m→∞. Аналогичным образом получаем
Dhϕm(x)−Dhψm(x)

|tm − um|
=
Dhϕ(x, tm)−Dhϕ(x, um)

|tm − um|

→
d∑

j=1

qj
∂

∂tj
Dhϕ0(x) = ∂qDhϕ0(x)

при m → ∞. Положим Y (x) = ∂qϕ0(x) ∈ �+
n . Тогда DhY (x) = ∂qDhϕ0(x).

Покажем, что DhY (x) не обращается тождественно в нуль на шаре B.
Действительно, в противном случае Y (x) = Y (0) = lim

m→∞
ϕm(0)−ψm(0)
|tm−um| = 0.

Напомним, что |q| = 1. Следовательно, α — вырожденная система координат.
Отсюда

ρ1(ϕm, ψm)
ρ2(ϕm, ψm)

=
ρ1(ϕm, ψm)
|tm − um|

(
ρ2(ϕm, ψm)
|tm − um|

)−1

→
max
x∈C(B)

|DhY (x)|
∫

B

|DhY (x)| dx
6=∞. �

Доказательство теоремы 6. Теорема 6 является прямым следствием
лемм 9 и 10. �

§ 5. Доказательство теоремы 2

Обозначение. 1. Для элемента x = (x1, . . . , x2n+1) ∈ Hn обозначим x̃ =
(x1, . . . , x2n).

2. Положим (u)B := 1
|B|
∫

B

u(x) dx для измеримой функции u на шаре B.

3. Введем следующее обозначение для отображения ϕ : B → Hn, B ⊂ Hn:

(ϕ)B =
(

1
|B|

∫

B

ϕ1(x) dx,
1
|B|

∫

B

ϕ2(x) dx, . . . ,
1
|B|

∫

B

ϕ2n+1(x) dx
)
.
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Как и в евклидовом случае, интегральная близость производных двух отоб-
ражений влечет близость самих отображений. Мы доказываем этот факт с по-
мощью теорем вложения, которые для функций класса Соболева на группах
Карно можно найти, например, в [30].

Лемма 11. Пусть для некоторого числа ω < 1 и непрерывных отображе-
ний f, θ ∈W 1

p (B(a, r),Hn) выполняется

‖Dhf −Dhθ‖p,B(a,r) ≤ ω‖Dhθ‖p,B(a,r).

Положим ψ(x) := [θ(x)]−1 · f(x) для всех x ∈ B(a, r).
1. Если p ≥ 2 и (ψ)B(a,r) = 0, то

‖ψ̃‖p,B(a,r) ≤ C1rω‖Dhθ‖p,B(a,r) и ‖ψ2n+1‖p/2,B(a,r) ≤ C2r
2ω‖Dhθ‖2p,B(a,r).

В частности, ‖ρ(f(x), θ(x))‖p,B(a,r) ≤ C3r
√
ω‖Dhθ‖p,B(a,r). Константы C1, C2, C3

зависят от n и p.
2. Если p > ν и ψ(a) = 0, то для всякого s ∈ (0, 1) выполнено

ρ(f(x), θ(x)) ≤ C4r
1−ν/p√ω‖Dhθ‖p,B(a,r) для всех x ∈ B(a, sr).

Константа C4 зависит от n, p и s.

Доказательство. Обозначим B = B(a, r). Оценим ∇Lψi(x) для всех
i = 1, . . . , 2n+ 1. Очевидно, что

‖∇Lψi‖p,B = ‖∇L fi −∇L θi‖p,B ≤ ‖Dhf −Dhθ‖p,B , i = 1, . . . , 2n.

Поскольку

ψ2n+1(x) = f2n+1(x)− θ2n+1(x) + 2
n∑

j=1

(
θj(x)fj+n(x)− θj+n(x)fj(x)

)
,

в силу условия контактности (Xif(x) ∈ V1(f(x)), i = 1, . . . , 2n) для отображений
f и θ для всех i = 1, . . . , 2n имеем

Xiψ2n+1 = Xif2n+1 −Xiθ2n+1

+ 2
n∑

j=1

(
Xiθjfj+n + θjXifj+n −Xiθj+nfj − θj+nXifj

)

= 2
n∑

j=1

(fj+n − θj+n)(Xifj +Xiθj)− (fj(x)− θj)(Xifj+n +Xiθj+n).

Получаем |Xiψ2n+1(x)| ≤ 2|ψ̃(x)| |Xif̃(x) +Xiθ̃(x)| для всех i = 1, . . . , 2n.
Пусть p ≥ 2 и (ψ)B = 0. Из неравенства Пуанкаре следуют требуемые

соотношения:

‖ψk‖p,B ≤ Cr‖∇Lψk‖p,B ≤ Crω‖Dhθ‖p,B , k = 1, . . . , 2n,

‖ψ2n+1‖p/2,B ≤ Cr‖∇Lψ2n+1‖p/2,B
≤ 2Cr‖ψ̃(x)‖p,B‖Dhf +Dhθ‖p,B ≤ Cr2ω‖Dhθ‖2p,B .

Пусть p > ν и ψ(a) = 0 или, эквивалентно, f(a) = θ(a). Из теоремы
вложения получаем

|ψk(x)| ≤ Cr1−ν/p‖∇Lψk‖p,B ≤ Cr1−ν/pω‖Dhθ‖p,B

для всех x ∈ σ + 1
2

B, k = 1, . . . , 2n,
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|ψ2n+1(x)| ≤ Cr1−ν/p‖∇Lψ2n+1‖p,σ+1
2 B ≤ C1r

1−ν/p‖ψ̃‖C(σ+1
2 B)‖Dhf +Dhθ‖p,B

≤ C2r
2−2ν/pω‖Dhθ‖2p,B для всех x ∈ σB.

Следовательно, ρ(f(x), θ(x)) ≤ C3r1−ν/p
√
ω‖Dhθ‖p,B для всех x ∈ B(a, σr). �

Обозначим B = B(a, r), B′ = B(a, h1r), B′′ = B(a, h2r), B̂ = B(a, h3r), где
1 < h1 < h2 < h3.

Лемма 12. Пусть f ∈ W 1
p (B̂,Hn), p ≥ 2, θ ∈ Mn, g = θ−1 ◦ f . Предполо-

жим, что выполнены следующие условия:
1) ρ(g(x), x) ≤ υr для всех x ∈ B̂,
2) (ψ)B = 0, где ψ(x) = x−1 · g(x),
3) ‖Dhg(x)− I‖p,B ≤ ωrν/p, ω < 1.
Тогда существует постоянная υ0 < 1 такая, что при υ < υ0 справедливо

неравенство
‖Dhf(x)−Dhθ(x)‖p/2,B ≤ Cω‖Dhθ‖p/2,B

и θ(x) 6=∞ для всех x ∈ B′′. Константа C зависит от n и p.

Доказательство. В силу леммы 4 θ(x) 6=∞ для всех x ∈ B′′ и g(B) ⊂ B′,
если υ < h3−h2

4 и υ < h1 − 1. Положим υ0 = min
{
h3−h2

4 , h1 − 1, 1
}

и рассмотрим
υ < υ0.

Фиксируем точку x ∈ B. Имеем

Dhf(x)−Dhθ(x) = Dh(θ ◦ g)(x)−Dhθ(x) = Dhθ(g(x))Dhg(x)−Dhθ(x)
= Dhθ(g(x))(Dhg(x)− I) + (Dhθ(g(x))−Dhθ(x)).

Следовательно,

‖Dhf −Dhθ‖p/2,B ≤ ‖Dhθ‖C(B′)‖Dhg − I‖p/2,B + ‖Dhθ(g(·))−Dhθ(·)‖p/2,B .

Оценим второе слагаемое. Без ограничения общности можно считать, что θ ∈
M+
n .

(i) Пусть θ(∞) = ∞. Тогда Dhθ ≡ const и, следовательно, Dhθ(g(·)) −
Dhθ(·) ≡ 0.

(ii) Пусть θ(∞) 6=∞. Тогда по предложению 1 θ = πc ◦ δτ ◦ϕA ◦ j ◦ π−b, где
c, b ∈ Hn, A ∈ U(n), τ > 0.

Рассмотрим отображение δr ◦ θ = πδrc ◦ δτ ◦ϕA ◦ j ◦ δ1/r ◦π−b и точку x ∈ B.
Положим y1 = y1(x) = δ1/r(−b · g(x)) и y2 = y2(x) = δ1/r(−b · x). Очевидно,

что Dhθ(g(x)) = τ
r2ADhj(y1) и Dhθ(x) = τ

r2ADhj(y2). Так как θ 6= ∞ на шаре
B′′, то b /∈ B′′ и, следовательно, ρ(y1) ≥ h2 − h1 и ρ(y2) ≥ h2 − 1.

Легко видеть, что ρ(y1, y2) = 1
rρ(ψ(x)) < υ и

∥∥y−1
2 · y1

∥∥ ≤ ρ(y1, y2) < 1, если
υ < 1. Применяя лемму 8 для точек y1, y2, получаем

|Dhθ(g(x))−Dhθ(x)| =
τ

r2
|Dhj(y1)−Dhj(y2)|

≤ C τ

r2
∥∥y−1

2 · y1
∥∥max{ρ(y1)−2, ρ(y2)−2} ≤ C

∥∥y−1
2 · y1

∥∥ · ‖Dhθ‖C(B′).

В силу леммы 11
∥∥y−1

2 · y1
∥∥
p/2,B ≤

1
r
‖ψ̃‖p/2,B +

1
r2
‖ψ2n+1‖p/2,B ≤ Cr2ν/pω.

Следовательно, ‖Dhθ(g(·))−Dhθ(·)‖p/2,B ≤ Cr2ν/pω‖Dhθ‖C(B′). По лемме 9 и ее
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следствию ‖Dhθ‖C(B′) ≤
‖Dhθ‖p/2,B
α1|B|2/p

. Отсюда

‖Dhf −Dhθ‖p/2,B ≤
‖Dhθ‖p/2,B
α1|B|2/p

‖Dhg − I‖p,B |B|2/p +
‖Dhθ‖p/2,B
α1|B|2/p

Cωr2ν/p

≤ Cω‖Dhθ‖p/2,B . �

Доказательство теоремы 2. Нетрудно проверить, что шары в метрике
Гейзенберга удовлетворяют условию (1) с некоторой константой κ > 1.

Рассмотрим шар B(a0, r0) ⊂ U и шар B0 = B
(
a0,

5r0
18

)
. Положим h1 = 6

5 ,
h2 = 3

2 , h3 = 9
5 . Тогда B̂0 = B

(
a0,

r0
2

)
. По теореме 4 существует отображение

ζ ∈Mn такое, что
sup
x∈B̂0

ρ(ζ−1 ◦ f(x), x) ≤ r0µ3(KO − 1, 1/2),

‖Dh(ζ−1 ◦ f)− I‖ν,B0 ≤ r0µ4(KO − 1, 1/2, 5/9).

Обозначим ψ(x) = x−1 · (π−b ◦ ζ−1 ◦ f(x)), где b ∈ Hn такое, что (ψ)B0 = 0.
Положим g = π−b ◦ζ−1 ◦f = ϕ−1 ◦f , где ϕ = ζ ◦πb ∈Mn. Отметим, что g : B̂0 →
Hn является отображением с ограниченным искажением, KO(g) = KO(f) = KO,
Dhg = Dh(ζ−1 ◦ f) и

sup
x∈B̂0

ρ(g(x), x) ≤ r0(c1µ3(KO − 1, 1/2) + c2
√
µ3(KO − 1, 1/2)) = r0µ5(KO − 1).

Пусть KO < 1 + ε2, где ε2 такое, что 18
5 µ5(ε2) < υ0, υ0 из леммы 12, и

18
5 µ4(ε2, 1/2, 5/9) < 1. Тогда по лемме 12
‖Dhf −Dhϕ‖ ν2 ,B0 ≤ Cµ4(KO − 1, 1/2, 5/9)‖Dhϕ‖ ν2 ,B0 = µ0(KO − 1)‖Dhϕ‖ ν2 ,B0 .

Рассмотрим шар B = B(a, r) ⊂ 1
2B0. Отображение с ограниченным иска-

жением g задано на шаре B̂0 ⊃ 2B̂. Поэтому, повторяя предыдущие рассуж-
дения, получаем, что Dhg ∈ BSOν/2(SM) на шаре 1

2B0 и osc(Dhg, ν/2, SM) =
µ0(KO − 1).

По теореме 1 существует константа σ0 такая, что если µ0(KO − 1) < σ0,
то для Dhg можно улучшить показатель интегрируемости на шаре 9

10

( 1
2B0

)
=

B
(
a0,

r0
8

)
. Если KO < ε0 + 1, где 0 < ε0 ≤ ε2, µ0(ε0) < σ0 и 2σ0

µ0(ε0)
> ν, то

остальные утверждения теоремы вытекают из лемм 11 и 12. �
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17. Korányi A., Reimann H. M. Quasiconformal mappings on the Heisenberg group // Invent.
Math.. 1985. V. 80. P. 309–338.
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