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ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ ПРОСТОЙ ГРУППЫ PSL5(5)
ПО МНОЖЕСТВУ ПОРЯДКОВ ЕЕ ЭЛЕМЕНТОВ

М. Р. Дарафшех, А. Садрудини

Аннотация. Пусть G — конечная группа и ω(G) — множество порядков элементов
из G. Для простой группы PSL5(5) доказано, что если G — конечная группа такая,
что ω(G) = ω(PSL5(5)), то либо G ∼= PSL5(5), либо G ∼= PSL5(5) : 〈θ〉, где θ —
графовый автоморфизм PSL5(5) порядка 2.
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1. Введение. Для конечной группы G через ω(G) будем обозначать мно-
жество порядков элементов из G и называть его спектром G. Это множество
замкнуто и частично упорядочено по делимости, поэтому оно однозначно опре-
деляется множеством µ(G) его максимальных элементов. Пусть h(G) — число
неизоморфных конечных групп G, имеющих ω(G) множеством порядков их эле-
ментов. Группу G называют характеризуемой или распознаваемой по множе-
ству ω(G), если h(G) = 1, k-распознаваемой, если h(G) = k, и нераспознаваемой,
если h(G) = ∞.

Для конечной группы G множество ω(G) задает граф, у которого верши-
ны суть простые делители порядка группы G и два различных простых p и q
смежны, если в G есть элемент порядка pq. Этот граф определен Грюнбергом
и Кегелем, поэтому обозначается через GK(G) и называется графом Грюнбер-
га — Кегеля группы G. Мы будем также называть GK(G) графом простых
чисел группы G. Связные компоненты графа GK(G) будем обозначать через
πi, 1 ≤ i ≤ t(G), где t(G) — количество связных компонент графа. Определим
π1 как компоненту, содержащую простое число 2 для группы четного порядка.

В [1–3] доказано, что группы L2(q), q > 3, q 6= 9, характеризуемы. Группы
L3(q), q = 7, q = 2m, распознаваемы [4]. Относительно групп G = PSL3(q), q
нечетно, в [5] доказано, что h(G) = 1 при q = 11, 13, 19, 23, 25, 27; h(G) = 2 для
q = 17, 29. Группа PSL4(3) характеризуема [6].

Цель настоящей статьи — изучить свойство распознаваемости простой груп-
пы PSL5(5). В частности, будет доказанно, что простая группа PSL5(5) 2-
распознаваема по множеству порядков ее элементов. Это будет следовать из
гипотезы Ши и Би, справедливой для PSL5(5). Иначе говоря, если ω(G) =
ω(PSL5(5)) и |G| = |PSL5(5)|, то G ∼= PSL5(5).

2. Предварительные результаты. Приведем некоторые утверждения,
используемые при доказательстве основной теоремы нашей статьи.

Лемма 1 [7]. Пусть G — конечная разрешимая группа, все элементы ко-
торой примарны. Тогда |π(G)| ≤ 2.

Перечислим некоторые свойства фробениусовой группы, доказательства
которых могут быть найдены в [8].
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Лемма 2. Пусть G — фробениусова группа с ядром F и дополнением C.
Тогда

(a) F — нильпотентная группа; в частности, граф простых чисел F полный.
(b) |F | ≡ 1(mod |C|).
(c) Каждая подгруппа в C порядка pq, где p и q — (необязательно различ-

ные) простые числа, циклична. В частности, каждая силовская подгруппа в
C нечетного порядка циклична, и силовская 2-подгруппа в C либо циклична,
либо является обобщенной группой кватернионов. Если C неразрешима, то в
C есть подгруппа индекса не более 2, изоморфная SL2(5) ×M , где M имеет
циклические силовские p-подгруппы порядка, взаимно простого с 2, 3, 5.

Ниже фробениусова группа с ядром F и дополнением C обозначается через
F : C. Если F и C имеют соответственно порядки a и b, то F : C обозначается
также через a : b.

Определение. 2-Фробениусова группа — это группа G, имеющая нормаль-
ный ряд 1 E H E K E G такой, что K и G

H — фробениусовы группы с ядрами
H и K

H соответственно.

Лемма 3. Пусть G — 2-фробениусова группа. Тогда G разрешима.
Доказательство см. в [9]. �

Для групп с несвязным графом простых чисел полезен следующий резуль-
тат.

Лемма 4 [10]. Если G — группа такая, что t(G) ≥ 2, то она имеет одну из
следующих структур:

(a) G — фробениусова или 2-фробениусова группа;
(b) G имеет нормальный ряд 1 E N /G1 E G такой, что π(N)∪ π

(
G
G1

)
⊆ π1

и G1 = G1
N — неабелева простая группа.

Лемма 5 [11]. Пусть G — конечная группа, N / G и G
N — фробениусова

группа с ядром F и циклическим дополнением C. Если (|F |, |N |) = 1 и F не
содержится в NCG(N)

N , то p|C| ∈ ω(G) для некоторого простого делителя p числа
|N |.

Простое число r называют примитивным делителем qm−1, если r | qm−1,
но r - qi − 1 для всех 0 < i < m.

Лемма 6 [12]. Пусть L — конечная простая группа Ln(q), d = (q − 1, n).
(1) Если существует примитивный простой делитель r числа qn − 1, то L

включает фробениусову подгруппу с ядром порядка r и циклическим дополне-
нием порядка n.

(2) L содержит фробениусову подгруппу с ядром порядка qn−1 и цикличе-
ским дополнением порядка (qn−1−1)

d .
В дальнейшем мы будем обращаться к некоторому внешнему автоморфиз-

му общей линейной группы.
Определение. Пусть θ : GLn(q) −→ GLn(q) — отображение, переводящее

A в (At)−1, где At — транспонированная к A матрица и n ≥ 2. Тогда θ —
инволютивный внешний автоморфизм G = GLn(q), если (n, q) 6= (2, 2). Этот
автоморфизм называют графовым автоморфизмом группы G.

Согласно [13] если (n, q − 1) = 1 и q = p — простое число, то для n ≥ 3
имеем Out(PSLn(q)) ∼= Z2. Поэтому для PSL5(5) единственным внешним ав-
томорфизмом является графовый автоморфизм.
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Конечные простые группы G с несвязным GK(G) классифицированы в
[10, 14, 15]. Перечень таких групп можно найти в [16]. Большинство специаль-
ных проективных линейных групп имеют связный граф Грюнберга — Кегеля.
Такие группы с t(G) ≥ 2 описаны в табл. 1.

Таблица 1. Простые группы G = PSLn(q) с t(G) ≥ 2 (p простое нечетное)

G Условие π1 π2 π3 π4

PSLp(q) (p, q) 6= (3, 2), π

(
q
p−1∏
i=1

(qi − 1)
)

π
( qp−1

(q−1)(p,q−1)

)
— —

(3, 4)

PSLp+1(q) q − 1 | p+ 1 π

(
q(qp+1−1) π

( qp−1
q−1

)
— —

×
p−1∏
i=1

(qi−1)
)

PSL2(q) q ≡ 1(mod 4) π(q − 1) {p} π
( q+1

2

)
—

PSL2(q) q ≡ −1(mod 4) π(q + 1) {p} π
( q−1

2

)
—

PSL2(q) q > 2, q четно {2} π(q − 1) π(q + 1) —

PSL3(4) − {2} {3} {5} {7}

Тем самым если q = 5 и p — нечетное простое число, то t(PSLn(5)) = 2,
где n равно p или p+ 1. Связные компоненты графа Грюнберга — Кегеля для

PSLn(5) суть π1 = π

(
5
p−1∏
i=1

(5i − 1)
)

или π

(
5(5p+1 − 1)

p−1∏
i=1

(5i − 1)
)

соответ-

ственно в случаях n = p или n = p + 1. В любом случае вторая компонента
π2 = π

( 5p−1
4

)
.

Для группы PSL5(5) имеем |PSL5(5)| = 211 · 32 · 510 · 11 · 13 · 31 · 71, и
компоненты ее графа простых чисел — это π1 = {2, 3, 5, 13, 31} и π2 = {11, 71}.
Для нахождения множества порядков элементов PSL5(5) используем [17].

Имеем µ(PSL5(5)) = {120, 620, 624, 744, 781}. Поэтому ω(PSL5(5)) = {1, 2,
3, 4, 5, 6, 8, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 20, 24, 26, 30, 31, 39, 40, 48, 52, 60, 62, 71, 78, 93, 104,
120, 124, 155, 156, 186, 208, 248, 310, 312, 372, 620, 624, 744, 781} и граф простых чи-
сел для группы PSL5(5) имеет вид, изображенный на рис. 1.

13

31 5

2 3

11 71

Рис. 1. Граф простых чисел группы PSL5(5).

Лемма 7. Пусть G — простая группа лиева типа. Если {11, 71} ⊆ π(G) ⊆
{2, 3, 5, 11, 13, 31, 71}, то G изоморфна A4(5) ∼= PSL5(5).

Доказательство. Пусть G = L(q) — группа лиева типа над конечным
полем порядка q = ps, где p простое и s натуральное. Порядки таких групп
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описаны в [18] и равны произведениям чисел вида pk ± 1, где k ∈ N. Так как p
делит |G|, то p может быть одним из чисел: 2, 3, 5, 11, 13, 31, 71.

Если p = 2, то ясно, что порядок 2 по модулю 71 равен 35 и наибольшее
целое k, для которого 2k + 1 ≡ 0(mod 11), равно 5. Однако 7 | 23 − 1 и 7 - |G|.
Отсюда согласно [18] других кандидатов для G не возникает.

Если p = 3, то порядок 3 по модулю 11 равен 5 и порядок 3 по модулю 71
равен 35. Но 7 | 36 − 1 и 7 - |G|. Мы не получаем возможности для G и в этом
случае.

Если p = 5, то 11 | 55 − 1 и 71 | 55 − 1, откуда G ∼= A4(5) ∼= PSL5(5).
Если p = 11, то порядок 11 по модулю 71 равен 35. Так как 113−1 = 7×190

и 7 6∈ π(G), и в этом случае возможности нет.
Если p = 13, наибольшее целое k, для которого 13k + 1 ≡ 0(mod 11 или 71),

есть 5 или 35. Поскольку 7 | 13 + 1 и 7 - |G|, снова получили противоречие.
Если p = 31, то порядок 31 по модулю 11 равен 5, а по модулю 71 равен

70 и наибольшее целое k, для которого 31k + 1 ≡ 0(mod 71), равно 35. Так как
7 | 313 + 1, но 7 - |G|, приходим к противоречию.

Если p = 71, то 11 | 715 − 1, но 7 | 71 − 1, и так как 7 6∈ π(G), снова
противоречие. �

3. Доказательство основной теоремы. В этом пункте докажем 2-
распознаваемость группы PSL5(5).

Теорема 1. Пусть G — конечная группа. Если ω(G) = ω(PSL5(5)), то G
изоморфна PSL5(5) или PSL5(5) : 〈θ〉, где θ — графовый автоморфизм.

Доказательство. Имеем µ(PSL5(5)) = {120, 620, 624, 744, 781}. Пусть
G — конечная группа такая, что µ(G) = µ(PSL5(5)). Тогда компоненты графа
простых чисел группы G суть π1 = {2, 3, 5, 13, 31} и π2 = {11, 71}. По лемме 4 G
имеет одну из следующих структур:

(a) G — фробениусова или 2-фробениусова группа;
(b) G обладает нормальным рядом 1 E N / G1 E G таким, что π(N) ∪

π
(
G
G1

)
⊂ π1 и G1 := G1

N — неабелева простая группа и t(G1) ≥ 2.
Доказательство проведем в несколько шагов.
(i) G не может быть разрешимой.
Если G — разрешимая группа, то должна существовать {5, 11, 13}-холлова

подгруппа L в G. По условию ω(G) = ω(PSL5(5)) и все элементы L имеют
порядки простых степеней. Поэтому согласно лемме 1 должно быть π(L) ≤ 2;
противоречие.

(ii) G не является ни фробениусовой, ни 2-фробениусовой группой. Пред-
положим сначала, что G фробениусова с ядром H и дополнением C. Из лем-
мы 2(a) известно, чтоH — нильпотентная, а следовательно, разрешимая группа.
Если C разрешима, то G разрешима, что противоречит (i). Если C неразреши-
ма, то по лемме 2(c) C имеет подгруппу индекса не больше 2, изоморфную
SL2(5) ×M , где M имеет циклическую силовскую подгруппу порядка, взаим-
но простого с 2, 3, 5. Найдется простое число p в π1 такое, что p делит |M |
(p = 13, 31). Тогда 13 × 5 ∈ ω(G) или 31 × 5 ∈ ω(G); противоречие. Поэтому G
не фробениусова. По лемме 2 G не может быть 2-фробениусовой.

(iii) Существует нормальный ряд 1 E N / G1 E G такой, что G
G1

и N суть
π1-группы, G1 := G1

N — неабелева группа и t(G1) ≥ 2. Можно считать, что
G
N ≤ Aut(G1). Отметим, что одна из компонент графа простых чисел группы
G1 должна быть {11, 71}, откуда 11 и 71 оба делят |G1|.
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Согласно классификации конечных неабелевых простых групп возможно-
сти для G1 таковы: знакопеременная группа An, n ≥ 5, — одна из 26 спора-
дических простых групп и конечных простых групп лиева типа. Разберемся с
указанными классами по отдельности.

Случай 1. Пусть G1 — знакопеременная группа An, n ≥ 5. Так как
11 ∈ ω(G1), имеем n ≥ 11, откуда 7 ∈ ω(G); противоречие.

Случай 2. В силу [18] легко увидеть, что G1 не может быть изоморфна
спорадической простой группе.

Случай 3. Пусть, наконец, G1 — простая группа лиева типа. По лемме 7
G1 ∼= PSL5(5). Поэтому G

N ≤ Aut(PSL5(5)), значит, G
N
∼= PSL5(5) или G

N
∼=

PSL5(5) : 〈θ〉, где θ — графовый автоморфизм PSL5(5).
Покажем теперь, что N = 1. Предположим, что N 6= 1. Тогда мож-

но считать, что N — элементарная абелева p-группа для некоторого простого
p ∈ π1 = {2, 3, 5, 11, 13, 31, 71}. Допустим сначала, что p 6= 5. По лемме 6(2)
PSL5(5) содержит фробениусову группу вида 54 : 624. Поскольку G

N содер-
жит подгруппу, изоморфную PSL5(5), то G

N включает фробениусову подгруппу
H
N = 54 : 624 = F : C. Так как NCH(N)

N
∼= CH(N)

N∩CH(N) и CH(N) ≤ CG(N) = N ,

выводим, что F не содержится в NCH(N)
N . По лемме 5 получаем элемент порядка

624p в G; противоречие. Поэтому будем считать, что N — элементарная абеле-
ва 5-группа. Но 11 — простой делитель 55 − 1, откуда по лемме 6(1) PSL5(5)
содержит фробениусову группу вида 11 : 5. Вновь используя лемму 5, заклю-
чаем, что G включает элемент порядка 5 · 5 = 25; противоречие с ω(PSL5(5)).
Это окончательное противоречие показывает, что N = 1, откуда G ∼= PSL5(5)
или G ∼= PSL5(5) : 〈θ〉. Использовав GAP, мы получили 465 классов сопряжен-
ности для PSL5(5) : 〈θ〉, у которых множество порядков элементов такое же,
как у PSL5(5). Так что на самом деле ω(PSL5(5)) = ω(PSL5(5)) : 〈θ〉 и группа
PSL5(5) 2-распознаваема. �
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