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ВАРИАЦИИ ЕМКОСТЕЙ
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Аннотация. Получены оценки искажения модулей четырехсторонников, приве-
денных модулей и емкостей Робена в зависимости от изменения границы области.
Показано, что при достаточно гладких вариациях границы соответствующие ва-
риации модулей и емкостей пропорциональны площади варьируемого участка об-
ласти в некоторой экстремальной метрике. Полученные результаты применены к
исследованию обобщенной задачи М. А. Лаврентьева о нахождении формы дужки
заданной длины максимальной подъемной силы при ограничении на ее кривизну.
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1. Введение

В [1] автором дано решение обобщенной задачи М. А. Лаврентьева [2] о
форме дужки заданной длины, которая обеспечивает максимальную подъемную
силу при некотором ограничении на кривизну дужки.

М. А. Лаврентьев ставил задачу следующим образом. Пусть гладкая дуга
γ заданной длины l обтекается потоком идеальной несжимаемой жидкости, а
точки разветвления и схода потока совпадают с началом и концом этой дуги.
Предположим, что кривизна γ в любой точке не превосходит константы K0,
причем

K0l ≤ c0. (1)

При какой форме γ подъемная сила, действующая на γ, будет максимальной?
В [2] фактически доказана

Теорема 1. Если в (1) c0 = 1/21, то максимальную подъемную силу имеет
дуга окружности кривизны c0/l.

Предложенный в [1] подход отличен от подхода М. А. Лаврентьева. Он,
в частности, позволяет рассмотреть случай непостоянных мажорант для кри-
визны, дать более короткое доказательство теоремы 1 и увеличить значение
константы c0 до значения c0 = 0, 1373205 . . . . Этот подход основан на исполь-
зовании аппарата емкостей Робена (см., например, [3–5]). Основным фактом,
позволяющим связать подъемную силу с емкостями Робена, является установ-
ленная в [1] теорема, которую мы приведем здесь для случая произвольного
аэродинамического профиля.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (коды проектов 08–01–00381 и 06–01–81019-Бел).
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Теорема 2. Пусть γ+ и γ− — верхняя и нижняя поверхности аэродинами-
ческого профиля γ, σ(γ+) и σ(γ−) — их емкости Робена относительно внешности
профиля. Тогда

σ(γ+) + σ(γ−) = d, σ(γ+)− σ(γ−) = P, (2)
где P — подъемная сила (безразмерная) профиля, d — трансфинитный диа-
метр γ.

Исследование в [1] основано на вариации формы дуги на некотором малом
участке и оценке вариации подъемной силы при таком изменении. При этом воз-
никает задача об изучении изменения емкости Робена при достаточно гладких
вариациях границы. В [1] замечено, что вариация емкости Робена может быть
оценена через площадь варьируемого участка области. Возникает естествен-
ный вопрос: можно ли утверждать, что в случае достаточно гладких вариаций
границы области вариация емкости Робена пропорциональна этой площади? В
настоящей работе доказывается, что это действительно имеет место (теоремы 5
и 6).

С использованием формул для вариаций емкостей Робена как варьируе-
мого, так и дополнительного участка границы удается улучшить константу по
сравнению с [1] до значения

c0 = 0, 30284265 . . . . (3)
Это более чем в 6 раз улучшает константу, полученную М. А. Лаврентьевым
в [2].

Опишем структуру работы. В п. 2 устанавливается необходимое нам обоб-
щение классической теоремы Радо о равномерной сходимости в замкнутой об-
ласти последовательности конформных отображений. А именно, найдены усло-
вия, при которых в замкнутой области равномерно сходятся производные кон-
формных отображений.

В п. 3 рассматриваются вариации модулей четырехсторонников и двусвяз-
ных областей при гладком изменении границы области. Используемая методи-
ка, основанная на использовании аппарата экстремальных длин и результатах
п. 2, позволяет также исследовать вариации емкостей Робена.

В п. 4 устанавливаются оценки модуля конформного отображения внешно-
сти единичного круга на внешность выпуклой дуги, необходимые для оценки
вариации емкости Робена.

Наконец, в п. 5 оценивается вариация подъемной силы дужки при измене-
нии кривизны на некотором участке. Доказана

Теорема 3. Среди всех гладких дужек длины l, кривизна которых удо-
влетворяет ограничению

K(s)
п.в.
≤ ψ(s), 0 ≤ s ≤ l, (4)

где s — дуговая абсцисса, ψ — непрерывная неотрицательная функция, удо-
влетворяющая неравенству (1), в котором K0 = max

0≤s≤l
ψ(s), c0 имеет вид (3),

наибольшую подъемную силу имеет дужка с кривизной K(s) ≡ ψ(s), s ∈ [0, l].

2. Равномерная сходимость
производных конформных отображений

Начнем с обобщения известной теоремы Радо, дающей необходимое и доста-
точное геометрическое условие равномерной сходимости в замкнутом единич-
ном круге последовательности конформных отображений (см. [6]). Нас будет
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интересовать равномерная сходимость последовательности производных этих
отображений. Заметим, что подобные вопросы исследовались многими автора-
ми (см., например, [7, 8]). В отличие от предшествующих работ, где, как пра-
вило, изучалась сходимость граничных кривых в пространствах Cm,α, m ∈ N,
0 < α < 1, мы рассматриваем случай сходимости в классе C1 при условии,
что модули непрерывности углов наклона касательных равномерно ограничены
некоторой мажорантой, удовлетворяющей условию Дини.

Пусть дана последовательность жордановых областей Dn 3 0 с гладкими
границами �n, заданными уравнениями

z = zn(s) = z(0)
n +

s∫
0

exp[iϕn(σ)] dσ, 0 ≤ s ≤ ln, (5)

где неубывающие функции ϕn(s) удовлетворяют условию

|ϕn(s1)− ϕn(s2)| ≤ ω(|s1 − s2|), 0 ≤ s1, s2 ≤ ln, (6)

а неубывающая функция ω : [0,∞) → R+ не зависит от n и удовлетворяет
условию Дини

1∫
0

ω(t)dt
t

<∞. (7)

Обозначим через fn конформное отображение единичного круга E на Dn с нор-
мировкой fn(0) = 0, f ′n(0) > 0. Пусть последовательность Dn сходится как к
ядру к области D c гладкой границей � , заданной уравнением

z = z(s) = z(0) +
s∫

0

exp[iϕ(σ)] dσ, 0 ≤ s ≤ l. (8)

Теорема 4. Для того чтобы последовательность производных функций f ′n
сходилась равномерно в замкнутом единичном круге E к производной f ′ кон-
формного отображения f круга E на область D, удовлетворяющего условиям
fn(0) = 0, f ′n(0) > 0, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие:

(R) для любого ε > 0 найдется N такое, что для любого n ≥ N между
точками кривых �n и � можно установить гомеоморфное соответствие ψn, при
котором расстояние между соответственными точками меньше ε и углы наклона
касательных к оси абсцисс в этих точках отличаются на величину, меньшую ε.

Доказательство. Необходимость условия (R) очевидна. Докажем доста-
точность.

По теореме Каратеодори [6, гл. 2, § 3] функции fn и f продолжаются до
непрерывных отображений на E. По теореме Радо [6, гл. 2, § 5] последова-
тельность fn сходится равномерно к f в E. Покажем, что последовательность
функций ln f ′n(eiθ), 0 ≤ θ ≤ 2π, образует равномерно ограниченное и равно-
степенно непрерывное семейство в C[0, 2π]. Без ограничения общности можно
считать, что z(0)

n −→ z(0), n→∞.
Повторяя почти дословно доказательство теоремы Келлога из [6, гл. 10,

с. 411], получаем, что функции s = σn(θ), определяющие зависимость дуговой
абсциссы контура �n от граничной точки единичного круга eiθ, индуцированную
конформным отображением fn, удовлетворяют условию Гёльдера

|σn(θ1)− σn(θ2)| ≤ kn|θ1 − θ2|1/2, (9)



Вариации емкостей Робена и их приложения 1131

где

kn =

 2π∫
0

|f ′n(eiθ)|2 dθ

1/2

<∞, (10)

а функции arg f ′n(eiθ) — условию

| arg f ′n(eiθ1)− arg f ′n(eiθ2)| ≤ |ϕn(σn(θ1))− ϕn(σn(θ2))|+ |θ1 − θ2|

≤ ω(|σn(θ1)− σn(θ2)|) + |θ1 − θ2| ≤ ω(kn|θ1 − θ2|1/2) + |θ1 − θ2|. (11)

Теперь докажем, что последовательность kn ограничена.
Предварительно установим, что последовательность длин ln сходится к

длине предельной кривой l, n → ∞. Сначала докажем ограниченность ln.
Предположим противное. Тогда найдется lnk →∞, k →∞. Рассмотрим после-
довательность ϕnk на [0, l]. Ввиду (6) и на основании теоремы Арцела — Асколи
без ограничения общности можно считать, что ϕnk сходится равномерно к неко-
торой функции ϕ̃ на [0, 2l]. Тогда

znk(s) ⇒ z̃(s) + z(0) +
s∫

0

exp(iϕ̃(σ)) dσ, 0 ≤ s ≤ l.

Из условия (R) теоремы немедленно следует, что z̃(s) ≡ z(s), 0 ≤ s ≤ l. Но
тогда z̃(0) = z̃(l) и последовательность �nk сходится к нежордановой кривой �̃ ,
содержащей � как собственное подмножество. Это противоречит условию (R).

Следовательно, последовательность ln ограничена. Тогда она сходится, и
пусть lnk → l̃. Те же рассуждения, что и выше, показывают, что l̃ = l. Отсюда
следует, что ln → l, n → ∞. Кроме того, последовательность zn(lns) сходится
равномерно к z(ls) на [0,1].

Пусть eiγn(θ) = f−1 ◦ ψn ◦ fn(eiϕ). В силу условия (R) для любого ε > 0
существует N такое, что для любого n ≥ N выполняется неравенство

|fn(eiθ)− f(eiγn(θ))| < ε/2.

Так как по теореме Радо fn(eiθ) ⇒ f(eiθ), для любого ε > 0 найдется M такое,
что для всех n ≥M выполняется неравенство

|f(eiθ)− f(eiγn(θ))| < ε.

По теореме Каратеодори функция, обратная к f , непрерывна в D, поэтому

γn(θ) ⇒ θ, n→∞, θ ∈ [0, 2π]. (12)

По условию (R) для любого ε > 0 найдется N1 такое, что для любых n ≥ N1 и
θ ∈ [0, 2π]

| arg f ′n(eiθ)− arg f ′(eiγn(θ)) + (θ − γn(θ))| < ε/2.

Тогда с учетом непрерывности arg f ′(eiθ) и (12) отсюда следует, что

un(θ) + arg f ′n(eiθ) ⇒ u(θ) + arg f ′(eiθ), n→∞.

Как и при доказательстве теоремы 7 из [6, гл. 9, с. 401], выберем некоторый

тригонометрический полином s(θ) = a0 +
m∑
n=1

(an cosnθ + bn sinnθ) такой, что
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|u(θ) − s(θ)| < ε/2, θ ∈ [0, 2π], где ε < π/4. Тогда существует n0 такое, что
|un(θ)− s(θ)| < ε, θ ∈ [0, 2π] при n ≥ n0.

Пусть R(ζ) = a0 +
m∑
n=1

(an − ibn)ζn. Тогда, как и в [6],

1
2π

2π∫
0

|f ′n(reiθ)|2 dθ ≤ max |ei2R(ζ)|
cos 2ε

Re[(f ′n(0))2e−i2R(0)], n ≥ n0.

Так как f ′n(0) → f ′(0), последовательность Re(f ′n(0)) ограничена, следователь-
но, последовательность kn, определенная в (10), также ограничена.

Итак, существует константа k > 0 такая, что для любого n

| arg f ′n(eiθ1)− arg f ′n(eiθ2)| ≤ ω̃(|θ1 − θ2|) + ω(k|θ1 − θ2|1/2) + |θ1 − θ2|.

Отметим, что функция ω̃ также удовлетворяет условию Дини. Тогда

ln f ′n(z) =
1
2π

2π∫
0

un(θ)
eiθ + z

eiθ − z
dθ ⇒ ln f ′(z) =

1
2π

2π∫
0

u(θ)
eiθ + z

eiθ − z
dθ

в силу леммы 1, приведенной ниже. �

Лемма 1. Если для последовательности 2π-периодических функций un
имеет место неравенство |un(θ1) − un(θ2)| ≤ ω(|θ1 − θ2|) ∀ θ1, θ2 ∈ R, где ω не
зависит от n и удовлетворяет условию Дини (7), и un ⇒ u на [0, 2π], то в еди-
ничном круге S[un] ⇒ S[u], где

S[u](z) =
1
2π

2π∫
0

u(θ)
eiθ + z

eiθ − z
dθ

— оператор Шварца, примененный к функции u.
Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что u ≡ 0.

Функции un удовлетворяют условию Дини, поэтому они продолжаются на E по
непрерывности. При этом справедливы формулы Сохоцкого

S[un](eiη) = un(η) + ivn(η),

где

vn(η) =
1
2π

2π∫
0

un(θ) ctg
θ − η

2
dθ.

Для любого δ ∈ (0, π) имеем

|vn(η)| =

∣∣∣∣∣∣ 1
2π

η+π∫
η−π

un(θ) ctg
θ − η

2
dθ

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

η+δ∫
η−δ

|un(θ)−un(η))|
∣∣∣∣ctg θ − η

2

∣∣∣∣ dθ+
1
2π

∫
δ≤|θ−η|≤π

|un(θ)−un(η)|
∣∣∣∣ctg θ − η

2

∣∣∣∣ dθ
≤ 1

2π

δ∫
−δ

ω(|t|) |ctg(t/2)| dt+ 2max |un|
∫

δ≤|t|≤π

|ctg(t/2)| dt.
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Фиксируем ε > 0. Так как ω удовлетворяет условию Дини, существует δ =
δ(ε) ∈ (0, π) такое, что

1
2π

δ∫
−δ

ω(|t|) |ctg(t/2)| dt < ε

2
.

Выберем N настолько большим, что при n ≥ N

max |un|
∫

δ≤|t|≤π

|ctg(t/2)| dt < ε

4
.

Тогда при n ≥ N имеем |vn(η)| < ε. Отсюда нетрудно вывести нужное утвер-
ждение. �

Разумеется, справедлив аналог теоремы 4 и для однопараметрического се-
мейства областей Dt, 0 < t ≤ t0, которые ограничены гладкими жордановыми
кривыми �t и сходятся как к ядру при t → 0+ к жордановой области, ограни-
ченной гладкой кривой � . В этом случае условие (R) надо заменить условием:

(R̃) для любого ε > 0 найдется tε такое, что для любых t ≤ tε между
точками кривых �t и � можно установить гомеоморфное соответствие ψt, при
котором расстояние между соответственными точками меньше ε и углы наклона
касательной к оси абсцисс в этих точках отличаются на величину, меньшую ε.

3. Вариации модулей и емкостей Робена

В этом пункте рассмотрим изменение модулей четырехсторонников и дву-
связных областей, приведенных модулей, а также емкостей Робена при доста-
точно гладком изменении границы соответствующих областей. Основным ап-
паратом будет являться метод экстремальных длин семейств кривых. Среди
работ, посвященных близкой тематике, отметим классические вариационные
формулы М. А. Лаврентьева [7], работу [9], в которой, как и в настоящей рабо-
те, применялись экстремальные длины семейств кривых, а также [10, 11].

Напомним, что четырехсторонником называется жорданова область, на
границе которой отмечены четыре различные точки, называемые его вершина-
ми, вершины делят границу четырехсторонника на четыре части. Две из про-
тивоположных частей называются горизонтальными сторонами, две другие —
вертикальными. Модуль четырехсторонника есть по определению модуль кон-
формно эквивалентного ему прямоугольника (при конформном отображении
горизонтальные стороны четырехсторонника переходят в горизонтальные сто-
роны прямоугольника, а вертикальные — в вертикальные), т. е. отношение длин
горизонтальной стороны и вертикальной.

Начнем с изучения вопроса об искажении модуля прямоугольника. Приме-
ненный при доказательстве леммы 2 метод распространяется затем на случай
двусвязных областей и приведенных модулей.

Пусть Q = [0, a] × [0, 1] — прямоугольник, D — его жорданова подоб-
ласть, ограниченная кусочно гладкой кривой и содержащая горизонтальные
стороны Q. Обозначим через f конформное отображение прямоугольника Q̃ =
[0, ã] × [0, 1] на D, при котором вершины (0, 0), (ã, 0), (0, 1), (ã, 1) переходят
соответственно в вершины (0, 0), (a, 0), (0, 1), (a, 1).
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Лемма 2. Модули a и ã четырехсторонников Q и D с вершинами (0, 0),
(a, 0), (0, 1), (a, 1) связаны неравенством

ã ≤ a− �, (13)

где � — площадь Q\D. Если E — замыкание множества E граничных точек Q̃,
которые переходят во внутренние точки Q при граничном соответствии, инду-
цированном f , производная f ′ существует во всех точках E и c = inf

E
Re f ′ > 0,

то
ã ≥ a− �/c2. (14)

Доказательство. Хорошо известно (см., например, [12]), что 1/a = λ(� ),
1/ã = λ(�̃ ), где � и �̃ — семейства кривых в Q и D соответственно, соединяю-
щих горизонтальные стороны, через λ, как обычно, обозначается экстремаль-
ная длина семейства кривых. Будем обозначать через A(ρ) площадь плоскости
в метрике ρ, а через L(ρ, � ) — инфимум длин кривых семейства � в ρ-метрике.

Рассмотрим метрику ρ∗ = χD, где χ — характеристическая функция мно-
жества. Тогда L(ρ∗, �̃ ) = 1, A(ρ∗) = a− �. Следовательно,

1/ã = λ(�̃ ) ≥ L2(ρ∗, �̃ )/A(ρ∗) = 1/(a− �),

и неравенство (13) доказано.
Для доказательства неравенства (14) рассмотрим метрику

ρ̂(z) =


|g′(z)|, z ∈ D,
1/c, z ∈ Q \D,
0, z 6∈ Q,

где g = f−1. Тогда A(ρ̂) = ã+ �/c2.
Покажем, что

L(ρ̂, � ) ≥ 1. (15)

Действительно, пусть γ ∈ � . Если γ лежит целиком в D, то

L(ρ̂, γ) =
∫
γ

ρ̂(z)|dz| =
∫
γ

|g′(z)||dz| =
∫

g(γ)

|dw|

является евклидовой длиной l(g(γ)) кривой g(γ), соединяющей горизонтальные
стороны в Q̃. Следовательно, L(ρ̂, γ) ≥ 1.

Пусть теперь γ ∈ � — произвольная кривая. Если γ не лежит в D, то γ
содержит конечное или счетное множество дуг γj , лежащих в Q \D. Пусть z′j
и z′′j — концы дуги γj , ζ ′j = g(z′j), ζ ′′j = g(z′′j ), γ̃j — поддуга границы области
D, являющаяся образом вертикального отрезка на границе прямоугольника Q̃
с концами ζ ′j и ζ ′′j . Докажем, что L(ρ̂, γj) ≥ L(ρ̂, γ̃j). Действительно,

L(ρ̂, γj) =
∫
γj

ρ̂(z)|dz| = (1/c)l(γj) ≥ (1/c)|z′j − z′′j |

= (1/c)

∣∣∣∣∣∣∣
ζ′′
j∫

ζ′
j

f ′(ζ)dζ

∣∣∣∣∣∣∣ ≥ |ζ ′j − ζ ′′j | = l(g(γ̃j)) =
∫
γ̃j

|ρ̂(z)||dz| = L(ρ̂, γ̃j).
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Таким образом, инфимум величин L(ρ̂, γ) достигается на кривых, лежащих в
D, и (15) установлено.

Тогда 1/a = λ(� ) ≥ L2(ρ̂, � )/A(ρ̂) = (ã+ �/c2)−1, и лемма 2 доказана. �

Перейдем к изучению искажения модулей четырехсторонников. Предвари-
тельно установим локальный вариант теоремы 4.

Пусть D — жорданов четырехсторонник, вертикальные стороны которого
содержат гладкую (открытую) дугу � с концами z1, z2, заданную уравнением
(8), в котором функция ϕ удовлетворяет условию

|ϕ(s1)− ϕ(s2)| ≤ ω(|s1 − s2|), s1, s2 ∈ [0, l], (16)

где функция ω не убывает и удовлетворяет условию Дини (7). Рассмотрим
последовательность жордановых четырехсторонников Dn, получающихся из D
«вдавливанием» некоторой замкнутой поддуги γ дуги � внутрь области D: γ
заменяется гладкой дугой γn. Пусть �n — дуга на границе области Dn c концами
z1, z2, содержащая дугу γn. Предположим, что уравнения �n имеют вид (5), где
функции ϕn удовлетворяют (6). Пусть имеет место условие (R). Рассмотрим
конформные отображения четырехсторонников pn : Qn → Dn и p : Q → D, где
Qn = [0, an] × [0, 1], Q = [0, a] × [0, 1], при которых вертикальные стороны гра-
ниц прямоугольников, содержащие начало координат, переходят в вертикаль-
ные стороны четырехсторонников, содержащих γ и γn соответственно. Пусть
дуга p−1(� ) = β лежит на стороне Q, содержащей начало координат.

Лемма 3. На любой поддуге β0, компактно вложенной в β, имеет место
сходимость (p−1 ◦ pn)′ ⇒ 1, n→∞.

Доказательство. Пусть f — конформное отображение D на единичный
круг E, g = f−1, �0 = p(β0), f(� ) = η, f(�0) = η0. Из условий на � и локаль-
ной версии результатов Варшавского (см., например, [13, § 3.3]) следует, что
существует замкнутая подобласть U в E, содержащая на границе η0, в которой
ln g′(w) удовлетворяет условию

|ln g′(w1)− ln g′(w2)| ≤ ω∗(|w1 − w2|), w1, w2 ∈ U, (17)

где неубывающая функция ω∗ удовлетворяет условию Дини.
Докажем, что при больших n граница области f(Dn) = Gn является глад-

кой кривой с уравнением w = wn(σ) (σ — длина дуги) такой, что

| argw′n(σ1)− argw′n(σ2)| ≤ ω̃(|σ1 − σ2|), (18)

где ω̃ удовлетворяет условию Дини и не зависит от n. Достаточно проверить
(18) только в точках дуги η0. Так как ln g′(w) непрерывна на η0, то ln f ′(z)
непрерывна на �0, поэтому существуют константы m, M такие, что 0 < m ≤
|f ′(z)| ≤ M < ∞, z ∈ �0. Для дуговой абсциссы σ кривой w = wn(σ) имеем

σ =
s∫
0
|f ′(zn(s))| ds, откуда

m ≤ |dσ/ds| ≤M. (19)

Кроме того, g(wn(σ)) = zn(s), откуда argw′n(σ) = ϕn(s)− arg g′(wn(σ)). Из
этого равенства с учетом (17), (19) и (6) следует (18).

Проверим, что для кривых ∂Gn и ∂E выполняется условие (R). Действи-
тельно, искомое соответствие имеет вид f(z) 7→ f(ψn(z)), где ψn — гомеомор-
физмы из условия (R) для кривых � и �n.
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Пусть hn : E → Qn, h : E → Q — конформные отображения, при которых
точка ω = 0 переходит в центр прямоугольника, и h′n(0) > 0, h′(0) > 0. Нетрудно
видеть, что (h−1

n )′ ⇒ (h−1)′ на любой дуге в ∂E, расстояние от которой до
прообразов вершин Q при отображении h строго больше нуля.

Применим к функциям kn = f ◦ pn ◦ hn и k = f ◦ p ◦ h теорему 4. Тогда
последовательность производных k′n сходится равномерно к производной k′ в E.
В силу того, что p−1 ◦ pn = h ◦ k−1 ◦ kn ◦ h−1

n , последовательность производных
этих функций равномерно сходится к единице на β0. �

Следствие 1. Пусть выполняются условия леммы 3. Тогда

m(Dn)−m(D) ∼ −�n, n→∞,

где �n — площадь D \Dn в метрике ρ(z) = |(p−1)′(z)|.

Следствие 2. Пусть выполняются условия леммы 3. Если вдавливается
горизонтальная сторона, а не вертикальная, то

m(Dn)−m(D) ∼ �n, n→∞.

Теперь установим аналог леммы 2 для двусвязных областей. Нам будет
необходима следующая

Лемма 4. Пусть γ — (вообще говоря, разомкнутая) кривая в кольце G(R)
= {reiθ : 1 < r < R, 0 ≤ θ ≤ 2π}, концы которой лежат на положительной части
вещественной оси, и изменение arg z вдоль этой кривой не равно нулю. Тогда∫
γ
|dz|/|z| ≥ 2π.

Доказательство следует из хорошо известных неравенства и соотноше-
ний

∫
γ
|dz|/|z| =

∫
γ
|d ln z| ≥

∫
γ
|d arg z| = 2πn, n ∈ Z, n 6= 0.

Пусть 1 < x0 < R. Обозначим через G(R, x0) кольцо G(R) = {z ∈ C : 1 <
|z| < R} с радиальным разрезом от точки 1 до точки x0.

Пусть D — двусвязная подобласть в G(R, x0), граница которой получается
из ∂G(R, x0) заменой некоторой дуги η единичной окружности жордановой ду-
гой η̃, лежащей внутри G(R, x0) (за исключением концов), и � = G(R, x0)\D.
Пусть f — конформное отображение областиG(R̃, x̃0) наD, при котором окруж-
ность радиуса R̃ переходит в окружность радиуса R, а разрез вдоль отрезка
[0, x̃0] — в разрез вдоль отрезка [0, x0].

Лемма 5. Величины R̃ и R связаны неравенством

1
2π

ln R̃ ≤ 1
2π

lnR− 1
4π2�, (20)

где � =
∫∫
�

|z|−2 dxdy — площадь � в метрике ρ(z) = |z|−1. Если E = f−1(η̃),

производная f ′ существует во всех точках E и c = inf
E

Re[wf ′(w)/f(w)] > 0, то

1
2π

ln R̃ ≥ 1
2π

lnR− 1
4π2c2

�. (21)

Доказательство. Обозначим через �1 семейство всех окружностей вида
γr = {|w| = r}, лежащих в кольце G(R̃). Тогда, как нетрудно видеть, экс-
тремальная длина этого семейства λ(�1) равна 2π/ ln R̃. Рассмотрим семейство
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кривых �̃1, которые являются образами этих окружностей при отображении f .
В силу леммы 4 L(ρ∗, �̃1) ≥ 2π, где ρ∗(z) = χD(z)|z|−1, а A(ρ∗) = 2π lnR − �.
Ввиду конформной инвариантности экстремальных длин

2π
ln R̃

= λ(�1) = λ(�̃1) ≥
L2(ρ∗, �̃1)
A(ρ∗)

≥ 4π2

2π lnR− �
,

откуда следует (20).
Для доказательства неравенства (21) рассмотрим семейство � всех окруж-

ностей γr, лежащих в G(R), и метрику

ρ̂(z) =


|g′(z)/g(z)|, z ∈ D,
1/(c|z|), z ∈ �,
0, z 6∈ Q,

где g = f−1.
Как и при доказательстве леммы 2, показываем, что инфимум длин кри-

вых семейства � достигается на тех окружностях, которые лежат в D. Таким
образом, с учетом леммы 4

L(� , ρ̂) =
∫
γr

|g′(z)/g(z)||dz| =
∫

g(γr)

|dw/w| ≥ 2π.

Кроме того, A(ρ̂) = 2π ln R̃+ �/c2. Окончательно имеем

2π
lnR

= λ(� ) ≥ L2(� , ρ̂)
A(ρ̂)

≥ 4π2

2π ln R̃+ �/c2
,

откуда вытекает необходимое неравенство. �

Совершенно аналогично доказывается

Лемма 6. Пусть D — двусвязная подобласть в G(R, x0), граница которой
получается из ∂G(R, x0) заменой некоторой дуги η на разрезе вдоль отрезка
[1, x0], рассматриваемой в топологии простых концов, жордановой дугой η̃, ле-
жащей внутри G(R, x0) (за исключением концов), и � = G(R, x0)\D. Пусть f —
то же конформное отображение, что и лемме 5. Тогда

1
2π

ln R̃ ≥ ln2R

2π lnR− �
≥ 1

2π
lnR+

1
4π2�, (22)

где � — площадь � в метрике ρ(z) = |z|−1. Если E = f−1(η̃), f ′ существует во
всех точках E и c = inf

E
Re[wf ′(w)/f(w)] > 0, то

1
2π

ln R̃ ≤ ln2R

2π lnR− �/c2
. (23)

Перейдем к изучению приведенных модулей и вариаций Робена.
Напомним определение этих понятий. Пусть D — односвязная область в

расширенной комплексной плоскости, содержащая бесконечно удаленную точ-
ку, граница которой невырожденна. Будем рассматривать границу ∂D в топо-
логии простых концов области D. Пусть A — некоторое подмножество ∂D. Для
достаточно больших R граница ∂D лежит в круге KR радиуса R с центром в
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начале координат. Пусть �R — семейство кривых, лежащих в D ∩KR и соеди-
няющих A с окружностью CR = {z : |z| = R}, λ(�R) — экстремальная длина
семейства �R. Можно показать, что существует

lim
R→∞

[λ(�R)− (1/2π) lnR] + µ(A;D).

Величину µ(A;D) назовем приведенным модулем множества A относительно
области D (см. [12]), а константу σ(A;D) = e−2πµ(A;D) — емкостью Робена
множества A относительно области D (см., например, [3–5]).

Обозначим через G(∞, x0) внешность единичного круга с радиальным раз-
резом от точки 1 до точки x0 > 1.

Пусть D — односвязная подобласть в G = G(∞, x0), граница которой по-
лучается из ∂G(∞, x0) заменой некоторой дуги η единичной окружности жор-
дановой дугой η̃, лежащей внутри G(∞, x0) (за исключением концов), и � =
G(∞, x0)\D. Пусть f— конформное отображение области G(∞, x̃0) на D, при
котором f(∞) = ∞, а разрез вдоль отрезка [0, x̃0] переходит в разрез вдоль
отрезка [0, x0].

Лемма 7. Пусть A — часть границы области G, совпадающая с единичной
окружностью, Ã получается из A заменой η на η̃. Тогда

µ(Ã;D) ≤ − 1
4π2�, (24)

где � — площадь � в метрике ρ(z) = |z|−1. Если

E = f−1(η̃), c = inf
E

Re[wf ′(w)/f(w)] > 0

(f ′ существует во всех точках E), то

µ(Ã;D) ≥ − 1
4π2c2

�. (25)

Доказательство. Покажем, как c помощью леммы 5 можно вывести нера-
венства (24) и (25) (при доказательстве последнего будем предполагать допол-
нительно, что f ′ существует во всех точках E). Пусть KR — круг достаточно
большого радиуса R с центром в начале координат, DR = D ∪ KR. Пусть
fR — конформное отображение области G(R̃, x̃0) на DR, описанное в лемме 5,
cR = inf

ER
Re[wf ′R(w)/fR(w)], где ER = f−1

R (η̃). В силу леммы 5

− 1
4π2c2R

� ≤ 1
2π

ln R̃− 1
2π

lnR ≤ − 1
4π2�, (26)

где � — площадь � = G\D в метрике ρ(z) = |z|−1.
При R→∞ имеем (1/2π) ln R̃− (1/2π) lnR→ µ(Ã;D), cR → c. �

Теперь рассмотрим случай, когда меняется граница области G(∞, x0), со-
ответствующая разрезу.

Пусть D — односвязная подобласть в G = G(∞, x0), граница которой полу-
чается из ∂G заменой некоторой дуги η на разрезе вдоль отрезка [1, x0], рассмат-
риваемой в топологии простых концов, жордановой дугой η̃, лежащей внутри
G(R, x0) (за исключением концов), и � = G(R, x0)\D. Пусть f— то же кон-
формное отображение области, что и в предыдущей лемме.
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Лемма 8. Пусть A — часть границы области G, совпадающая с единичной
окружностью. Тогда

µ(A;D) ≥ 1
4π2�, (27)

где � — площадь � в метрике ρ(z) = |z|−1. Если E = f−1(η̃), f ′ существует во
всех точках E и c = inf

E
Re[wf ′(w)/f(w)] > 0, то

µ(A;D) ≤ 1
4π2c2

�. (28)

Из лемм 3 и 7 сразу вытекает следующее ниже утверждение о вариации
емкостей Робена, которое мы сформулируем для однопараметрических семейств
областей.

Пусть D — жорданова область в C, включающая бесконечно удаленную
точку, и ∂D содержит на границе дугу A. Пусть η — ее замкнутая поддуга и
семейство областей Dt, 0 < t ≤ t0, получается из D «вдавливанием» дуги η
внутрь области D, т. е. граница ∂Dt получается из ∂D заменой дуги η дугой
ηt, лежащей в D, за исключением концов. Обозначим через At часть границы
области Dt, которая получается из A заменой η на ηt. Пусть �t — конечная
область, ограниченная η и ηt. Обозначим через g конформное отображение D
на область G(∞, x0), при котором ∞ переходит в ∞, дуга A — в единичную
окружность, а ее дополнение — в разрез [0, x0].

Теорема 5. Справедливы неравенства

µ(At;Dt)− µ(A;D) ≤ − 1
4π2�t, σ(At;Dt)− σ(A;D) ≥ 1

2π
σ(A;D)�t,

где �t — площадь области �t в метрике ρ(z) = |g′(z)/g(z)|. Если предположить
дополнительно, что η содержится в некоторой открытой гладкой поддуге A и
семейство ηt, 0 < t ≤ t0, состоит из гладких дуг, удовлетворяющих условию
(R̃), то тогда

µ(At;Dt)− µ(A;D) = − 1
4π2�t(1 + o(1)), t→ 0,

σ(At;Dt)− σ(A;D) =
1
2π
σ(A;D)�t(1 + o(1)), t→ 0.

Совершенно аналогично можно исследовать асимптотическое поведение
приведенных модулей µ(A;D) и емкостей Робена σ(A;D) в случае, когда вдав-
ливается часть границы, дополнительная к A.

Пусть опять D — жорданова область в C, содержащая бесконечно удален-
ную точку, и ∂D содержит на границе дугу A, а B — дополнение A в ∂D. Пусть
g — конформное отображение D на область G(∞, x0), при котором ∞ переходит
в ∞, дуга A — в единичную окружность, а B — в разрез [0, x0]. Пусть P — точ-
ка B, которая переходит в конец разреза — точку x0. Назовем P сингулярной
точкой Робена для конфигурации (D;A). Рассмотрим семейство областей Dt,
0 < t ≤ t0, которое получается из D «вдавливанием» некоторой замкнутой дуги
η, являющейся частью открытой дуги, содержащейся в B\{P}, внутрь области
D, так же, как и в следствии 2. Пусть �t — площадь области �t = D\Dt в
метрике ρ(z) = |g′(z)/g(z)|, причем �t → 0, t→ 0.
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Теорема 6. При сделанных предположениях

µ(A;Dt)− µ(A;D) ≥ 1
4π2�t,

σ(A;Dt)− σ(A;D) ≤ − 1
2π
σ(A;D)�t(1 + o(1)), t→ 0.

Если дополнительно предположить гладкость η и вдавленных участков границы
областей Dt, а также гладкость вариаций границы, как и в предыдущей теореме
(условие (R̃) для соответствующих участков), то тогда

µ(A;Dt)− µ(A;D) =
1

4π2�t(1 + o(1)), t→ 0,

σ(A;Dt)− σ(A;D) = − 1
2π
σ(A;D)�t(1 + o(1)), t→ 0.

В заключение этого пункта сформулируем две задачи, представляющие, на
наш взгляд, интерес.

Задача 1. Как изменяются приведенные модули и емкости Робена в случае
гладких вариаций дополнительной части границы B, если варьируемая дуга η
содержит внутри себя сингулярную точку Робена?

Задача 2. Как изменяются приведенные модули и емкости Робена в случае
негладких вариаций границы?

Следующий пример показывает, что в случае негладких вариаций измене-
ние этих величин может быть никак не связано с изменением площади.

Пример. ПустьDt — внешность единичного круга с двумя разрезами вдоль
отрезков вещественной оси � = [1, x0] и �t = [−1 − t,−1], t ≥ 0. Пусть A —
часть границы Dt, состоящая из единичной окружности и отрезка �t. Посчи-
таем µ(A;Dt). Отобразим Dt конформно на G(∞, x̃0) с помощью функции

w =
√

(z + a)(z + a−1) + (z − 1)√
(z + a)(z + a−1)− (z − 1)

, a = 1 + t,

при этом w(∞) = ∞. В окрестности ∞ имеет место разложение

w =
4a

(1 + a)2
z + · · · ,

откуда

µ(A;Dt) =
1
2π

ln
4a

(1 + a)2
= − 1

8π
t2 + o(t2), t→ 0.

Следовательно, изменение приведенного модуля пропорционально квадрату дли-
ны разреза вдоль отрезка �t, при этом площадь �t тождественно равна нулю.

4. Оценка модуля производной на вогнутой части дуги

При оценке вариации подъемной силы выпуклой дужки, вызванной изме-
нением ее формы, необходимо оценить вариацию емкостей Робена верхнего и
нижнего берегов разреза относительно внешности профиля (см. теорему 2). Из
результатов предыдущего пункта следует, что для этого нужно уметь получать
оценки площади варьируемой области во вполне определенной метрике. Для
этого необходимо оценить модуль производной |f ′| конформного отображения
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внешности единичного профиля на внешность дуги. Оценка |f ′| на части гра-
нице единичного круга, соответствующей верхнему берегу разреза (выпуклой
части), может быть получена с помощью оценок при отображении внешности
круга на области с выпуклым дополнением и известного принципа Линделёфа,
как это сделано в [1, лемма 5]. В этом пункте в лемме 10 мы получим оценку
модуля производной для нижнего берега разреза (вогнутой части).

Рассмотрим дугу γ с концами 0, κ, такую, что 0 ≤ K(s) ≤ K0, 0 ≤ s ≤ l, где
K(s) — ее кривизна, причем K0l ≤ c < π/4. Пусть f : E− → C\γ — конформное
отображение, f(∞) = ∞, f(1) = κ, f(eiϕ) = 0 (рис. 1).

z

A Bγ

ζ

0 B

eiϕ

A

r

j
m

κ0

6

-

6

-rr r

Рис. 1.
Пусть

z(s) = z(0) +
s∫

0

eiα(σ) dσ, 0 ≤ s ≤ l,

— уравнение γ. Докажем, что κ ≤ l ≤ κ
cos c . Действительно,

κ =

∣∣∣∣∣∣
l∫

0

e(iα(σ)−α(0)) dσ

∣∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣∣

l∫
0

cos(α(σ)− α(0)) dσ

∣∣∣∣∣∣
≥ l cos(α(l)− α(0)) ≥ l cos c.

Пусть z0 = z(s0) ∈ γ — фиксированная точка. Построим окружность CR
радиуса R = κ/c ≤ l/c, касающуюся γ в точке z0 с вогнутой стороны. Тогда
кривизна CR удовлетворяет неравенству K ≥ c/l ≥ K0 ≥ K(s), 0 ≤ s ≤ l.
Отсюда следует, что CR пересекается с γ только в одной точке — точке z0.

Рассмотрим касательную к CR в точке z0 и проведем через концы γ и центр
окружности CR лучи. Тогда γ содержится в множестве, ограниченном дугой
окружности AB, отрезком CD касательной к γ в точке z0 и отрезками AD и BC,
где A, B — точки пересечения лучей с окружностью, а C, D — с касательной
(рис. 2).

Так как длина γ равна l, то раствор δ угла DEC не превосходит величины
2 arctg(l/(2R)). Действительно, δ1 = ∠FEC — это угол между векторами z(s0)−
z(0)+iReiα(s0) и iReiα(s0). Так как z(s0)−z(0) = κ1eiα(s1), где κ1 = |z(s0)−z(0)|,
для некоторого s1 ∈ [0, s0], то

δ1 = | arg〈κ1e
iα(s1) + iReiα(s0), iReiα(s0)〉| = | arg[1− i(κ1/R)ei(α(s1)−α(s))]|

= arctg
(κ1/R) cos(α(s1)− α(s))

1 + sin(α(s1)− α(s))
≤ arctg

κ1

R
≤ arctg

l1
R
,

где l1 — длина участка кривой γ между точками F и κ.
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Аналогично δ2 = ∠FED ≤ arctg l2
R , где l2 — длина участка кривой γ между

точками F и 0.
Тогда δ = δ1 + δ2 ≤ arctg l1

R + arctg l2
R ≤ 2 arctg l

2R , так как l1 + l2 = l.
Итак, δ ≤ 2 arctg l

2R .

-

6
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Рис. 2.
Рассмотрим четырехугольник � = ABCD. Преобразование

w = ψ(z) =
Reiα(s0)

z − z0
(29)

переводит его в объединение T = T1∪T2 двух криволинейных полуполос (рис. 3).
Обозначим образы соответствующих вершин четырехугольника также через A,
B, C и D. Аффиксы этих точек равны (− ctg(δ2/2) + i)/2, (ctg(δ1/2) + i)/2,
ctg δ1 и − ctg δ2. Отметим, что дуги AD и BC ортогональны прямой Imw = 1/2
и образуют острые углы с вещественной осью.

Обозначим через Ã и B̃ точки в w-плоскости с аффиксами ctg δ1 + i/2 и
− ctg δ2 + i/2.

Проведем в плоскости w две круговые дуги C1 и C2 с концами Ã и B̃:
первая проходит через точку O, вторая ортогональна прямой ÃB̃, причем C1 и
C2 расположены ниже отрезка ÃB̃ (рис. 3). Оценим угол απ круговой луночки,
образованной отрезком ÃB̃ и C1. Обозначим ak = ctg δk, k = 1, 2. Нетрудно
убедиться, что sinαπ = (a1 + a2)/(2r), где r =

√
(a2

1 + 1/4)(a2
2 + 1/4) — радиус

окружности, описанной около треугольника ÃB̃O.

-

6

C2

C1 0

A BÃ B̃

CD

kw

r r

r rr r

r

Рис. 3.
Следовательно,

sinαπ ≤ 1
2

(
1
a1

+
1
a2

)
=

1
2

(tg δ1 + tg δ2) ≤
1

2R
(l1 + l2) =

cl

2κ
≤ c

2 cos c
. (30)

Теперь нам будет необходима оценка производной конформного отображе-
ния внешности единичного круга E− на внешность круговой луночки L. Будем
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считать, что L лежит в верхней полуплоскости и ограничена двумя дугами
окружностей, пересекающихся в точках (−1) и 1, причем одна из дуг �1 обра-
зует с отрезком [−1, 1] угол απ, а другая �2 — угол (α+ 1/2)π.

Лемма 9. Пусть z = z(ζ) — конформное отображение E− на внешность L,
при котором z(∞) = ∞, причем дуге �1 соответствует дуга q = {eiη | |η−3π/2| ≤
ν0}. Тогда

max
ζ∈q

|z′(ζ)| = |z′(−i)| = 3 ctg[π(1− 2α)/6]
4 cos2(πα/2)

.

Доказательство. Отображение z(ζ) удовлетворяет соотношению

z − 1
z + 1

=
(
ζ1 − 1
ζ1 + 1

)3/2

, (31)

где ζ1 = (ζ + i cosπξ)/ sinπξ, ξ = (1− 2α)/3. Из (31) следует, что
dz(ζ)
dζ

=
3

2 sinπξ
z2 − 1
ζ2
1 − 1

. (32)

Пусть ω = (ζ1−1)/(ζ1 +1). На участке границы, соответствующем q, имеем
θ = argω = πξ − π = const. Поэтому

ζ1 =
1 + xeiθ

1− xeiθ
, z =

1 + x3/2ei3θ/2

1− x3/2ei3θ/2
, x ≥ 0,

откуда ∣∣ζ2
1 − 1

∣∣ =
4x

1− 2x cos θ + x2 , |z2 − 1| = 4x3/2

1− 2x3/2 cos(3θ/2) + x3 .

В силу (32) утверждение леммы эквивалентно неравенству
ψ(x) ≤ ψ(1), x ≥ 0, (33)

где

ψ(x) = x1/2 1− 2x cos θ + x2

1− 2x3/2 cos(3θ/2) + x3 .

Ввиду симметрии достаточно доказать (33) при x ∈ [0, 1]. Рассмотрим вспомо-
гательную функцию

h(t) = ψ(t2) =
t5 − 2 cos θt3 + t

t6 − 2 cos(3θ/2)t3 + 1
=

τ2 − 2(1 + cos θ)
τ3 − 3τ − 2 cos(3θ/2)

, τ = t+
1
t
.

Требуется доказать, что
τ2 − 2(1 + cos θ)

τ3 − 3τ − 2 cos(3θ/2)
≤ 1
A
, τ ≥ 2,

где A = (1−cos(3θ/2))/(1−cos θ). Отметим, что A ≤ 9/4. Последнее неравенство
эквивалентно неравенству

ϕ(τ) = τ3 −Aτ2 − 3τ + 2A(1 + cos θ)− 2 cos(3θ/2) ≥ 0, τ ≥ 2,
которое верно, так как ϕ(2) = 0, ϕ′(τ) = 3τ2 − 2Aτ − 3 ≥ 0, τ ≥ 2. �

Теперь рассмотрим область G̃ в w-плоскости, ограниченную двумя гори-
зонтальными лучами с вершинами в точках Ã, B̃ и полуокружностью C2 и
лежащую ниже этих лучей и C2. Тогда G̃ ⊂ G = C \ T . Следовательно, если
обозначить через L круговую луночку, являющуюся прообразом G̃ при отоб-
ражении (29), то γ ⊂ � ⊂ L и C \ L ⊂ C \ γ, причем граница области C \ L
касается вогнутой части γ в точке z0. Из принципа Линделёфа и леммы 9 c α,
удовлетворяющим (30), получаем следующее утверждение.
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Лемма 10. Пусть f : E− → C\γ — конформное отображение такое, что
f(∞) = ∞, f(1) = κ, f(eiϕ) = 0. Тогда

|f ′(eiθ)| ≤ 3l ctg[π(1− 2α)/6]
8 cos2(πα/2)

, ϕ ≤ θ ≤ 2π.

5. Вариация подъемной силы

Применим полученные выше результаты к исследованию обобщенной зада-
чи М. А. Лаврентьева о форме дужки максимальной подъемной силы P .

Напомним идею исследования задачи, предложенную в [1]. Пусть для кри-
визны выпуклой вверх дуги γ, имеющей концы в точках 0 и κ, имеет место
неравенство (4) и функция K(s) отлична от ψ(s) на множестве положительной
меры, лежащем на [0, l]. Придадим K(s) приращение δK = δεχ[s1,s2](s), где
χ[s1,s2] — характеристическая функция отрезка [s1, s2], на котором имеет место
строгое неравенство K(s) < ψ(s), s′ = (s1+s2)/2, δε > 0 произвольно. Пусть ду-
га γ∗ с концами в точках 0 и κ∗ имеет кривизну K∗(s) = K(s)+δK(s). Рассмот-
рим дугу γ1, которая получается из γ∗ линейным преобразованием w = az, где
a = κ/κ∗. Отметим, что кривая γ1 имеет те же концы, что и γ, а во внутренних
точках эти кривые не пересекаются. Обозначим через � область, ограниченную
кривыми γ и γ1.

Оценим вариацию подъемной силы при замене дуги γ дугой γ∗. Замену γ
на γ∗ осуществим в три этапа.

1. Замена верхнего берега разреза γ+ на γ+
1 .

2. Замена нижнего берега разреза γ− на γ−1 .
3. Замена γ1 на γ∗.
Пусть h1 — конформное отображение E− на внешность единичного круга с

радиальным разрезом, исходящим из точки 1, при котором h(∞) = ∞, участок
границы T1 = {eiθ | 0 ≤ θ ≤ ϕ} переходит в разрез, а его дополнение T2 —
в единичную окружность. Через h2 обозначим аналогичное отображение, при
котором T2 переходит в радиальный разрез, а T1 — в окружность.

Пусть при конформном отображении f1 внешности γ1 на E− таком, что
f1(∞) = ∞, верхнему берегу разреза соответствует участок границы T3 = {eiθ |
0 ≤ θ ≤ ϕ1}, его дополнение до единичной окружности обозначим через T4.
Обозначим через h3 (h4) конформные отображения E− на внешности единич-
ного круга с радиальными разрезами, при которых бесконечность переходит в
бесконечность, T3 — в разрез (окружность), T4 — в окружность (разрез).

Пусть ρk(z)|dz| = |d lnhk ◦f(z)|, k = 1, 2, ρk(z)|dz| = |d lnhk ◦f1(z)|, k = 3, 4.
Имеем P = d| cos(ϕ/2)| = e−2πµ1 − e−2πµ2 , где d — трансфинитный диаметр γ,

µ1 =
1
2π

ln
1

d sin2(ϕ/4)
, µ2 =

1
2π

ln
1

d cos2(ϕ/4)
.

Обозначим через δkP вариацию подъемной силы на k-м этапе. С использо-
ванием теорем 5 и 6 получаем c точностью до малых более высокого порядка

δ1P = −2π(e−2πµ1δµ1 − e−2πµ2δµ2) = 2π(d sin2(ϕ/4)δµ1 − d cos2(ϕ/4)δµ2)

≥ d

2π
(sin2(ϕ/4)Sρ2(�) + cos2(ϕ/4)Sρ1(�)).

Аналогично

δ2P ≥ d1

2π
(sin2(ϕ1/4)Sρ4(�) + cos2(ϕ1/4)Sρ3(�)),
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где d1 — трансфинитный диаметр γ1. Пусть P̃ — подъемная сила γ∗, κ∗ = κ+δκ.
Тогда

δ∗P = δ1P + δ2P =
κ

κ+ δκ
P̃ − P = P̃ − P − δκ

κ
P̃ = δP +

∣∣∣∣δκκ
∣∣∣∣P.

Обозначим для краткости Sk = Sρk(�), 1 ≤ k ≤ 4. Окончательно имеем

δP = δ∗P −
∣∣∣∣δκκ

∣∣∣∣P ≥ d

2π

[
sin2 ϕ

4
(S2 + S4) + cos2

ϕ

4
(S1 + S3)

]
−

∣∣∣∣δκκ
∣∣∣∣P

=
d

2π
sin2 ϕ

4

[
tg2 ϕ

4
(S2 + S4) + S1 + S3 − 2π

∣∣∣∣δκκ
∣∣∣∣ (

tg2 ϕ

4
− 1

)]
. (34)

Рассуждая, как и в [1] (с использованием леммы 10 при оценке S3 и S4),
получаем

|δκ| ≤ c0l

2κ
�, S1 ≥ 2C1 cos3 c0�

ϕ/2∫
0

η(θ)R−(θ, ϕ) dθ,

S2 ≥ 2C1 cos3 c0�

ϕ/2∫
0

η(θ)R+(θ, ϕ) dθ,

S3 ≥ 2C2 cos3 c0�
2π∫

π+ϕ/2

η(2π − θ)R+(θ, ϕ) dθ,

S4 ≥ 2C2 cos3 c0�
2π∫

π+ϕ/2

η(2π − θ)R−(θ, ϕ) dθ,

где � = (s2 − s1)min[s′, l − s′]δε,

η(θ) = sin2{8(arctg[tgQ(θ/16)]− arctg[tg3Q(θ/16)])},

Q = (2 + tg2 c0 + tg c0
√

4 + tg2 c0)/2,

R−(θ, ϕ) =
sin2 (θ/2− ϕ/4)

sin(θ/2) sin[(ϕ− θ)/2]
, R+(θ, ϕ) =

cos2 (θ/2− ϕ/4)
sin(θ/2) sin[(ϕ− θ)/2]

,

C1 =
sinπβ
β

, C2 =
8
3

tg
(π

6
− πα

3

)
cos2

πα

2
cos c0,

πα = arcsin
c0

2 cos c0
, β = π/(2(π − c0)).

В силу (34) неравенство δP > 0 имеет место, если

S1 + S2 + S3 + S4 ≥ 2π
∣∣∣∣δκκ

∣∣∣∣ (
tg2 ϕ0

4
− 1

)
, (35)

где ϕ0 = π + 2 arcsin((2c0/π) cos c0). Неравенство (35) выполнено, если верно
неравенство

2 cos3 c0

C1

ϕ/2∫
0

η(θ) [R−(θ, ϕ) +R+(θ, ϕ)] dθ

+ C2

π−ϕ/2∫
0

η(θ) [R−(2π − θ, ϕ) +R−(2π − θ, ϕ)] dθ

 ≥ π
c0l

cos c0

(
tg2 ϕ0

4
− 1

)
.
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Последнее неравенство эквивалентно следующему:

C1

ϕ/2∫
0

η(θ) dθ
sin(θ/2) sin[(ϕ− ϑ)/2]

+ C2

π−ϕ/2∫
0

η(θ) dθ
sin(θ/2) sin[(ϕ+ ϑ)/2]

≥ πc0
2 cos4 c0

(
tg2 ϕ0

4
− 1

)
.

В свою очередь, оно будет выполняться, если

C1

ϕ/2∫
ϕ0−π

η(θ) dθ
sin(θ/2) sin[(ϕ0 − ϑ)/2]

+ C2

π−ϕ0/2∫
0

η(θ) dθ
sin(θ/2) cos(ϑ/2)

≥ πc0
2 cos4 c0

(
tg2 ϕ0

4
− 1

)
. (36)

Заменяя в (36) знак неравенства знаком равенства и решая полученное уравне-
ние, приходим к значению c0 = 0, 30284265 . . . . Это доказывает теорему 3.

Автор благодарен Ф. Г. Авхадиеву, В. Н. Дубинину и Б. Л. Левицкому за
ценные замечания, способствовавшие улучшению статьи.
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