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ПОТОЧЕЧНЫЕ И ИНТЕГРАЛЬНЫЕ

ОЦЕНКИ ДЛЯ B–ПОТЕНЦИАЛА РИССА

В ТЕРМИНАХ B–МАКСИМАЛЬНЫХ

И B–ДРОБНО–МАКСИМАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

В. С. Гулиев, Н. Н. Гараханова, Ю. Зерен

Аннотация. Исследованы максимальные и дробно-максимальные функции, а так-
же потенциалы Рисса, порожденные оператором обобщенного сдвига, ассоцииро-
ванным с оператором Лапласа — Бесселя. Получены поточечные и интегральные
оценки, устанавливающие связь между B-максимальными, B-дробно-максималь-
ными функциями и B-потенциалами Рисса и являющиеся распространением из-
вестных результатов на объекты более общей природы. На основе этих результатов
доказаны интерполяционные теоремы для B-дробно-максимальных функций и B-
потенциалов Рисса.

Ключевые слова: оператор обобщенного сдвига, B-максимальная функция, B-
дробно-максимальная функция, B-потенциал Рисса, теорема Соболева.

Работа посвящена исследованиям некоторых задач теории гармонического
анализа, ассоциированного с оператором Лапласа — Бесселя �B . В отличие
от классического случая, когда объектом исследования служат операторы ти-
па свертки, порожденные обычным сдвигом τh, h ∈ Rn (τhϕ(x) = ϕ(x − h)),
в работе рассматриваются сверточные структуры, порожденные обобщенным
сдвигом, приспособленным к оператору Лапласа — Бесселя. Изучение опера-
тора Лапласа — Бесселя требует привлечения некоторых классов специальных
функций и соответствующих интегральных преобразований Фурье — Бесселя.
С помощью преобразования Фурье — Бесселя для оператора �B найдено фун-
даментальное решение в виде B-потенциала Рисса (см. [1–3]).

В данной работе исследуются B-максимальные и B-дробно-максимальные
функции, а также B-потенциалы Рисса. Доказана (Lp,γ , Lq,γ)-ограниченность
B-дробно-максимальных функций, получены поточечные и интегральные оцен-
ки, устанавливающие связь между B-максимальными, B-дробно-максимальны-
ми функциями и B-потенциалами Рисса, а также теорема Соболева в предель-
ном случае

(
p = Q

α

)
. На основе этих результатов доказаны интерполяционные

теоремы для B-дробно-максимальных функций и B-потенциалов Рисса.

1. Определения и необходимые факты

Пусть RN — N -мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xN ) ∈
RN , 1 ≤ n ≤ N , N ≥ 2, x′ = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, x′′ = (xn+1, . . . , xN ) ∈ RN−n,
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x = (x′, x′′) ∈ RN , RN
n,+ = {x = (x′, x′′) ∈ RN : x1 > 0, . . . , xn > 0}, B(x, r) ={

y ∈ RN
n,+ : |x − y| < r

}
, γ = (γ1, . . . , γn), |γ| = γ1 + · · · + γn, γ1 > 0, . . . , γn > 0,

(x′)γ = xγ1
1 · . . . · xγnn .

В случае n = N полагаем x = x′′ ∈ RN
+ , RN

+ ≡ RN
n,+ = {x ∈ RN : x1 > 0,

. . . , xN > 0}, γ = (γ1, . . . , γN ).
Пусть |E|γ =

∫
E

(x′)γdx для измеримого множества E ⊂ RN
n,+. Тогда |B(0, r)|γ

= ω(N,n, γ)rQ, Q = N + |γ|, где

ω(N,n, γ) =
∫

B(0,1)

(x′)γdx =
π
N−n

2

2n

n∏
i=1

�
(γi+1

2

)
�

(γi
2

) .

Оператор обобщенного сдвига T y определяется следующим образом:

T yf(x) = Cγ,n

π∫
0

· · ·
π∫

0

f((x1, y1)α1 , . . . , (xn, yn)αn , x
′′ − y′′) dν(α),

где

Cγ,n = π−
n
2

n∏
i=1

� ((γi + 1)/2)�−1(γi/2),

(xi, yi)αi =
√
x2
i − 2xiyi cosαi + y2

i , 1 ≤ i ≤ n,

dν(α) =
n∏
i=1

sinγi−1 αi dα1 . . . dαn, 1 ≤ n ≤ N.

Отметим, что оператор обобщенного сдвига T y тесно связан с оператором
Лапласа — Бесселя �B (см. [2]). И. А. Киприяновым, Л. А. Ивановым [2]
показано, что объемный потенциал

u(x) =
∫

RN
n,+

|y|2−QT yf(x)(y′)γ dy

является решением B-эллиптического уравнения

�Bu(x) = f(x),

где

�B =
n∑
i=1

Bi +
N∑

i=n+1

∂2

∂x2
i

, B = (B1, . . . , Bn),

Bi =
∂2

∂x2
i

+
γi
xi

∂

∂xi
, γi > 0, i = 1, . . . , n.

Как видно, решение этой задачи содержит оператор преобразования, в од-
номерном случае введенный Б. М. Левитаном [4] и называемый оператором
обобщенного сдвига. Метод операторов преобразования своим широким приме-
нением, по видимому, обязан работам [4–6] и др. Ряд важных результатов в этом
направлении для B-эллиптических, B-параболических и B-гиперболических
уравнений установлен И. А. Киприяновым и его учениками (подробнее см. [3]).
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Получение решения задачи в виде объемного потенциала подтверждает необ-
ходимость изучения различных свойств потенциалов, являющихся решением
некоторых сингулярных дифференциальных уравнений.

Через Lp,γ = Lp,γ
(
RN
n,+

)
обозначим пространство измеримых функций f(x),

x ∈ RN
n,+ с конечной нормой

‖f‖Lp,γ = ‖f‖p,γ =
( ∫

RNn,+

|f(x)|p(x′)γ dx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞.

Обозначим L∞,γ

(
RN
n,+

)
= L∞

(
RN
n,+

)
, где L∞

(
RN
n,+

)
— класс всех существенно

ограниченных функций f с нормой ‖f‖L∞,γ = ‖f‖L∞ = ess sup
x∈RNn,+

|f(x)|.

Определим пространство BMOγ
(
RN
n,+

)
(см. [7, 8]). При f ∈ Lloc

1,γ
(
RN
n,+

)
положим

fB(0,r)(x) = |B(0, r)|−1
γ

∫
B(0,r)

T yf(x)(y′)γ dy.

Здесь B(0, r) =
{
y ∈ RN

n,+ : |y| < r
}
.

Говорят, что f ∈ Lloc
1,γ

(
RN
n,+

)
принадлежит пространству BMOγ

(
RN
n,+

)
,

если
‖f‖∗,γ = sup

x,r
|B(0, r)|−1

γ

∫
B(0,r)

|T yf(x)− fB(0,r)(x)|(y′)γ dy <∞.

Естественным образом определяется свертка (B-свертка), порожденная опе-
ратором обобщенного сдвига. Если ϕ,ψ — интегрируемые на RN

n,+ функции, то
положим

(ϕ⊗ ψ)(x) =
∫

RNn,+

ϕ(y)T yψ(x)(y′)γ dy.

Учитывая свойство обобщенного сдвига, нетрудно показать, что ϕ ⊗ ψ =
ψ ⊗ ϕ, а также что справедливо неравенство Юнга для B-свертки

‖f ⊗ g‖r,γ ≤ ‖f‖p,γ‖g‖q,γ , 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, 1/p+ 1/q = 1/r + 1,

и при 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp,γ
(
RN
n,+

)
, y ∈ RN

n,+

‖T yf(·)‖p,γ ≤ ‖f‖p,γ (1)

(см., например, [9]).
Пусть f : RN

n,+ → R — измеримая функция. Тогда неубывающая γ-переста-
новка функции f определяется следующим образом:

f∗γ (t) = inf{s > 0 : f∗,γ(s) ≤ t} ∀t ∈ [0,∞),

где f∗,γ — γ-функция распределения функции f ,

f∗,γ(t) =
∣∣{x ∈ RN

n,+ : |f(x)| > t
}∣∣
γ

∀t ∈ [0,∞).

Для γ-перестановки функции f справедливы следующие соотношения (по-
дробнее см. [10–12]):
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(1) если 0 < p <∞, то

∫
RNn,+

|f(x)|p(x′)γ dx =
∞∫
0

(f∗γ (t))p dt,

(2) для любого t > 0

sup
|E|γ=t

∫
E

|f(x)|(x′)γ dx =
t∫

0

f∗γ (s) ds,

(3) имеет место неравенство

∫
RNn,+

|f(x)g(x)|(x′)γ dx ≤
∞∫
0

f∗γ (t)g∗γ(t) dt.

Слабое Lp,γ-пространство WLp,γ
(
RN
n,+

)
, 1 ≤ p <∞, определяется как мно-

жество локально суммируемых функций f(x), x ∈ RN
n,+, с конечной нормой

‖f‖WLp,γ = sup
r>0

rf∗,γ(r)1/p.

Определим на (0,∞) функцию

f∗∗γ (t) =
1
t

t∫
0

f∗γ (s) ds, t > 0.

Для функции f∗∗γ (t) справедливо неравенство (см. [13])

(f + g)∗∗γ (t) ≤ f∗∗γ (t) + g∗∗γ (t).

В дальнейшем для доказательства теоремы Соболева в предельном случае
p = Q/α нам понадобится ряд лемм.

Лемма 1 [11, 14]. Пусть f, g — положительные измеримые функции на
RN
n,+. Тогда для любого t > 0 справедливо неравенство

(f ⊗ g)∗∗γ (t) ≤ Ck,γ

f∗∗γ (t)
t∫

0

g∗∗γ (u) du+
∞∫
t

f∗γ (u)g∗∗γ (u) du

. (2)

Лемма 2 [11, 14]. Пусть 0 < α < Q и K(x) = |x|α−Q, x ∈ RN
n,+. Тогда

K∗
γ(t) =

(
ω(N,n, γ)

t

)Q−α
Q

и K∗∗
γ (t) =

Q

α
K∗
γ(t).
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Лемма 3 [13]. Пусть a(s, t) — неотрицательная измеримая функция на
(−∞,+∞)× [0,+∞) такая, что если 0 < s < t, то п. в.

a(s, t) ≤ 1, (3)

ess sup
t>0

 0∫
−∞

+
∞∫
t

a(s, t)p
′
ds


1
p′

= b <∞. (4)

Тогда существует постоянная C0 = C0(p, b) такая, что для φ ≥ 0 и

∞∫
−∞

φ(s)p ds ≤ 1 (5)

справедливо неравенство
∞∫
0

e−F (t)dt ≤ C0, (6)

где

F (t) = t−

 ∞∫
−∞

a(s, t)φ(s) ds

p′

. (7)

2. (Lp,γ , Lq,γ)-ограниченность
B-дробно-максимальных функций

В этом разделе будет исследована ограниченность B-максимальных функ-
ций Mγf(x) и B-дробно-максимальных функций Mα

γ f(x), порожденных обоб-
щенным сдвигом в пространстве Lp,γ . B-максимальная функция определяется
следующим образом (см. [7]):

Mγf(x) = sup
r>0

|B(0, r)|−1
γ

∫
B(0,r)

T y|f(x)|(y′)γ dy.

Рассмотрим также B-дробно-максимальную функцию

Mα
γ f(x) = sup

r>0
|B(0, r)|

α
Q−1
γ

∫
B(0,r)

T y|f(x)|(y′)γ dy, 0 ≤ α < Q.

Отметим, что M0
γf = Mγf при α = 0.

Справедлива

Теорема 1. Пусть 0 ≤ α < Q, 1 ≤ p ≤ Q
α , 1

p −
1
q = α

Q .
1. Если p = 1, f ∈ L1,γ

(
RN
n,+

)
, то для любого τ > 0∫

{x∈RNn,+:Mα
γ f(x)>τ}

(x′)γ dx ≤
(
C1

τ

∫
RN
n,+

|f(x)|(x′)γ dx
)q

, (8)

где постоянная C1 не зависит от f .
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2. Если 1 < p < Q
α , f ∈ Lp,γ

(
RN
n,+

)
, то Mα

γ f ∈ Lq,γ
(
RN
n,+

)
и( ∫

RNn,+

(
Mα
γ f(x)

)q(x′)γ dx)1/q

≤ C2

( ∫
RNn,+

|f(x)|p(x′)γdx
)1/p

, (9)

где постоянная C2 не зависит от f .
3. Если p = Q

α , f ∈ Lp,γ
(
RN
n,+

)
, то Mα

γ f ∈ L∞,γ

(
RN
n,+

)
и

sup
x∈RNn,+

Mα
γ f(x) ≤

( ∫
RNn,+

|f(x)|p(x′)γ dx
)1/p

. (10)

Доказательство. Рассмотрим вначале случай p = Q
α . Для функции f ∈

Lp,γ
(
RN
n,+

)
, применяя неравенство Гёльдера и неравенство (1), имеем

|B(0, r)|
α
Q−1
γ

∫
B(0,r)

T y|f(x)|(y′)γ dy

≤ |B(0, r)|
α
Q−1+1− 1

p
γ

( ∫
B(0,r)

(T y|f(x)|)p(y′)γ dy
) 1

p

≤ ‖T yf‖Lp,γ ≤ ‖f‖Lp,γ .

Из последней оценки непосредственно следует п. 3 теоремы 1.
Перейдем к доказательству пп. 2, 3 теоремы. Введем дробно-максимальную

функцию, определенную на пространстве однородного типа. Под простран-
ством однородного типа мы понимаем топологическое пространство X с непре-
рывной псевдометрикой ρ и положительной мерой µ, удовлетворяющей условию
удвоения

µ(B(x, 2r)) ≤ cµ(B(x, r)), (11)

где c не зависит от x и r > 0. Здесь B(x, r) = {y ∈ X : ρ(x, y) < r}. Пусть
(X, ρ, µ) — пространство однородного типа. Определим

Mβ
µ f(x) = sup

r>0
µ(B(x, r))β−1

∫
B(x,r)

|f(y)|dµ(y), 0 ≤ β < 1.

Известно, что дробно-максимальный оператор Mβ
µ , 0 ≤ β < 1, является

оператором слабого типа (1, q), 1− 1/q = β, т. е.

µ
{
x ∈ X : Mβ

µ f(x) > τ
}
≤

(
C ′1
τ

∫
X

|f(x)| dµ(x)
)q

, 1− 1
q

= β, (12)

и сильного типа (p, q) для 1 < p < 1/β, 1/p− 1/q = β (см. [15, 16]), т. е.(∫
X

∣∣Mβ
µ f(x)

∣∣q dµ(x)
)1/q

≤ C ′2

(∫
X

|f(x)|p dµ(x)
)1/p

,
1
p
− 1
q

= β. (13)

Для доказательства теоремы 1 будем использовать эти утверждения. В на-
шем случае X = RN

n,+, ρ(x, y) = |x − y|, β = α
Q , 0 ≤ α < Q, и dµ(x) = (x′)γ dx.

Ясно, что эта мера удовлетворяет условию удвоения (11).
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Покажем, что
Mα
γ f(x) ≤ c1M

β
µ f(x),

где c1 = ω(N,n, γ)α/Q−12Q−α(1 + c2), c2 = Cγ,1
γ 2( γ2−1)++1, a+ = max{a, 0}.

Введем обозначение

Mα
γ,rf(x) = |B(0, r)|

α
Q−1
γ

∫
B(0,r)

T y|f(x)|(y′)γ dy.

Имеем

Mα
γ,rf(x) = |B(0, r)|

α
Q−1
γ

∫
RNn,+

T y|f(x)|χB(0,r)(y)(y′)γ dy

= |B(0, r)|
α
Q−1
γ

∫
RNn,+

|f(y)|T yχB(0,r)(x)(y′)γ dy,

где

T yχB(0,r)(x) = cγ

π∫
0

· · ·
π∫

0

χB(0,r)((x1, y1)α1 , . . . , (xn, yn)αn , x
′′ − y′′) dν(α),

χA — характеристическая функция множества A ⊂ RN
n,+.

Отметим, что T yχB(0,r)(x) = 0 для любого y ∈ RN
n,+ \B(x, r), т. е. носитель

функции T yχB(0,r)(x) содержится в шаре B(x, r).
Учитывая свойства B-свертки и принимая во внимание тот факт, что но-

ситель функции T yχB(0,r)(x) содержится в шаре B(x, r), имеем

Mα
γ,rf(x) = |B(0, r)|

α
Q−1
γ

∫
B(x,r)

|f(y)|T yχB(0,r)(x)(y′)γ dy.

В дальнейшем для простоты будем считать, что n = 1. В этом случае
RN
n,+ = RN

+ . Покажем что, для всех x ∈ RN
+ , r > 0 и y ∈ B(x, r) (см. [8])

0 ≤ T yχB(0,r)(x) ≤ min
{
1, c2rγ/x

γ
1
}
. (14)

Отметим что неравенство

0 ≤ T yχB(0,r)(x) ≤ 1, x ∈ RN
n,+, y ∈ B(x, r), (15)

очевидно.
Имеем

T yχB(0,r)(x) ≤ Cγ,1

∫
{α∈(0,π):(x1,y1)2α+|x′′−y′′|2<r2}

sinγ−1 αdα

≤ Cγ,1

∫
{α∈(0,π):(x1,y1)α<r}

sinγ−1 αdα = Cγ,1

∫
{
α∈(0,π):

x2
1+y21−r

2

2x1y1
<cosα

} sinγ−1 αdα

= Cγ,1

1∫
x2
1+y21−r

2

2x1y1

(1− t2)
γ
2−1 dt ≤ Cγ,12( γ2−1)+

1∫
x2
1+y21−r

2

2x1y1

(1− t)
γ
2−1 dt
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≤ Cγ,1
γ

2( γ2−1)++1
(

1− x2
1 + y2

1 − r2

2x1y1

) γ
2

≤ Cγ,1
γ

2( γ2−1)++1
(
r

x1

) γ
2

(
r − |x1 − y1|

y1

) γ
2

.

Заметим, что r−|x1−y1|
y1

≤ r
x1

в случае y1 ≥ x1, а в случае y1 < x1 неравенство
r−|x1−y1|

y1
< r

x1
эквивалентно неравенству r < x1.

Таким образом,

T yχB(0,r)(x) ≤
Cγ,1
γ

2( γ2−1)++1
(
r

x1

)γ

. (16)

Следовательно, из неравенств (15) и (16) следует справедливость оценки (14).
Теперь оценим меру шара B(x, r). Рассмотрим вначале случай x1 ≤ r.

Имеем

µB(x, r) =
∫

B(x,r)

yγ1 dy ≤
N∏
j=2

∫
|yj |<r

dyj

∫
{y1>0;|x1−y1|<r}

yγ1 dy1

≤ (2r)N−1

x1+r∫
0

yγ1 dy1 = (2r)N−1 (x+ r)γ+1

γ + 1
≤ (2r)Q

γ + 1
.

Пусть теперь x1 > r, тогда

µB(x, r) ≤ (2r)N−1

x1+r∫
x1−r

yγ1 dy1 ≤ (2r)N (x1 + r)γ = (2r)Q
xγ1
rγ
.

Объединяя последние две оценки, имеем

µB(x, r) ≤ (2r)Q max{1, xγ1/rγ}. (17)

Оценим Mα
γ f(x) следующим образом:

Mα
γ f(x) ≤Mα

0,γf(x) +Mα
1,γf(x),

где

Mα
0,γf(x) = sup

r≤x1

|B(0, r)|
α
Q−1
γ

∫
B(x,r)

|f(y)|T yχB(0,r)(x)(y′)γ dy,

Mα
1,γf(x) = sup

r>x1

|B(0, r)|
α
Q−1
γ

∫
B(x,r)

|f(y)|T yχB(0,r)(x)(y′)γ dy.

В случае x1 < r, учитывая, что µB(x, r) ≤ (2r)Q, T yχB(0,r)(x) ≤ 1 и
|B(0, r)|γ = ω(N, 1, γ)rQ, получим

Mα
1,γf(x) = sup

r>x1

|B(0, r)|
α
Q−1
γ

∫
B(x,r)

|f(y)|T yχB(0,r)(x)(y′)γ dy

≤ ω(N, 1, γ)α/Q−12Q−α sup
r>0

(µB(x, r))β−1
∫

B(x,r)

|f(y)| dµ(y)

≤ ω(N, 1, γ)α/Q−12Q−αMβ
µ f(x).
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В случае x1 ≥ r, поскольку µB(x, r) ≤ (2r)Q xγ1
rγ , T yχB(0,r)(x) ≤ c2rγ/x

γ
1 и

|B(0, r)|γ = ω(N, 1, γ)rQ, будем иметь

Mα
0,γf(x) ≤ sup

r≤x1

|B(0, r)|
α
Q−1
γ

∫
B(x,r)

|f(y)|T yχB(0,r)(x)(y′)γ dy

≤ c2ω(N, 1, γ)α/Q−12Q−α sup
r>0

(µB(x, r))β−1
∫

B(x,r)

|f(y)| dµ(y)

= c2ω(N, 1, γ)α/Q−12Q−αMβ
µ f(x).

Следовательно, Mα
γ f(x) ≤Mα

0,γf(x) +Mα
1,γf(x) ≤ c1Mβ

µ f(x).
Учитывая в утверждениях (12) и (13) то, что X = RN

n,+, β = α
Q , 1 < p < 1

β ,
1
p −

1
q = β и мера dµ(x) = (x′)γ dx удовлетворяет условию удвоения, получим∥∥Mα

γ f
∥∥
q,γ

≤ c1
∥∥Mβ

µ f
∥∥
q,γ

≤ C2‖f‖p,γ ,

где C2 = c1C ′2, а при p = 1, 1− 1
q = β∣∣{x ∈ RN

n,+ : Mα
γ f(x) > τ

}∣∣
γ
≤ µ

{
x ∈ RN

n,+ : Mβ
µ f(x) > τ/c1

}
≤

(
C1

τ

∫
RNn,+

|f(x)| dµ(x)
)q

,

где C1 = c1C ′1.
Теорема 1 доказана.

Следствие 1. 1. Пусть f ∈ L1,γ
(
RN
n,+

)
. Тогда для любого τ > 0

∣∣{x ∈ RN
n,+ : Mγf(x) > τ

}∣∣
γ
≤ C3

τ

∫
RNn,+

|f(x)|(x′)γ dx, (18)

где постоянная C3 не зависит от f .
2. Пусть f ∈ Lp,γ

(
RN
n,+

)
, 1 < p ≤ ∞. Тогда Mγf(x) ∈ Lp,γ

(
RN
n,+

)
и

‖Mγf‖p,γ ≤ C4‖f‖p,γ , (19)

где постоянная C4 не зависит от f .

Следствие 2. Если f ∈ Lp,γ
(
RN
n,+

)
, 1 ≤ p ≤ ∞, то

lim
r→0

|B(0, r)|−1
γ

∫
B(0,r)

T yf(x)(y′)γ dy = f(x)

для почти всех x ∈ RN
n,+.

Замечание 1. Отметим, что при 0 < α < Q теорема 1 является новой
даже в одномерном случае. Следствие 1 в одномерном случае, т. е. при N =
n = 1, доказано в [17], а в многомерном случае при n = N ≥ 2 — в [7] (подробнее
см. [8]).
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3. Поточечные и интегральные
оценки для B-потенциала Рисса

Рассмотрим B-потенциал Рисса

Iαγ f(x) =
∫

RNn,+

T y|x|α−Qf(y)(y′)γ dy, 0 < α < Q.

Нетрудно показать, что если p ≥ Q
α , то B-потенциал Рисса Iαγ f не определен

для всех функций f ∈ Lp,γ
(
RN
n,+

)
.

Докажем следующую теорему, являющуюся поточечной оценкой для B-
потенциала Рисса Iαγ f(x). Оценки такого типа для потенциала Рисса получены
в [13].

Теорема 2. Пусть 0 < α < Q и f ∈ Lp,γ
(
RN
n,+

)
— локально суммируемая

функция. Тогда для r > 0 и x ∈ RN
n,+ существуют постоянные C5–C8, зависящие

только от α, p, n,N, γ, такие, что

Iαγ |f |(x) ≤ C5
(
rαMγf(x) + rα−

λ
pM

λ
p
γ f(x)

)
, 1 ≤ p < λ/α; (20)

Iαγ |f |(x) ≤ C6‖f‖
αp
Q
p,γ(Mγf(x))1−

αp
Q , 1 ≤ p <

Q

α
; (21)

Iαθγ f(x) ≤ C7
(
Iαγ f(x)

)θ(Mγf(x))1−θ, 0 < θ < 1; (22)

Iαθγ f(x) ≤ C8
(
Mα
γ f(x)

)θ(Mγf(x))1−θ, 0 < θ < 1. (23)

Доказательство. Пусть r > 0 — произвольное число. Используя свой-
ство свертки, представим Iαγ |f |(x) в виде

Iαγ |f |(x) =
∫

RNn,+

|y|α−QT y|f(x)|(y′)γ dy

=
( ∫
B(0,r)

+
∫

RNn,+\B(0,r)

)
T y|f(x)| |y|α−Q(y′)γ dy = J1(x, r) + J2(x, r).

Для доказательства (20) сначала оценим J1(x, r). Суммируя по всем j > 0,
получим

J1(x, r) ≤
∫

B(0,r)

T y|f(x)| |y|α−Q(y′)γ dy

=
∞∑
j=1

∫
B(0,2−j+1r)\B(0,2−jr)

T y|f(x)| |y|α−Q(y′)γ dy ≤ crαMγf(x).

Следовательно,
J1(x, t) ≤ ctαMγf(x). (24)

Так же оценим J2(x, r):

J2(x, r) =
∫

RNn,+\B(0,r)

|y|α−QT y|f(x)|(y′)γ dy

≤
∞∑
k=0

∫
B(0,2k+1r)\B(0,2kr)

|y|α−QT y|f(x)|(y′)γ dy ≤ crα−
λ
pM

λ
p
γ f(x),
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ибо по нашему предположению α− λ
p < 0.

Итак, оценка (20) доказана. Перейдем к доказательству (21). Используя
оценку (1) и нижеследующую оценку для J2(x, t), придем к (21).

Применяя неравенство Гёльдера, а также (1), имеем

J2(x, t) ≤
( ∫

RNn,+\B(0,t)

(T y|f(x)|)p(y′)γ dy
) 1

p
( ∫

RNn,+\B(0,t)

|y|(α−Q)p′(y′)γ dy
) 1

p′

≤ ‖T yf‖p,γ
( ∫

RNn,+\B(0,t)

|y|(α−Q)p′(y′)γ dy
) 1

p′

≤ ‖f‖p,γ
( ∫

RNn,+\B(0,t)

|y|(α−Q)p′(y′)γ dy
) 1

p′

.

Перейдем к сферическим координатам:

( ∫
RNn,+\B(0,t)

|y|(α−Q)p′(y′)γ dy
) 1

p′

=

 ∞∫
t

∫
SN−1

+

r(α−Q)p′+Q−1(θ′)γ drdθ

 1
p′

=

 ∫
SN−1

+

(θ′)γ dθ
∞∫
t

r(α−Q)p′+Q−1 dr

 1
p′

=
( ∫
SN−1

+

(θ′)γ dθ
) 1

p′

 ∞∫
t

r(α−Q)p′+N+γ−1 dr

 1
p′

= ctα−Q+ Q
p′ = ctα−

Q
p .

Следовательно,

J2(x, t) ≤ c‖f‖p,γtα−
Q
p . (25)

Таким образом, из (24) и (25)

Iαγ |f |(x) ≤ c(tαMγf(x) + ‖f‖p,γtα−
Q
p ).

Минимизируя по t, при t = [(Mγf(x))−1‖f‖p,γ ]p/(Q) получим

Iαγ |f |(x) ≤ C6‖f‖
αp
Q
p,γ(Mγf(x))1−

αp
Q .

Теперь докажем неравенство (22). Рассмотрим

Iαθγ f(x) =
∫

RNn,+

T yf(x)|y|αθ−Q(y′)γ dy

=
( ∫
B(0,t)

+
∫

RNn,+\B(0,t)

)
T yf(x)|y|αθ−Q(y′)γ dy = I1(x, t) + I2(x, t).
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Оценим I2(x, t). Заметим, что так как по условию теоремы 0 < θ < 1, то
αθ − α < 0 и |y|αθ−α ≤ tαθ−α для любого y ∈ RN

n,+\B(0, t). Отсюда

I2(x, t) =
∫

RNn,+\B(0,t)

T yf(x)|y|αθ−Q(y′)γ dy

≤ tαθ−α
∫

RNn,+\B(0,t)

T yf(x)|y|α−Q(y′)γ dy ≤ tαθ−αIαγ f(x). (26)

Учитывая (24) и (26), имеем

I1(x, t) ≤ ctαθMγf(x), (27)

I2(x, t) ≤ tαθ−αIαγ f(x). (28)

Таким образом, из (27) и (28) вытекает, что

Iαθγ f(x) ≤ ctαθMγf(x) + tαθ−αIαγ f(x). (29)

Минимизируя по t, при t =
[
(Mγf(x))−1Iαγ f(x)

]1/α получим

Iαθγ f(x) ≤ C7
(
Iαγ f(x)

)θ(Mγf(x))1−θ.

Перейдем к доказательству оценки (23). Рассмотрим I2(x, t). Суммируя по
всем j > 0, приходим к неравенствам

I2(x, t) ≤
∞∑
j=0

∫
B(0,2j+1t)\B(0,2jt)

T yf(x)|y|αθ−Q(y′)γ dy

≤
∞∑
j=0

(2jt)αθ−N−|γ|
∫

B(0,2j+1t)

T yf(x)(y′)γ dy

≤ 2Q−αtαθ−αMα
γ f(x)

∞∑
j=0

(2αθ−α)j ≤ ctαθ−αMα
γ f(x).

Следовательно,
I2(x, t) ≤ cαθ−αMα

γ f(x). (30)

Учитывая (27) и (30), имеем

Iαθγ f(x) ≤ tαθMγf(x) + ctαθ−αMα
γ f(x).

Минимизируя по t, при t =
[
(Mγf(x))−1Mα

γ f(x)
]1/α получим

Iαθγ f(x) ≤ C8
(
Mα
γ f(x)

)θ(Mγf(x))1−θ.

Теорема 2 доказана.

Теорема 3. Пусть 0 < α < Q, f ∈ Lp,γ
(
RN
n,+

)
.

(a) Если 1 < p < λ
α , 1 ≤ r ≤ ∞, 1

q = 1
p −

α
λ + αp

λr , то для любой функции

f ∈ Lp,γ
(
RN
n,+

)
и M

λ
p
γ f ∈ Lr,γ

(
RN
n,+

)
имеет место следующая оценка:∥∥Iαγ f∥∥

q,γ
≤ C9

∥∥M λ
p
γ f

∥∥αp
λ

r,γ
‖f‖1−

αp
λ

p,γ , (31)
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где постоянная C9 не зависит от функции f .
(b) Если 1 < p < Q

α , то существуют постоянные C10 и C11, зависящие только
от α, p, n,N и γ, такие, что∥∥Iαθγ f

∥∥
r,γ

≤ C10
∥∥Iαγ |f |∥∥θq,γ‖f‖1−θp,γ , (32)∥∥Iαθγ f

∥∥
r,γ

≤ C11
∥∥Mα

γ f
∥∥θ
q,γ
‖f‖1−θLp,γ

, (33)

где 0 < θ < 1, 0 < q ≤ ∞, 1
r = θ

q + 1−θ
p .

Доказательство. Взяв в оценке (20)

r = r(x) =
(
M

λ
p
γ f(x)

Mγf(x)

) p
λ

,

имеем ∣∣Iαγ f(x)
∣∣ ≤ C5

(
M

λ
p
γ f(x)

)αp
λ (Mγf(x))1−

αp
λ (34)

для каждого x ∈ RN
n,+. Возведя обе части неравенства в степень q, интегри-

руя по x и применяя неравенство Гёльдера к правой части неравенства (34),
получим∫

RNn,+

∣∣Iαγ f(x)
∣∣q(x′)γdx ≤ Cq

5

∫
RNn,+

(
M

λ
p
γ f(x)

)αpq
λ (Mγf(x))q−

αpq
λ (x′)γ dx

≤ Cq
5

∥∥(
M

λ
p
γ f

)αpq
λ

∥∥
s′,γ

‖(Mγf)q−
αpq
λ ‖s,γ ,

где
(
q − αpq

λ

)
s = p, s′ = s

s−1 = λr
αpq ,

1
q = 1

p −
α
λ + αp

λr . Следовательно,∥∥Iαγ f∥∥
q,γ

≤ C5
∥∥M λ

p
γ f

∥∥αp
λ

r,γ
‖Mγf‖

p
qs
p,γ ≤ C9

∥∥M λ
p
γ f

∥∥αp
λ

r,γ
‖f‖

p
qs
p,γ = C9

∥∥M λ
p
γ f

∥∥αp
λ

r,γ
‖f‖1−

αp
λ

p,γ .

Докажем неравенство (32), неравенство (33) доказывается аналогично.
Рассмотрим

∥∥Iαθγ f
∥∥
r,γ

. Учитывая (22) и применяя неравенство Гёльдера,
приходим к соотношениям∥∥Iαθγ f

∥∥
r,γ

≤ C7
∥∥(
Iαγ |f |

)θ(Mγf)1−θ
∥∥
r,γ

≤ C7
∥∥(
Iαγ |f |

)θ∥∥
rτ ′,γ

‖(Mγf)1−θ‖rτ,γ .

Введем следующие обозначения: p = (1 − θ)rτ, q = θrτ ′, где τ ′ = τ
τ−1 . Тогда

очевидно, что 1
rτ = 1−θ

p , а 1
rτ ′ = θ

q . Учитывая полученное, имеем∥∥Iαθγ f
∥∥
r,γ

≤ C7
∥∥Iαγ |f |∥∥θq,γ‖Mγf‖1−θp,γ .

Из последнего неравенства, оценки (19) и следствия 1 будем иметь∥∥Iαθγ f
∥∥
r,γ

≤ C10
∥∥Iαγ |f |∥∥θq,γ‖f‖1−θp,γ .

Теорема 3 доказана.

Далее рассмотрим модифицированный B-потенциал Рисса

Ĩαγ f(x) =
∫

RNn,+

(T y|x|α−Q − |y|α−QχB∗(0,1)(y))f(y)(y′)γ dy,

где B∗(0, 1) = RN
n,+\B(0, 1).

Используя теоремы 1, 2, можно получить доказанную в [18] теорему Со-
болева для B-потенциала Рисса, а именно показать, что оператор Iαγ является
оператором сильного типа (p, q)γ , 1 < p < Q/α, 1/p− 1/q = α/Q и слабого типа
(1, q)γ , 1/q = 1 − α/Q (в случае N = n = 1 см. [19], в случае N ≥ 2, n = 1, см.
[20], а в случае N = n ≥ 2 см. [7, 21]).
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Теорема 4. Пусть 0 < α < Q, 1 ≤ p ≤ Q
α .

(a) Если p = 1, то условие 1 − 1
q = α

Q является необходимым и доста-
точным для того, чтобы оператор Iαγ действовал ограниченно из L1,γ

(
RN
n,+

)
в

WLq,γ
(
RN
n,+

)
.

(b) Если 1 < p < Q
α , то условие 1

p −
1
q = α

Q является необходимым и доста-
точным для того, чтобы оператор Iαγ действовал ограниченно из Lp,γ

(
RN
n,+

)
в

Lq,γ
(
RN
n,+

)
.

(c) Если p = Q
α , f ∈ Lp,γ

(
RN
n,+

)
, ‖f‖Lp,γ = 1 и носитель функции f принад-

лежит шару B(0, r), то∫
B(0,r)

exp
(
β0

∣∣Iαγ f(x)
∣∣p′)(x′)γ dx ≤ C0ω(N,n, γ)rQ,

где β0 = ω(N,n, γ)−1(pCγ,n)−p
′
, постоянная C0 = C0(N,α, γ) зависит только от

N , α и γ.
(d) Если p = Q

α и f ∈ Lp,γ
(
RN
n,+

)
, то Ĩαγ f ∈ BMOγ

(
RN
n,+

)
и∥∥Ĩαγ f∥∥

BMOγ
≤ C12‖f‖p,γ ,

где постоянная C12 > 0 не зависит от f .
Если же интеграл Iαγ f почти всюду существует, то Iαγ f ∈ BMOγ

(
RN
n,+

)
и

справедливо неравенство ∥∥Iαγ f∥∥
BMOγ

≤ C13‖f‖p,γ ,

где постоянная C13 > 0 не зависит от f .

Замечание 2. Части (a), (b) теоремы 4 разными методами доказаны в
[22, 11, 14, 21] (см. также [18]). В случае n = 1 части (a), (b) теоремы 4 доказаны
в [20], а в случае n = N — в [7] (см. также [8]).

Доказательство. Сначала докажем часть (c). Обозначим A = |B(0, r)|γ .
Применяя лемму 1, аналог неравенства О’Нейла для обобщенных сверток, до-
казанную в [11, 14], и лемму 2, будем иметь(

Iαγ f
)∗
γ
(t) ≤

(
Iαγ f

)∗∗
γ

(t)

≤ Cγ,n

f∗∗γ (t)
t∫

0

(| · |α−N−γ)∗∗γ (s)ds+
∞∫
t

f∗γ (s)(| · |α−N−γ)∗∗γ (s) ds


= Cγ,n

f∗∗γ (t)
t∫

0

Q

α

(
ω(N,n, γ)

s

)Q−α
Q

ds+
A∫
t

f∗γ (s)
Q

α

(
ω(N,n, γ)

s

)Q−α
Q

ds

.
(35)

Учитывая, что p = Q
α , p′ = p

p−1 = Q
Q−α и 1

p′ = Q−α
Q , имеем

(
Iαγ f

)∗
γ
(t) ≤ Cγ,npω(N,n, γ)

1
p′

pt− 1
p′

t∫
0

f∗γ (s) ds+
A∫
t

f∗γ (s)s−
1
p′ ds

. (36)
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Пусть

a(s, t) =


1, 0 < s < t,

pe(t−s)/p
′
, t < s <∞,

0, −∞ < s ≤ 0,
φ(s) = A1/pf∗γ (Ae−s)e−

s
p .

Тогда

sup
t>0

 0∫
−∞

+
∞∫
t

a(s, t)p
′
ds

 1
p′

= sup
t>0

 ∞∫
t

(pe(t−s)/p
′
)p
′
ds

 1
p′

= p <∞,

∞∫
−∞

φ(s)p ds =
∞∫

−∞

Af∗γ (Ae−s)pe−s ds =
∞∫
0

f∗γ (t)p dt

=
A∫

0

f∗γ (t)p dt =
∫

B(0,r)

|f(x)|p(x′)γ dx = 1.

Так как a(s, t) и φ(s) удовлетворяют условиям (3)–(5), по лемме 3 существует
постоянная C0, не зависящая от p, такая, что

∞∫
0

e−F (t) dt ≤ C0,

где F (t) = t−
( ∞∫
−∞

a(s, t)φ(s) ds
)p′

. Подставляя значения a(s, t) и φ(s), получим

F (t) = t−

 t∫
0

φ(s) ds+
∞∫
t

pe(t−s)/p
′
φ(s) ds

p′

= t−

 t∫
0

A1/pf∗γ (Ae−s

e− s
p ds

+

 ∞∫
t

pe(t−s)/p
′
A1/pf∗γ (Ae−s)e−

s
p ds

p′

.

Делая замену переменных, имеем

F

(
ln
A

t

)
= ln

A

t
−

 ln A
t∫

0

A1/pf∗γ (Ae−s)e−
s
p ds

+
∞∫

ln A
t

pe(ln
A
t −s)/p

′
A1/pf∗γ (Ae−s)e−

s
p ds

p′

= ln
A

t
− (I1 + I2)p

′
.

Оценим I1 и I2:

I1 =

ln A
t∫

0

A1/pf∗γ (Ae−s)e−
s
p ds =

A∫
t

f∗γ (τ)τ−
1
p′ dτ,
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I2 =
∞∫

ln A
t

pe(ln
A
t −s)/p

′
A1/pf∗γ (Ae−s)e−

s
p ds =

∞∫
ln A

t

e
ln A

t
p′ e−

s
p′ e−

s
pA1/pf∗γ (Ae−s) ds

=
∞∫

ln A
t

pAt−
1
p′ e−sf∗γ (Ae−s) ds = pt−

1
p′

t∫
0

f∗γ (τ) dτ.

Подставляя оценки для I1 и I2, имеем

F

(
ln
A

t

)
= ln

A

t
−

pt− 1
p′

t∫
0

f∗γ (τ) dτ +
A∫
t

f∗γ (τ)τ−
1
p′ dτ

p′

. (37)

Комбинируя оценки (35)–(37), получим

C0 ≥
∞∫
0

e−F (t) dt =
A∫

0

t−1e−F (ln A
t ) dt

=
A∫

0

t−1 exp


pt− 1

p′

t∫
0

f∗γ (τ) dτ +
A∫
t

f∗γ (τ)τ−
1
p′ dτ

p′

− ln
A

t

 dt

=
1
A

A∫
0

exp


pt− 1

p′

t∫
0

f∗γ (τ) dτ +
A∫
t

f∗γ (τ)τ−
1
p′ dτ

p′ dt

≥ 1
A

A∫
0

exp
{
ω(N,n, γ)−1

[(
Iαγ f

)∗
γ
(t)

Cγ,np

]p′}
dt =

1
A

∫
B(0,r)

exp
(
β0

∣∣Iαγ f(x)
∣∣p′)(x′)γ dx.

Следовательно,
1
A

∫
B(0,r)

exp
(
β0

∣∣Iαγ f(x)
∣∣p′)(x′)γ dx ≤ C0.

П. (с) теоремы 4 доказан.
Отметим, что доказательство п. (d) теоремы 4 аналогично доказательству

теоремы 4 в работе [8].
Теорема 4 доказана.

Авторы искренне благодарят рецензентов за сделанные замечания, которые
улучшили работу.
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