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ТЕОРЕМА ДВОЙСТВЕННОСТИ ДЛЯ ЛОКАЛЬНО

КОМПАКТНЫХ АБЕЛЕВЫХ n–ГРУПП
В. В. Мухин, Д. В. Сергеева

Аннотация. Получено обобщение теоремы Понтрягина — Ван Кампена на случай
локально компактных топологический n-групп, а также рассмотрены свертки мер
и преобразование Фурье на локально компактных топологических n-группах.
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1. Введение

Терминология, касающаяся алгебраических n-групп, согласована с [1], за
исключением того, что мы пишем n-группа вместо n-арная группа.

Топологические n-группы стали рассматриваться сравнительно недавно [2].
Дальнейшее продвижение в их изучении представлено в работах [3–5].

В данной работе рассматриваются характеры локально компактных абеле-
вых n-групп, доказывается теорема, обобщающая классическую теорему двой-
ственности Понтрягина — Ван Кампена на случай n-групп, введено преобразо-
вание Фурье — Стильтьеса мер и функций на топологических n-группах. Неко-
торые результаты работы анонсированы в [6].

2. Характеры n-групп

Упорядоченную пару 〈X, ()〉, где X — непустое множество, () — ассоциатив-
ная n-арная операция на X такая, что для любой последовательности an−1

1 a ∈
Xn каждое из следующих уравнений:

(
xan−1

1
)

= a и
(
an−1
1 x

)
= a, имеет един-

ственное решение, называют n-группой. n-Группу 〈X, ()〉, наделенную тополо-
гией, называют топологической, если n-арная операция () непрерывна по со-
вокупности аргументов и решение каждого из приведенных выше уравнений
непрерывно зависит от an−1

1 a ∈ Xn.
Здесь и ниже последовательность a1, . . . , an обозначаем через an1 , а резуль-

тат действия n-арной операции на такой последовательности — через (an1 ). n-
Группу 〈X, ()〉 называют абелевой, если результат (an1 ) не зависит от перестанов-
ки элементов последовательности an1 для любой последовательности an1 ∈ Xn.

Далее всюду T — группа комплексных чисел, по модулю равных единице,
с операцией обычного умножения чисел, наделенная естественной топологией.
Пусть 〈X, ()〉 — n-группа. Отображение f : X → T назовем характером n-
группы 〈X, ()〉, если

f(xn1 ) = f(x1) · f(x2) · . . . · f(xn)

для любой последовательности xn1 ∈ Xn.
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Произведение двух характеров n-группы 〈X, ()〉 является характером этой
n-группы, и множество всех характеров n-группы 〈X, ()〉 с так определенным
умножением является абелевой бинарной группой. Легко проверяется справед-
ливость следующей теоремы.

Теорема 1. Если χ — характер n-группы 〈X, ()〉, то формула

χ1(x) = β · χ(x) (x ∈ X)

определяет характер n-группы 〈X, ()〉 тогда и только тогда, когда βn−1 = 1, где
β — комплексное число.

Теорема 2. Пусть 〈G, ·〉 — абелева бинарная группа, X — система образу-
ющих G, H — подгруппа G и a — элемент из G такие, что X = aH, множества
H, aH, . . . , ak−2H попарно различны и ak−1H = H, где k ∈ N и k ≥ 2. Пусть
l ∈ N, n = l(k − 1) + 1 и (an1 )n = a1 · . . . · an. Тогда справедливы следующие
утверждения:

1) 〈X, ()n〉 является абелевой n-группой;
2) если χ — характер k-группы 〈X, ()k〉, β ∈ { k−1

√
1}, то формула

χ1(x) = β · χ(x) (x ∈ X)

задает характер n-группы 〈X, ()n〉;
3) если χ1 — характер n-группы 〈X, ()n〉 и для некоторого b ∈ X имеет

место (χ1(b))k−1 = 1 и χ1(b · . . . · b︸ ︷︷ ︸
k

) = χ1(b), то формула

χ(x) = χ1(b) · χ1(x) (x ∈ X)

определяет характер k-группы 〈X, ()k〉;
4) если χ — характер бинарной группы G, то сужение χ на X является

характером k-группы 〈X, ()k〉, причем различные характеры бинарной группы
G имеют различные сужения на X;

5) каждый характер k-группы 〈X, ()k〉 является сужением на X некоторого
характера бинарной группы G.

Доказательство. 1. Устанавливается простой проверкой.
2. Заметим сначала, что каждый характер k-группы 〈X, ()k〉 является ха-

рактером n-группы 〈X, ()n〉. Далее применим теорему 1.
3. Пусть выполнены условия утверждения 3, и пусть xk1 ∈ Xk. Тогда

χ(xk1)k =
χ1((xk1)k)
chi1(b)

=
χ1((bk)k)n−1 · χ1(xk1)
χ1(b) · χ1(b)n−k

=
χ1(bk · . . . · bk · (xk1)k)
χ1(b) · (χ1(b))n−k

=
χ1((x1bn−1) · (x2bn−1) · . . . · (xk−1bn−1) · (xkbn−k−1) · (bk))

χ1(b) · χ1(b)n−k

=
χ1(x1)(χ1(b))n−1 · χ1(x2)(χ1(b))n−1 · . . . · χ1(xk)(χ1(b))n−k−1 · χ1(bk)

χ1(b) · χ1(b)n−k

= χ(x1) · χ(x2) · . . . · χ(xk) · χ1(b)(k−1)(n−1) = χ(x1) · . . . · χ(xk).

4. Очевидно, что сужение характера бинарной группы G на X является
характером k-группы 〈X, ()k〉. Пусть χ1 и χ2 — различные характеры бинарной
группы G. Тогда χ1(alh) 6= χ2(alh) для некоторого 0 ≤ l ≤ k − 1 и некоторого
h ∈ H. Отсюда

χ1(ah) 6= χ2(ah).
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Так как ah ∈ X, сужения χ1 и χ2 на X различны.
5. Пусть χ0 — характер k-группы 〈X, ()k〉. Положим

χ(alh) = (χ0(a))l−1 · χ0(ah)

для каждого 0 ≤ l < k− 1 и каждого h ∈ H. Тогда χ является функцией, опре-
деленной на G, принимающей значения из T , сужение которой на X совпадает
с χ0.

Пусть 0 ≤ l1 < k − 1, 0 ≤ l2 < k − 1, h1, h2 ∈ T . Если l = l1 + l2, то

χ(al1h1a
l2h2) = χ(al1+l2h1h2) = (χ0(a))l1+l2−1 · χ0(ah1h2)

= (χ0(a))l1+l2−1−k+1 · (χ0(a))k−1 · χ0(ah1h2) = (χ0(a))l1+l2−k · χ0(ak−1(ah1h2))

= (χ0(a))l1+l2−k · χ0(ak−2(ah1)(ah2)) = (χ0(a))l1+l2−2 · χ0(ah1) · χ0(ah2)

= χ(al1h1) · χ(al2h2).

Если l1 + l2 ≥ k − 1, то полагаем ak−1 = h, h ∈ H, l = l1 + l2 − (k − 1).
Получаем

χ(al1h1a
l2h2) = χ(alhh1h2) = χ0(a)l−1 · χ0(ahh1h2)

= (χ0(a))l−1 · χ0(ak−2(ah1)(ah2)) = χ0(a)l−1+k−2 · χ0(ah1) · χ0(ah2)

= χ0(a)l1+l2−(k−1)−1+k−2 · χ0(ah1) · χ0(ah2)

= χ0(a)l1−1 · χ0(ah1) · χ0(a)l2−1 · χ0(ah2) = χ(ah1) · χ(ah2).

Итак, χ — характер бинарной группы G.

3. Теорема двойственности для n-групп

Далее всюду 〈X, (), τ〉 — локально компактная топологическая абелева n-
группа.

Обозначим через X̂ множество всех непрерывных характеров топологиче-
ской n-группы 〈X, (), τ〉. Очевидно, X̂ является бинарной группой относитель-
но операции поточечного умножения характеров. Наделим X̂ топологией ком-
пактной сходимости. Тогда X̂ становится локально компактной топологической
группой. Ее, как и в бинарном случае, будем называть группой характеров n-
группы X. Мы будем рассматривать только непрерывные характеры, не огова-
ривая этого особо.

Пусть G — обертывающая группа n-группы X, т. е. 〈G, ·〉 — бинарная
группа, X ⊂ G, (xn1 ) = x1 · x2 · . . . · xn для любой последовательности xn1 ∈ Xn,
группа G обладает инвариантной подгруппой H такой, что yH = Hy = X для
любого y ∈ X и фактор-группа G/H есть циклическая группа порядка n − 1,
порожденная элементом yH. Отсюда следует, что G будет абелевой группой
и что множества H, yH, . . . , yn−2H попарно не пересекаются и в объединении
дают все G.

Совокупность подмножеств группы G

{A1 · . . . ·Ak | Ai ∈ τ, i = 1, 2, . . . , k, k = 1, 2, . . . , n− 1}

образует базу локально компактной топологии, согласованной с групповой струк-
турой G. Каждое из множеств yH, где y ∈ G, открыто в G. Сужение этой топо-
логии на X совпадает с τ . Группу G будем рассматривать вместе с введенной
на ней топологией.
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Пусть χ — характер группы G. Сужение χX характера χ на X, очевидно,
является непрерывным характером n-группы X. Формула π(χ) = χX (χ ∈ Ĝ)
задает отображение π группы характеров Ĝ в группу X̂. Зафиксируем a ∈ X.
Имеем aH = X.

Теорема 3. Отображение π — топологический и алгебраический изомор-
физм Ĝ на X̂.

Доказательство. Так как сужение произведения характеров равно про-
изведению сужений, то π — гомоморфизм Ĝ в X̂.

Из утверждения 4 теоремы 2 следует, что π является инъекцией. Заме-
тим, что если χ0 ∈ X̂, то характер χ группы G, построенный в доказательстве
утверждения 5 теоремы 2, сужение которого на X есть χ0, будет непрерывным
на G характером. Следовательно, π — сюръекция и, значит, алгебраический
изоморфизм группы Ĝ на группу X̂.

Пусть F — компактное подмножество G, ε > 0 и P (F, ε) = {χ ∈ Ĝ |
|χ(x) − 1| < ε, x ∈ F}. Система всех таких множеств образует базу в точ-
ке 1 топологической группы Ĝ. Аналогичное замечание справедливо и для
группы X̂.

Покажем, что

π(P (F, ε)) ⊃ {χ0 ∈ X̂ | |χ0(x)− 1| < ε/2n}

для каждого x.
Пусть χ0 ∈ X̂ и для любого x ∈ asF ∩aH верно неравенство |χ0(x)−1| < ε

2n
для s = 0, 1, 2, . . . , n− 2, а также χ0(a) < ε

2n . Пусть x ∈ F ∩ akH, 0 ≤ k < n− 1,
и π(x) = χ0. Тогда

χ(x) = χ0(a)k−1 · χ0(ah),

где x = akh, h ∈ H. Так как an−kx = an−kakh ∈ aH, то

|χ(x)− 1| = |χ0(a)k−1 · χ0(ah)− 1| =
∣∣χk−n0 (a) · χ0(anh)− 1

∣∣
≤

∣∣χk−n0 (a) · χ0(anh)− χ0(anh)
∣∣ + |χ0(anh)− 1| ≤

∣∣χk−n0 (a)− 1
∣∣ +

ε

2n
= |χ0(a)− 1|

∣∣1 + χ0(a) + · · ·+ χn−k−1
0 (a)

∣∣ +
ε

2n
<

ε

2n
n+

ε

2n
≤ qε.

Отсюда следует справедливость доказываемого включения. Из него выте-
кает, что π — открытое отображение.

Так как для F ⊂ X и ε > 0

P (F, ε) ⊂ π−1{χ0 ∈ X : |χ0(x)− 1| < ε, x ∈ F},

то π — непрерывное отображение. Обозначим группу характеров группы X̂
через �X . Пусть x ∈ X. Положим

x′(χ) = χ(x) (χ ∈ X̂).

Тогда x′ ∈ �X . Зададим отображение τ из X в �X равенством τ(x) = x′. Если
n = 2, то τ — непрерывный изоморфизм группыX на �X . Это есть утверждение
знаменитой теоремы Понтрягина — Ван Кампена [7]. Для n-группы (n > 2) не
следует ожидать такого результата хотя бы потому, что не всякая n-группа
содержит единичный элемент, и если бы τ было изоморфизмом для n-группы,
то прообраз единичного элемента из �X был бы единичным элементом в X.

Следующую теорему назовем теоремой двойственности для n-групп.
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Теорема 4. Справедливы следующие утверждения:
(i) отображение τ — непрерывный инъективный гомоморфизм из X в �X ;
(ii) τ(X) — открытая n-подгруппа бинарной группы �X ;
(iii) τ(X) — класс смежности по некоторой открытой подгруппе H̃ груп-

пы �X ;
(iv) порядок �X/H̃ равен n− 1.

Доказательство. Пусть xn1 ∈ Xn. Тогда для χ ∈ X̂ имеем

(xn1 )′(χ) = χ(xn1 ) = χ(x1) · . . . · χ(xn) = x′1(χ) · . . . · x′n(χ).

Это означает, что τ(xn1 ) = τ(x1) · . . . · τ(xn).
Непрерывность τ доказывается так же, как и для бинарного случая [6].
Пусть G — обертывающая локально компактная группа n-группы X, рас-

смотренная в предыдущем разделе. Пусть x, y ∈ X и x 6= y. Тогда существует
χ ∈ Ĝ такой, что χ(x) 6= χ(y). Сужение χ на X, как отмечено, является харак-
тером n-группы X. Следовательно, τ(x) 6= τ(y). Тем самым утверждение (i)
доказано.

Из (i) следует, что τ(X) является n-подгруппой �X .
Пусть ψ ∈ �X . Легко проверяется, что функция χ→ ψ(π(χ)) (χ ∈ Ĝ) явля-

ется характером на Ĝ. Положим π∗(ψ) = ψ ◦ π. Тогда π∗ будет алгебраическим
и топологическим изоморфизмом группы �X на �G.

Пусть i — вложение X в G, τ ′ — естественный изоморфизм G на �G.
Для x ∈ X и χ ∈ Ĝ

τ ′(i(x))(χ) = χ(x), π∗(τ(x))(χ) = (τ(x) ◦ π)(χ) = π(χ)(x) = χ(x).

Множество τ(x) = π∗−1(τ ′(i(x))) открыто, ибо τ(x) открыто в G, а τ ′ и π∗ —
гомоморфизмы.

Так как i(X) = aH, где H — подгруппа G такая, что X = aH, π и τ — ал-
гебраические изоморфизмы, то τ(X) = π∗−1(τ(aH)) = π∗−1(τ(a)) · π∗−1(τ(aH))
и π∗−1(τ(H)) = H̃ — нормальная подгруппа группы �X .

Порядок группы G/H равен n− 1. Следовательно,

|π∗−1(τ ′(G))/π(τ(H))| = |τ(x)/H̃| = n− 1.

4. Свертки мер и преобразование Фурье
мер на локально компактных n-группах

Пусть 〈X, (), τ〉 — локально компактная топологическая n-полугруппа,
M(X) — множество всех ограниченных регулярных борелевских комплексных
мер на X. В [5] показано, что для любой последовательности µn1 ∈ (M(X))n
существует единственная мера µ1 ∗ · · · ∗µn из M(X) (называемая сверткой мер
µn1 ∈ (M(X))n и обозначаемая также (µn1∗)) такая, что для любой непрерывной
комплекснозначной функции f на X выполняется равенство∫

X

f(x)d(µ1 ∗ · · · ∗ µn)(x) =
∫
· · ·

∫
Xn

f((xn1 )) dµ1(x1) . . . dµn(xn).

Ясно, что (µn1∗) ∈M(X).

Теорема 5. Операция свертки ассоциативна на M(X).
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Следствие. 〈M(X), (∗)〉 является n-полугруппой.

Теорема 6. Для борелевского множества B ⊂ X имеет место равенство(
µn1∗

)
(B) =

∫
· · ·

∫
Xn−1

µ1
(
ρ−1
1x2...xn(B)

)
dµ2(x2) . . . dµn(xn)

=
∫
· · ·

∫
Xn−1

µ2
(
ρ−1
2x1x3...xn(B)

)
dµ1(x1)dµ3(x3) . . . dµn(xn)

=
∫
· · ·

∫
Xn−1

µn
(
ρ−1
1xn...xn−1

(B)
)
dµ1(x1) . . . dµn−1(xn−1),

где ρix1...xi−1xi+1...xn(x) =
(
xi−1

1 xxni+1
)

(x ∈ X).
Доказательство. Пусть µi ∈M(X), i = 1, 2, . . . , n, и B ∈ B(X). Формула

ε(B)=
∫
· · ·

∫
Xn−1

µ
(
ρ−1
ix1...xi−1xi+1...xn

(B)
)
dµ1(x1) . . . dµi−1(xi−1)dµi+1(xi+1) . . . dµn(xn)

определяет неотрицательную меру ε на X.
Пусть K — компактное подмножество X и F — множество всех неотрица-

тельных непрерывных на X функций, равных единице на K. Тогда

ε(K)=
∫
· · ·

∫
Xn−1

µ
(
ρ−1
ix1...xi−1xi+1...xn

(K)
)
dµ1(x1) . . . dµi−1(xi−1)dµi+1(xi+1) . . . dµn(xn)

=
∫

Xn−1

(
inf
f∈F

∫
f
((
xi−1

1 xxni+1
))
dµi(xi)

)
dµ1(x1) . . . dµi−1(xi−1)dµi+1(xi+1) . . . dµn(xn)

= inf
f∈F

∫
Xn

f((xn1 )) dµ(x1) . . . dµ(xn) = inf
f∈F

∫
X

f(x) d(µn1∗)(x) = (µn1∗)(K).

Следовательно, меры ε и
(
µn1∗

)
будут совпадать всюду на B(X) в силу их регу-

лярности.
Далее всюду 〈X, (), τ〉 — топологическая абелева n-группа, топология τ ко-

торой локально компактна. Пусть µ ∈M(X). Функцию µ̂ на X̂, определяемую
формулой

µ̂(χ) =
∫
X

χ̄(x) dµ,

где χ ∈ X̂, назовем (как и в бинарном случае) преобразованием Фурье — Стиль-
тьеса меры µ.

Известно [8], что на n-группе 〈X, (), τ〉 существует положительная мера λ
такая, что для любой последовательности an−1

1 ∈ Xn−1 и любого борелевского
множества B ⊂ X имеет место равенство λ

((
an−1
1 B

))
= λ(B), где

(
an−1
1 B

)
={(

an−1
1 b

)
| b ∈ B

}
(такую меру называют инвариантной на 〈X, (), τ〉, она будет

ограниченной тогда и только тогда, когда множество X компактно). Мера λ
определена однозначно с точностью до постоянного множителя.

Множество всех функций на X, интегрируемых относительно меры λ, бу-
дем обозначать через L1(X,λ).
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Если f ∈ L1(X, λ), то мера µ = f · λ принадлежит M(X) и

µ̂(χ) =
∫
X

χ̄(x) dµ =
∫
X

f(x)χ̄(x)dλ(x).

В этом случае функцию f̂(χ) := µ̂(χ) так же, как и в бинарном случае,
называют преобразованием Фурье функции f .

Пусть f1, . . . , fn ∈ L1(X,λ). Тогда меры f1 ·λ, . . . , fn ·λ принадлежат M(X).
Их свертка будет мерой, абсолютно непрерывной по отношению к мере λ. Сле-
довательно, существует функция f ∈ L1(X,λ) такая, что f ·λ = f1 ·λ∗ · · · ∗fn ·λ.
Эту функцию f назовем сверткой функций f1, . . . , fn ∈ L1(X,λ). Будем обо-
значать f = f1 ∗ · · · ∗ fn.

Преобразование Фурье — Стильтьеса на локально компактной абелевой
n-группе 〈X, (), τ〉 обладает рядом свойств, аналогичных свойствам преобра-
зования Фурье — Стильтьеса для случая бинарных групп.

Теорема 7. Для любой ненулевой меры µ ∈ M(X), абсолютно непрерыв-
ной относительно меры λ, найдется такой характер χ ∈ X̂, что µ̂(χ) 6= 0.

Теорема 8. Если µn1 ∈ (M(X))n, то (µ1 ∗ · · · ∗ µn)ˆ = µ̂1 · . . . · µ̂n.

Доказательство. Пусть χ ∈ X̂. Тогда

(µ1 ∗ · · · ∗µn)(χ) =
∫
X

χ(x)d(µ1 ∗ · · · ∗µn)(x) =
∫
· · ·

∫
Xn−1

χ(xn1 )dµ1(x1) . . . dµn(xn)

=
∫
· · ·

∫
Xn−1

χ(x1) · . . . · χ(xn) dµ1(x1) . . . dµn(xn)

=
∫
X

χ(x1) dµ1(x1) · . . . ·
∫
X

χ(xn) dµn(xn) = µ̂1(χ) · . . . · µ̂n(χ).

Из этой теоремы вытекает следующая

Теорема 9. Если f1, . . . , fn ∈ L1(X,λ), то (fn1 ∗)ˆ = f̂1 · . . . · f̂n.

Теорема 10. Пусть f1, . . . , fn ∈ L1(X,λ). Тогда для любого x ∈ X

(f1 ∗ · · · ∗ fn)(x) =
∫
· · ·

∫
Xn−1

f1
(
ρ−1
1x2...xn(x)

)
f2(x2) . . . fn(xn)dλ2(x2) . . . dλn(xn)

=
∫
· · ·

∫
Xn−1

∫
f1(x1)f2

(
ρ−1
2x1x3...xn(x)

)
f2(x2)f3(x3) . . . fn(xn)dλ1(x1)dλ3(x3)

. . . dλn(xn) = · · · =
∫
· · ·

∫
Xn−1

f1(x1) . . . fn−1(xn−1)

× fn
(
ρ−1
nx1...xn−1

(x)
)
dλ1(x1) . . . dλn−1(xn−1).
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