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ТЕОРЕМА СОБОЛЕВА ––– ИЛЬИНА

ДЛЯ B–ПОТЕНЦИАЛА РИССА

В. С. Гулиев, Н. Н. Гараханова

Аннотация. Исследованы потенциалы Рисса, порожденные оператором обобщен-
ного сдвига, ассоциированного с оператором Лапласа — Бесселя. Получен аналог
теоремы Соболева — Ильина для B-потенциала Рисса.

Ключевые слова: оператор обобщенного сдвига, B-потенциал Рисса, теорема Со-
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Введение

В исследованиях С. Л. Соболева впервые получены и существенно исполь-
зованы интегральные представления функций через ее частные производные.
Подобные представления в последующем стали одним из основных инструмен-
тов исследования в теории вложений (см. [1, 2]). Разработанный С. Л. Собо-
левым метод интегральных представлений включает в качестве существенного
элемента оценки интегралов типа потенциала. Эти важные оценки (обобща-
ющие одномерные оценки Харди — Литтлвуда) получены С. Л. Соболевым в
работе [3] и в дальнейшем дополнены В. П. Ильиным в [4], а именно, для по-
тенциала Рисса Iαf(x) = (| · |α−N ∗ f)(x), x ∈ RN , 0 < α < N , было получено
известное вложение Соболева — Ильина Lp(RN ) ↪→ Lq(Rm), 1 < p < q < ∞,
1 ≤ m ≤ N , N

p −
m
q = α.

С помощью преобразования Фурье — Бесселя для оператора Лапласа —
Бесселя

�B =
n∑
i=1

Bi +
N∑

i=n+1

∂2

∂x2
i

, B = (B1, . . . , Bn), Bi =
∂2

∂x2
i

+
γi
xi

∂

∂xi
,

γi > 0, i = 1, . . . , n, И. А. Киприяновым и Л. А. Ивановым [5] (см. также [6, 7])
найдено фундаментальное решение в виде потенциала Рисса (B-потенциала
Рисса). В работе с помощью оператора обобщенного сдвига, порожденного опе-
ратором Лапласа — Бесселя �B , изучен B-потенциал Рисса, а именно, для
него доказан аналог теоремы Соболева — Ильина в пространстве Lp,γ

(
RN
n,+

)
=

Lp
(
RN
n,+;xγ1,ndx

)
.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Азербайджан — США двусто-
ронней грант-программы (проект ANSF Award / AZMr–3110–BA–08), а также гранта INTAS
(project 05–1000008–8157).
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Некоторые обозначения

Пусть RN — N -мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xN ),

|x| =
(

N∑
i=1

x2
i

)1/2

, 1 ≤ n ≤ N − 1, N ≥ 2, x1,n = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, xn+1,N =

(xn+1, . . . , xN ) ∈ RN−n, т. е. x = (x1,n, xn+1,N ) для любой точки x ∈ RN .
Пусть также RN

n,+ = {x ∈ RN : x1 > 0, . . . , xn > 0}, γ ≡ γ1,n = (γ1, . . . , γn),
γ1 > 0, . . . , γn > 0, xγ1,n = xγ1

1 · . . . · xγnn , |γ| = γ1 + · · · + γn, |E|γ =
∫
E

xγ1,ndx, где

E — измеримое множество в RN
n,+.

Пусть 1 ≤ m ≤ N . В случае 1 ≤ m < n ≤ N будем иметь в виду, что x1,n =
(x1,m, xm+1,n), где xm+1,n = (xm+1, . . . , xn) ∈ Rn−m, а также γ = (γ1,m, γm+1,n),
где γ1,m = (γ1, . . . , γm), γm+1,n = (γm+1, . . . , γn), а в случае 1 ≤ n < m ≤ N
будем иметь в виду, что x1,m = (x1,n, xn+1,m), где xn+1,m = (xn+1, . . . , xm) ∈
Rm−n. Для 1 ≤ n < m определим пространство Rm

n,+ = {x1,m ∈ Rm : x1 > 0,
. . . , xn > 0}, а для m < n положим Rm

+,+ = {x1,m ∈ Rm; x1 > 0, . . . , xm > 0} и
RN−m
n−m,+ = {xm+1,N ∈ RN−m; xm+1 > 0, . . . , xn > 0}, |E|γ1,m =

∫
E

x
γ1,m
1,m dx, где E —

измеримое множество в RN
n,+.

Через Lp,γ = Lp,γ
(
RN
n,+

)
обозначим пространство всех измеримых функций

f(x), x ∈ RN
n,+, с конечной нормой

‖f‖Lp,γ(RNn,+) = ‖f‖p,γ =
( ∫

RNn,+

|f(x)|pxγ1,ndx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞.

Положим L∞,γ

(
RN
n,+

)
= L∞

(
RN
n,+

)
, где L∞

(
RN
n,+

)
— множество всех существен-

но ограниченных функций f с конечной нормой

‖f‖L∞,γ(RNn,+) = ‖f‖L∞(RNn,+) = ess sup
x∈RNn,+

|f(x)|.

Оператор обобщенного сдвига (B-сдвига) определяется следующим образом
(см. [5, 7]):

T yf(x) = Cγ

π∫
0

· · ·
π∫

0

f((x1,n, y1,n)α, xn+1,N − yn+1,N ) dν(α),

где Cγ = π−
n
2

n∏
i=1

� ((γi + 1)/2) �−1(γi/2), (x1,n, y1,n)α = ((x1, y1)α1 , . . . , (xn, yn)αn),

(xi, yi)αi =
√
x2
i − 2xiyi cosαi + y2

i , 1 ≤ i ≤ n, dν(α) =
n∏
i=1

sinγi−1 αi dα1 . . . dαn,

1 ≤ n ≤ N .
Введем следующие дополнительные обозначения: в случае 1 ≤ n < m ≤ N

(x1,m, y1,m)α1,m = ((x1,n, y1,n)α, xn+1,m − yn+1,m),

T y1,mx1,m
f(x) = Cγ

π∫
0

· · ·
π∫

0

f((x1,n, y1,n)α, xn+1,m − yn+1,m, xm+1,n) dν(α),

а в случае 1 ≤ m < n ≤ N

(x1,m, y1,m)α1,m = ((x1, y1)α1 , . . . , (xm, ym)αm),
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(xm+1,n, ym+1,n)αm+1,n = ((xm+1, ym+1)αm+1 , . . . , (xn, yn)αn),

T y1,mx1,m
f(x) = Cγ1,m

π∫
0

· · ·
π∫

0

f((x1,m, y1,m)α1,m , xm+1,n) dν(α1,m),

T ym+1,N
xm+1,N

f(x) = Cγm+1,n

π∫
0

· · ·
π∫

0

f(x1,m,

(xm+1,n, ym+1,n)αm+1,n , xn+1,N − yn+1,N ) dν(αm+1,n),
где

Cγ1,m = π−
m
2

m∏
i=1

� ((γi + 1)/2) �−1(γi/2), dν(α1,m) =
m∏
i=1

sinγi−1 αi dα1 . . . dαm,

Cγm+1,n = π−
n−m

2

n∏
i=m+1

� ((γi + 1)/2) �−1(γi/2),

dν(αm+1,n) =
n∏

i=m+1

sinγi−1 αi dαm+1 . . . dαn.

Заметим, что в случае 1 ≤ m < n ≤ N

T yf(x) = T y1,mx1,m
T ym+1,N
xm+1,N

f(x), Cγ = Cγ1,mCγm+1,n .

Основные результаты

Для B-потенциала Рисса

Iαγ f(x) =
∫

RNn,+

T y|x|α−N−|γ|f(y)yγ1,n dy, 0 < α < N + |γ|,

справедлива следующая теорема Соболева.

Теорема 1. Пусть 0 < α < N + |γ|.
(a) Если 1 ≤ p < N+|γ|

α , f ∈ Lp,γ
(
RN
n,+

)
, то интеграл Iαγ f абсолютно сходится

для почти всех x ∈ RN
n,+.

(b) Если 1 < p < N+|γ|
α , 1

p −
1
q = α

N+|γ| , f ∈ Lp,γ
(
RN
n,+

)
, то Iαγ f ∈ Lq,γ

(
RN
n,+

)
и ∥∥Iαγ f∥∥

q,γ
≤ C‖f‖p,γ ,

где постоянная C > 0 не зависит от f .
(c) Если f ∈ L1,γ

(
RN
n,+

)
, 1/q = 1− α

N+|γ| , то∣∣{x ∈ RN
n,+ : Iαγ f(x) > β

}∣∣1/q
γ

≤ C

β
‖f‖1,γ .

где постоянная C > 0 не зависит от f .
Замечание 1. Теорема 1 разными методами доказана в [8, 9], см. также

[10]. В случае n = 1 теорема 1 доказана в [11], а в случае n = N — в [12], см.
также [13].

Замечание 2. На примерах можно показать (см., например, [13, с. 323]),
что если p ≥ N+|γ|

α , то B-потенциал Рисса Iαγ f не определен для всех функций
f ∈ Lp,γ

(
RN
n,+

)
.

В работе доказаны следующие две основные теоремы, являющиеся анало-
гом теоремы Соболева — Ильина для B-потенциала Рисса.
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Теорема 2. Пусть 0 < α < N + |γ|, 1 ≤ p < N+|γ|
α , 1 ≤ m < n ≤ N .

(a) Если f ∈ Lp,γ
(
RN
n,+

)
, то для любого xm+1,N ∈ RN−m

n−m,+ для почти всех
x1,m ∈ Rm

+,+ существует B-потенциал Рисса Iαγ f(x).
(b) Если 1 < p < N+|γ|

α , f ∈ Lp,γ
(
RN
n,+

)
, α = N+|γ|

p − m+|γ1,m|
q , то

Iαγ f(·, xm+1,N ) ∈ Lq,γ1,m

(
Rm

+,+
)

для любого xm+1,N ∈ RN−m
n−m,+ и∥∥Iαγ f(·, xm+1,N )

∥∥
Lq,γ1,m (Rm+,+) ≤ C‖f‖Lp,γ(RNn,+), (1)

где постоянная C > 0 не зависит от f и xm+1,N .
(c) Если f ∈ L1,γ

(
RN
n,+

)
, α = N + |γ| − m+|γ1,m|

q , то для любого xm+1,N ∈
RN−m
n−m,+ ∣∣{x1,m ∈ Rm

+,+ :
∣∣Iαγ f(x1,m, xm+1,N )

∣∣ > β
}∣∣1/q
γ1,m

≤ C

β
‖f‖L1,γ(RNn,+), (2)

где постоянная C > 0 не зависит от f и xm+1,N .

Теорема 3. Пусть 0 < α < N + |γ|, 1 ≤ p < N+|γ|
α , 1 ≤ n ≤ m ≤ N .

(a) Если f ∈ Lp,γ(RN
n,+), то для любого xm+1,N ∈ RN−m для почти всех

x1,m ∈ Rm
n,+ существует B-потенциал Рисса Iαγ f(x).

(b) Если 1 < p < N+|γ|
α , f ∈ Lp,γ(RN

n,+), N+|γ|
p − m+|γ|

q = α, то Iαγ f(·, xm+1,N )
∈ Lq,γ(Rm

n,+) для любого xm+1,N ∈ RN−m и∥∥Iαγ f(·, xm+1,N )
∥∥
Lq,γ(Rmn,+) ≤ C‖f‖Lp,γ(RNn,+), (3)

где постоянная C > 0 не зависит от f и xm+1,N .
(c) Если f ∈ L1,γ

(
RN
n,+

)
, α = N+ |γ|− m+|γ|

q , то для любого xm+1,N ∈ RN−m

∣∣{x1,m ∈ Rm
n,+ :

∣∣Iαγ f(x1,m, xm+1,N )
∣∣ > β

}∣∣1/q
γ

≤ C

β
‖f‖L1,γ(RNn,+), (4)

где постоянная C > 0 не зависит от f и xm+1,N .
Замечание 3. Для анизотропного B-потенциала Рисса аналог неравен-

ства (3) при n = 1, 1 < m ≤ N получен в [14].

Вспомогательные леммы

Для доказательства теорем 2 и 3 используются следующие две вспомога-
тельные леммы, доказательство которых приводится здесь же.

Лемма 1. Пусть 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ m < n ≤ N , x = (x1,m, xm+1,N ), x1,m ∈
Rm

+,+, xm+1,N ∈ RN−m
n−m,+, 0 < α < N+|γ|

p + m+|γ1,m|
p′ (0 < α < N + |γ| в случае

p = 1). Тогда существует постоянная C1, зависящая от p,m, n, α, γ, такая, что
для всех f ∈ Lloc

1,γ
(
RN
n,+

)
и любых x ∈ RN

n,+ справедливо неравенство∫
RNn,+

T y|x|α−N−|γ||f(y)|yγ1,n dy

≤ C1

∫
Rm+,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−(N+|γ|

p +
m+|γ1,m|

p′ )‖f(y1,m, ·)‖Lp,γm+1,n (RN−mn−m,+)y
γ1,m
1,m dy1,m,

(5)
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где C1 = ‖(1 + |xm+1,n|2)
α−N−|γ|

2 ‖Lp′,γm+1,n
(RN−mn−m,+), p

′ = p
p−1 , в случае p > 1 и

C1 = Cγm+1,n в случае p = 1.
Доказательство. Рассмотрим случай p = 1. Имеем

T y|x|α−N−|γ| = Cγ

π∫
0

· · ·
π∫

0

|((x1,n, y1,n)α, xn+1,N − yn+1,N )|α−N−|γ| dν(α)

≤ Cγ

π∫
0

· · ·
π∫

0

|(x1,m, y1,m)α1,m |α−N−|γ| dν(α1,m) = Cγm+1,nT
y1,m
x1,m

|x1,m|α−N−|γ|.

С учетом последнего неравенства∫
RNn,+

T y|x|α−N−|γ||f(y)|yγ1,n dy ≤ Cγm+1,n

∫
RNn,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−N−|γ||f(y)|yγ1,n dy

= Cγm+1,n

∫
Rm+,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−N−|γ|‖f(y1,m, ·)‖L1,γm+1,n (RN−mn−m,+)y

γ1,m
1,m dy1,m.

Следовательно, при p = 1 неравенство (5) справедливо с постоянной C1 =
Cγm+1,n .

Пусть теперь p > 1. Тогда∫
RNn,+

T y|x|α−N−|γ||f(y)|yγ1,n dy =
∫

Rm+,+

F (x, y1,m)yγ1,m
1,m dy1,m,

где

F (x, y1,m) =
∫

RN−mn−m,+

T y|x|α−N−|γ||f(y)|yγm+1,n
m+1,n dym+1,N .

Из конечности правой части неравенства (5) следует, что для почти всех
y1,m ∈ Rm

+,+
‖f(y1,m, ·)‖Lp,γm+1,n (RN−mn−m,+) <∞.

Применяя неравенство Гёльдера для F (x, y1,m), имеем

F (x, y1,m) ≤ ‖T y|x|α−N−|γ|‖Lp′,γm+1,n
(RN−mn−m,+)‖f(y1,m, ·)‖Lp,γm+1,n (RN−mn−m,+).

Оценим норму ‖T y|x|α−N−|γ|‖Lp′,γm+1,n
(RN−mn−m,+). Отметим что,

T y|x|α−N−|γ| = T y1,mx1,m
T ym+1,N
xm+1,N

(|x1,m|2 + |xm+1,N |2)
α−N−|γ|

2

= Cγ1,m

π∫
0

· · ·
π∫

0

T ym+1,N
xm+1,N

(|(x1,m, y1,m)α1,m |2 + |xm+1,N |2)
α−N−|γ|

2 dν(α1,m).

Используя обобщенное неравенство Минковского, неравенство Гёльдера и свой-
ство оператора обобщенного сдвига, придем к неравенству

‖T y|x|α−N−|γ|‖Lp′,γm+1,n
(RN−mn−m,+) ≤ Cγ1,m

π∫
0

· · ·
π∫

0

J(x1,m, y1,m, α1,m)dν(α1,m),
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где

J(x1,m, y1,m, α1,m) =
[ ∫
RN−mn−m,+

(|(x1,m, y1,m)α1,m |2

+ |ym+1,N |2)
α−N−|γ|

2 p′y
γm+1,n
m+1,n dym+1,N

]1/p′

= |(x1,m, y1,m)α1,m |
α−N−|γ|

[ ∫
RN−mn−m,+

(
1 +

(
|ym+1,N |

|(x1,m, y1,m)α1,m |

)2)α−N−|γ|
2 p′

× y
γm+1,n
m+1,n dym+1,N

]1/p′

.

Делая замену переменных ym+1,N
|(x1,m,y1,m)α1,m | = zm+1,N и учитывая, что

ym+1,N = |(x1,m, y1,m)α1,m |zm+1,N , dym+1,N = |(x1,m, y1,m)α1,m |
N−m dzm+1,N ,

y
γm+1,n
m+1,n dym+1,N = |(x1,m, y1,m)α1,m |

N−m+|γm+1,n|z
γm+1,n
m+1,n dzm+1,N ,

получим

J(x1,m, y1,m, α1,m) = C1|(x1,m, y1,m)α1,m |
(α−N−|γ|)+

N−m+|γm+1,n|
p′ ,

где

C1 =
[ ∫
RN−mn−m,+

(1 + |zm+1,N |2)
α−N−|γ|

2 p′z
γm+1,n
m+1,n dzm+1,N

]1/p′

= ‖(1 + |zm+1,n|2)
α−N−|γ|

2 ‖Lp′,γm+1,n
(RN−mn−m,+) <∞.

Следовательно,

‖T y|x|α−N−|γ|‖Lp′,γm+1,n
(RN−mn−m,+)

≤ C1Cγ1,m

π∫
0

· · ·
π∫

0

|(x1,m, y1,m)α1,m |
α−N−|γ|+

N−m+|γm+1,n|
p′ dν(α1,m)

= C1T
y1,m
x1,m

|x1,m|α−N−|γ|+
N−m+|γm+1,n|

p′ .

Так как

α−N − |γ|+ N −m+ |γm+1,n|
p′

= α−
(
N + |γ| − N −m+ |γm+1,n|

p′

)
= α−

(
N + |γ|

p
+
m+ |γ1,m|

p′

)
,

имеем

‖T y|x|α−N−|γ|‖Lp′,γm+1,n
(RN−mn−m,+) ≤ C1T

y1,m
x1,m

|x1,m|α−(N+|γ|
p +

m+|γ1,m|
p′ ).
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Подставляя полученные оценки, придем к неравенству∫
RNn,+

T y|x|α−N−|γ||f(y)|yγ1,n dy

≤ C1

∫
Rm+,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−(N+|γ|

p +
m+|γ1,m|

p′ )‖f(y1,m, ·)‖Lp,γm+1,n (RN−mn−m,+)y
γ1,m
1,m dy1,m.

Следовательно, при p > 1 неравенство (5) справедливо с постоянной C1 > 0.
Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ n ≤ m ≤ N , x = (x1,m, xm+1,N ), x1,m ∈
Rm
n,+, xm+1,N ∈ RN−m, 0 < α < |γ|+N

p +m
p′ (0 < α < N+|γ| в случае p = 1). Тогда

существует постоянная C2, зависящая от p,m, n, α, γ, такая, что для любого
f ∈ Lloc

1,γ
(
RN
n,+

)
и всех x ∈ RN

n,+ справедливо неравенство∫
RNn,+

T y|x|α−N−|γ||f(y)|yγ1,n dy

≤ C2

∫
Rmn,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−|γ|−(Np +m

p′ )‖f(y1,m, ·)‖Lp(RN−m)y
γ
1,n dy1,m, (6)

где C2 = ‖(1 + |xm+1,N |2)
α−N−|γ|

2 ‖Lp′ (RN−m), p′ = p
p−1 в случае p > 1 и C2 = 1 в

случае p = 1.
Доказательство. Рассмотрим случай p = 1. Имеем

T y|x|α−N−|γ| = Cγ

π∫
0

...

π∫
0

|((x1,n, y1,n)α, xn+1,m−yn+1,m, xm+1,N−ym+1,N )| dν(α)

≤ Cγ

π∫
0

· · ·
π∫

0

|((x1,n, y1,n)α, xn+1,m − yn+1,m)| dν(α) = T y1,mx1,m
|x1,m|α−N−|γ|.

Из последнего неравенства вытекает, что∫
RNn,+

T y|x|α−N−|γ||f(y)|yγ1,n dy ≤
∫

RNn,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−N−|γ||f(y)|yγ1,n dy

=
∫

Rmn,+

∫
RN−m

T y1,mx1,m
|x1,m|α−N−|γ||f(y)|yγ1,ndy1,mdym+1,N

=
∫

Rmn,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−N−|γ|‖f(y1,m, ·)‖L1(RN−m)y

γ
1,ndy1,m.

Следовательно, при p = 1 неравенство (6) справедливо с постоянной C2 = 1.
Пусть теперь p > 1. Тогда∫

RNn,+

T y|x|α−N−|γ||f(y)|yγ1,n dy =
∫

Rmn,+

F (x, y1,m)yγ1,n dy1,m,
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где

F (x, y1,m) =
∫

RN−m

T y|x|α−N−|γ||f(y)| dym+1,N .

Из конечности правой части неравенства (6) следует, что для почти всех
y1,m ∈ Rm

n,+
‖f(y1,m, ·)‖Lp(RN−m) <∞.

Учитывая неравенство Гёльдера, для F (x, y1,m) приходим к неравенству

F (x, y1,m) ≤ ‖T y|x|α−N−|γ|‖Lp′ (RN−m)‖f(y1,m, ·)‖Lp(RN−m).

Оценим норму ‖T y|x|α−N−|γ|‖Lp′ (RN−m). Отметим, что

T y|x|α−N−|γ| = Cγ

π∫
0

· · ·
π∫

0

[
|(x1,m, y1,m)α|2 +

N∑
i=m+1

|xi − yi|2
]α−N−|γ|

2

dν(α).

Применяя обобщенное неравенство Минковского и равенство∫
RN−m

(|(x1,m, y1,m)α|2 + |xm+1,N − ym+1,N |2)
α−N−|γ|

2 p′ dym+1,N

=
∫

RN−m

(|(x1,m, y1,m)α|2 + |ym+1,N |2)
α−N−|γ|

2 p′ dym+1,N ,

будем иметь

‖T y|x|α−N−|γ|‖Lp′ (RN−m) ≤ Cγ

π∫
0

· · ·
π∫

0

J(x1,m, y1,m, α) dν(α),

где

J(x1,m, y1,m, α) =
[ ∫
RN−m

(|(x1,m, y1,m)α|2 + |ym+1,N |2)
α−N−|γ|

2 p′ dym+1,N

]1/p′

= |(x1,m, y1,m)α|α−N−|γ|
[ ∫
RN−m

(
1+

(
|ym+1,N |

|(x1,m, y1,m)α|

)2)α−N−|γ|
2 p′

dym+1,N

]1/p′

.

Делая замену переменных ym+1,N
|(x1,m,y1,m)α| = zm+1,N и учитывая, что

ym+1,N = |(x1,m, y1,m)α|zm+1,N , dym+1,N = |(x1,m, y1,m)α|N−m dzm+1,N ,

получаем
J(x1,m, y1,m, α) = C2|(x1,m, y1,m)α|α−N−|γ|+

N−m
p′ ,

где

C2 =
[ ∫
RN−m

(1 + |zm+1,N |2)
α−N−|γ|

2 p′dzm+1,N

]1/p′

= ‖(1 + |zm+1,N |2)
α−N−|γ|

2 ‖Lp′ (RN−m) <∞.
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Следовательно,

‖T y|x|α−N−|γ|‖Lp′ (RN−m) ≤ C2Cγ

π∫
0

· · ·
π∫

0

|(x1,m, y1,m)α|α−N−|γ|+
N−m
p′ dν(α)

= C2T
y1,m
x1,m

|x1,m|α−N−|γ|+
N−m
p′ .

Так как α−N − |γ|+ N−m
p′ = α− |γ| −

(
N
p + m

p′

)
, то

‖T y|x|α−N−|γ|‖Lp′ (RN−m) ≤ C2T
y1,m
x1,m

|x1,m|α−|γ|−(Np +m
p′ ).

Из полученных оценок имеем∫
RNn,+

T y|x|α−N−|γ||f(y)|yγ1,n dy

≤ C2

∫
Rmn,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−|γ|−(Np +m

p′ )‖f(y1,m, ·)‖Lp(RN−m)y
γ
1,n dy1,m.

Следовательно, при p > 1 неравенство (6) справедливо с постоянной C2 > 0.
Лемма 2 доказана.

Доказательства теорем 2 и 3

Доказательство теоремы 2. Утверждение (a) теоремы 2 непосредствен-
но следует из леммы 1 и теоремы 1. Докажем части (b) и (c) теоремы 2.

Рассмотрим случай p = 1. Из утверждения леммы 1 и теоремы 1 имеем∣∣{x1,m ∈ Rm
+,+ :

∣∣Iαγ f(x1,m, xm+1,N )
∣∣ > β

}∣∣1/q
γ1,m

≤
∣∣∣∣{x1,m ∈ Rm

+,+ :
∫

Rm+,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−N−|γ|

× ‖f(y1,m, ·)‖L1,γm+1,n (RN−mn−m,+)y
γ1,m
1,m dy1,m >

β

C1

}∣∣∣∣1/q
γ1,m

≤ C1

β

∫
Rm+,+

‖f(y1,m, ·)‖L1,γm+1,n (RN−mn−m,+)y
γ1,m
1,m dy1,m =

C1

β
‖f‖L1,γ(RNn,+).

Теперь рассмотрим случай 1 < p < q <∞. Учитывая утверждение леммы 1
и делая замену переменных

h(y1,m) = ‖f(y1,m, ·)‖Lp,γm+1,n (RN−mn−m,+),

будем иметь∣∣Iαγ f(x)
∣∣ ≤ ∫

RNn,+

T y|x|α−N−|γ||f(y)|yγ1,n dy

≤ C1

∫
Rm+,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−(N+|γ|

p +
m+|γ1,m|

p′ )‖f(y1,m, ·)‖Lp,γm+1,n (RN−mn−m,+)y
γ1,m
1,m dy1,m

= C1

∫
Rm+,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−(N+|γ|

p +
m+|γ1,m|

p′ )h(y1,m)yγ1,m
1,m dy1,m.
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Поскольку α− N+|γ|
p − m+|γ1,m|

p′ = −(m+ |γ1,m|)
( 1
p′ + 1

q

)
, то∥∥Iαγ f(·, xm+1,N )

∥∥
Lq,γ1,m (Rm+,+)

≤ C1

∥∥∥∥ ∫
Rm+,+

T y1,mx1,m
|x1,m|−(m+|γ1,m|)( 1

p′+
1
q )h(y1,m)yγ1,m

1,m dy1,m

∥∥∥∥
Lq,γ1,m (Rm+,+)

.

Если учесть, что∫
Rm+,+

T y1,mx1,m
|x1,m|−(m+|γ1,m|)( 1

p′+
1
q )h(y1,m)yγ1,m

1,m dy1,m

=
∫

Rm+,+

T y1,mx1,m
|x1,m|β−m−|γ1,m|h(y1,m)yγ1,m

1,m dy1,m = Iβγ1,m
h(x1,m),

где β = m+|γ1,m|
p − m+|γ1,m|

q > 0, N = n = m, то, применяя теорему 1 при
N = n = m и учитывая, что 1

p −
1
q = β

m+|γ1,m| , получим∥∥Iαγ f(·, xm+1,N )
∥∥
Lq,γ1,m (Rm+,+)

=
∥∥∥∥ ∫
Rm+,+

T y1,mx1,m
|x1,m|−(m+|γ1,m|)( 1

p′+
1
q )h(y1,m)yγ1,m

1,m dy1,m

∥∥∥∥
Lq,γ1,m (Rm+,+)

=
∥∥Iβγ1,m

h
∥∥
Lq,γ1,m (Rm+,+) ≤ C‖h‖Lp,γ1,m (Rm+,+) = C‖f‖Lp,γ(RNn,+),

где постоянная C > 0 не зависит от f и xm+1,N .
Теорема 2 доказана.
Доказательство теоремы 3. Часть (a) теоремы 3 непосредственно сле-

дует из леммы 2 и теоремы 1. Докажем части (b) и (c) теоремы 3.
Рассмотрим случай p = 1. Из утверждения леммы 2 и теоремы 1 имеем∣∣{x1,m ∈ Rm

n,+ :
∣∣Iαγ f(x1,m, xm+1,N )

∣∣ > β
}∣∣1/q
γ

≤
∣∣∣∣{x1,m ∈ Rm

n,+ :
∫

Rmn,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−N−|γ|‖f(y1,m, ·)‖L1(RN−m)y

γ
1,n dy1,m >

β

C2

}∣∣∣∣1/q
γ

≤ C

β

∫
Rmn,+

‖f(y1,m, ·)‖L1(RN−m)y
γ
1,ndy1,m =

C

β
‖f‖L1,γ(RNn,+).

Теперь рассмотрим случай 1 < p < q < ∞. Из утверждения леммы 2 с
учетом обозначения h(y1,m) = ‖f(y1,m, ·)‖Lp(RN−m) будем иметь∣∣Iαγ f(x)

∣∣ ≤ ∫
RNn,+

T y|x|α−N−|γ||f(y)|yγ1,n dy

≤ C2

∫
Rmn,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−|γ|−(Np +m

p′ )‖f(y1,m, ·)‖Lp(RN−m)y
γ
1,n dy1,m

= C2

∫
Rmn,+

T y1,mx1,m
|x1,m|α−|γ|−(Np +m

p′ )h(y1,m)yγ1,n dy1,m.
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Так как α− |γ| − (N/p+m/p′) = −(m+ |γ|)(1/p′ + 1/q), то∥∥Iαγ f(·, xm+1,N )
∥∥
Lq,γ(Rmn,+)

≤ C2

∥∥∥∥ ∫
Rmn,+

T y1,mx1,m
|x1,m|−(m+|γ|)( 1

p′+
1
q )h(y1,m)yγ1,n dy1,m

∥∥∥∥
Lq,γ(Rmn,+)

.

Если учесть, что∫
Rmn,+

T y1,mx1,m
|x1,m|−(m+|γ|)( 1

p′+
1
q )h(y1,m)yγ1,n dy1,m

=
∫

Rmn,+

T y1,mx1,m
|x1,m|β−m−|γ|h(y1,m)yγ1,n dy1,m = Iβγ h(x1,m),

где β = (m + |γ|)
( 1
p −

1
q

)
> 0, N = m, то, применяя теорему 1 при N = m и

учитывая, что 1
p −

1
q = β

m+|γ| , получим∥∥Iαγ f(·, xm+1,N )
∥∥
Lq,γ(Rmn,+)

×
∥∥∥∥ ∫
Rmn,+

T y1,mx1,m
|x1,m|−(m+|γ|)( 1

p′+
1
q )h(y1,m)yγ1,n dy1,m

∥∥∥∥
Lq,γ(Rmn,+)

=
∥∥Iβγ h∥∥

Lq,γ(Rmn,+) ≤ C‖h‖Lp,γ(Rmn,+) = C‖f‖Lp,γ(RNn,+),

где постоянная C > 0 не зависит от f и xm+1,N .
Теорема 3 доказана.
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