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О ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ОГРАНИЧЕНИЯХ

СЛОЖНОСТЕЙ ВЫВОДОВ В СИСТЕМАХ ФРЕГЕ

С. Р. Алексанян, А. А. Чубарян

Аннотация. Ранее одним из авторов было введено понятие определяющего множе-
ства переменных пропозициональной формулы, позволившее выделить множество
трудноопределяемых тавтологий, сложности выводов которых в ряде систем до-
казательств классического исчисления высказываний (секвенциальной системе без
правила сечения, системе резолюций, системе, основанной на методе расщепления,
системе неравенств «Cutting planes», ограниченных системах Фреге) оцениваются
снизу экспонентой от длины выводимой формулы. В настоящей работе доказы-
вается, что для получения суперполиномиальной нижней оценки шагов (длины)
выводов в системах Фреге наличия свойства трудноопределяемости недостаточ-
но: приводится пример последовательности трудноопределяемых формул, имею-
щих полиномиально ограниченные сложности выводов в любой системе Фреге.

Ключевые слова: сложность вывода, система Фреге, определяющий конъюнкт,
определяющее множество переменных пропозициональной формулы, трудноопре-
деляемая формула.

1. Введение

Общеизвестно, что исследования сложностей выводов в пропозициональ-
ных системах важны в связи с их тесной связью с основной проблемой теории
сложности: P ?= NP . В частности, Кук и Рехов доказали, что NP = coNP в
том и только том случае, если существует система доказательств классических
тавтологий, в которой длины выводов полиномиально ограничены [1]. Извест-
ны примеры формул (PHPn, представляющих принцип «ящиков Дирихле» или
«Cliquen,k», описывающих связь хроматического числа графа с количеством
вершин его максимального полного подграфа), для которых с применением раз-
ных интересных технических средств получены показательные нижние оценки
сложностей их выводов в ряде систем доказательств классического исчисле-
ния высказываний (КИВ) [2]. Однако длины выводов этих формул в наиболее
традиционных системах доказательств пропозициональной логики — системах
Фреге — оказались полиномиально ограниченными [3, 4], поэтому исследование
сложностей выводов именно в системах Фреге представляет большой интерес.

В работе [5] А. А. Чубарян введены понятия определяющего конъюнкта и
определяющего множества переменных пропозициональной формулы и пред-
ложено оценивать сложностные характеристики выводов не только в зависи-
мости от длины выводимой формулы, но и на основе двух параметров: длины
формулы и количества переменных в определяющем ее множестве. Последнее
обстоятельство позволило:
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а) для достаточно широких классов формул существенно понизить верхние
оценки сложностей выводов практически во всех известных системах доказа-
тельств КИВ [5–7];

б) сформулировать условие трудноопределяемости формулы, достаточное
для наличия нижней показательной оценки сложностей выводов тавтологий в
ряде систем доказательств КИВ [5, 7].

Были приведены также примеры формул, удовлетворяющих этому усло-
вию. Естественно, было интересно исследовать сложности выводов именно
этих формул в системах Фреге, так как вышеупомянутые формулы PHPn и
«Cliquen,k» указанному свойству не удовлетворяют (оно достаточное, но не необ-
ходимое).

В настоящей работе доказывается, что построенные примеры трудноопре-
деляемых формул также имеют полиномиально ограниченные сложности вы-
водов в системах Фреге.

Проблема NP = coNP была бы решена, если бы удалось доказать, что для
всех формул с указанным свойством длины выводов в системах Фреге могут
быть полиномиально ограничены.

Результаты настоящей работы доложены на двух международных конфе-
ренциях и представлены в сборниках докладов [8, 9].

2. Предварительные понятия и результаты

Для доказательства основного результата напомним некоторые понятия и
обозначения.

Мы будем пользоваться общепринятыми понятиями единичного n-мерного
булева куба (En), пропозициональной формулы, тавтологии, системы доказа-
тельства КИВ, сложности выводов.

Конкретный выбор языка для представления пропозициональной формулы
(а значит, и системы доказательств) не имеет значения для наших рассмотре-
ний, однако из технических соображений мы предполагаем, что он содержит
пропозициональные переменные pi (i ≥ 1) и (или) pij (i ≥ 1, j ≥ 1), логические
связки ¬, &, ∨, ⊃ и пару скобок ( , ). В ряде случаев в целях упрощения за-
писи формул некоторые скобки могут быть опущены согласно общепринятым
правилам.

Длина формулы ϕ, определяемая как количество всех вхождений в нее
логических связок, обозначается через |ϕ|. Очевидно, что линейной функцией
от |ϕ| оцениваются и полная длина формулы, понимаемая как количество всех
символов, и количество вхождений переменных.

Тавтология ϕ называется минимальной, если она не может быть получена
подстановкой из более короткой тавтологии.

Следуя общепринятой терминологии, литералом будем называть перемен-
ную или ее отрицание. Конъюнкт K может быть представлен как множество
литералов, причем это множество не может содержать переменную и ее отри-
цание одновременно.

В работе [5] введены следующие понятия.
Для произвольной пропозициональной формулы ψ следующие тривиаль-
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ные эквивалентности назовем правилами замещения:

0&ψ = 0, ψ&0 = 0, 1&ψ = ψ, ψ&1 = ψ, ψ&ψ = ψ, ψ&ψ̄ = 0, ψ̄&ψ = 0,
0 ∨ ψ = ψ, ψ ∨ 0 = ψ, 1 ∨ ψ = 1, ψ ∨ 1 = 1, ψ ∨ ψ = ψ, ψ ∨ ψ̄ = 1, ψ̄ ∨ ψ = 1,
0 ⊃ ψ = 1, ψ ⊃ 0 = ψ̄, 1 ⊃ ψ = ψ, ψ ⊃ 1 = 1, ψ ⊃ ψ = 1, ψ ⊃ ψ̄ = ψ̄, ψ̄ ⊃ ψ = ψ,

0̄ = 1, 1̄ = 0, ¯̄ψ = ψ.

Применение правил замещения к некоторому слову заключается в замене какого-
либо его подслова, имеющего вид левой части одного из указанных эквивалент-
ностей, правой частью.

Пусть ϕ — пропозициональная формула, P = {p1, p2, . . . , pn} — множество
ее различных переменных, а P ′ = {pi1 , pi2 , . . . , pim} (1 ≤ m ≤ n) — некоторое
подмножество P .

Определение 1. Для некоторого σ = {σ1, . . . , σm} ∈ Em конъюнкт Kσ ={
pσ1
i1
, pσ2

i2
, . . . , pσmim

}
1) называется ϕ-определяющим, если, подставляя в ϕ вместо

каждой переменной pij значение σj (1 ≤ j ≤ m) и последовательно применяя
правила замещения, получаем значение формулы ϕ (0 или 1) вне зависимости
от значений остальных переменных.

Примеры. 1. Для формул p1 ⊃ (p2 ⊃ (. . . ⊃ (pk−1 ⊃ pk) . . . )) (k ≥ 3) опре-
деляющими являются, в частности, конъюнкты {pk}, {p̄1}, {p̄k−1}, {pk−1, pk},
{p1, p2, . . . , pk}.

2. Для известных тавтологий

PHPn =
n+1

&
i=1

n∨
j=1

pij ⊃
∨

1≤i<k≤n+1

∨
1≤j≤n

(pij & pkj) (n ≥ 1),

выражающих принцип «ящиков Дирихле», определяющими являются, в част-
ности, конъюнкты {p11, p21}, {p̄11, p̄12, . . . , p̄1n}.

3. В дальнейших рассмотрениях важную роль играют тавтологии

�Mn,m =
∨

(σ1,... ,σn)∈En

m

&
j=1

n∨
i=1

pσiij (n ≥ 1, 1 ≤ m ≤ 2n − 1),

которые при каждых фиксированных n ≥ 1 и m из указанных интервалов «вы-
ражают» следующее истинное утверждение: в каждой 0, 1-матрице размера
n × m можно так «перевернуть» строки (заменить 0 на 1 и 1 на 0), чтобы в
каждом столбце была по крайней мере одна единица. В силу структуры �Mn,m

очевидно, что каждый �Mn,m-определяющий конъюнкт содержит по крайней
мере m литералов.

Как видно из примеров, каждая формула ϕ может иметь много ϕ-опреде-
ляющих конъюнктов, отличающихся как по количеству, так и по составу лите-
ралов.

Определение 2. Минимально возможное количество переменных в ϕ-оп-
ределяющем конъюнкте назовем определяющей длиной формулы ϕ и будем обо-
значать через d(ϕ).

1)Для пропозициональной переменной p и σ ∈ E1 через pσ , как принято, обозначена

функция pσ =

{
p, если σ = 1,
p̄, если σ = 0.
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Очевидно, для произвольной формулы ϕ будет d(ϕ) < |ϕ|, и чем меньше
разность между этими величинами, тем более «трудной» можно считать фор-
мулу ϕ.

Определение 3. Пусть ϕn (n ≥ 1) — последовательность минимальных
тавтологий. Если для некоторого n0 можно указать такую константу c, что

∀n ≥ n0 n · (d(ϕn))c ≤ |ϕn| < n · (d(ϕn))c+1,

то формулы ϕn0 , ϕn0+1, ϕn0+2, . . . назовем трудноопределяемыми.

Утверждение 1. Пусть ϕn = �Mn,2n−1 для каждого n ≥ 1. Тогда фор-
мулы ϕ3, ϕ4, . . . трудноопределяемы.

Действительно, во-первых, нетрудно убедиться, что каждая из формул ϕn
является минимальной тавтологией, и, во-вторых, так как d(ϕn) = 2n − 1 и
|ϕn| = n(2n − 1) · 2n + n · 2n−1 = n(22n − 2n−1), то n(2n − 1)2 ≤ n(22n − 2n−1)
для каждого n ≥ 1 и n(22n − 2n−1) < n(2n − 1)3 для n ≥ 3, следовательно, при
n0 = 3 и c = 2 удовлетворено условие трудноопределяемости. �

Отметим также, что формулы PHPn и «Cliquen,k» не являются трудно-
определяемыми ни для одного из значений параметров n, так как d(PHPn) = 2
и d(«Cliquen,k»)= 3.

В теории сложности выводов принято рассматривать две основные харак-
теристики выводов: t-сложность, определяемую как количество шагов вывода,
и `-сложность, определяемую как общее количество символов вывода.

В [5, 7] доказано, что в некоторых системах доказательств КИВ (системах
с правилом резолюции, секвенциальных системах без правила сечения, систе-
мах, основанных на правиле расщепления, ограниченных системах Фреге и ряде
других) наименьшая t-сложность (и тем более наименьшая `-сложность) про-
извольной минимальной тавтологии ϕ не менее 2d(ϕ), в силу чего трудноопре-
деляемость тавтологии является условием, при наличии которого сложностные
характеристики выводов ϕ в указанных системах оцениваются снизу экспонен-
той от длины ϕ.

В настоящей работе исследованы сложностные характеристики выводов
трудноопределяемых формул в системах Фреге, для которых до настоящего
времени не выявлено тавтологий с суперполиномиальной нижней оценкой слож-
ностей выводов.

3. Сложности выводов трудноопределяемых
формул в системах Фреге

Напомним общепринятые понятия системы Фреге (см. например, [2]).
Каждая система Фреге F для КИВ использует перечислимое множество

пропозициональных переменных и некоторое конечное функционально полное
множество пропозициональных связок. Система F определяется конечным
множеством схематически заданных правил вывода A1A2...Ak

B (при k = 0 со-
ответствующее правило определяет схему аксиом). Она непротиворечива, т. е.
для каждого правила вывода если при некотором истинностном значении пе-
ременных все Ai (1 ≤ i ≤ k) принимают значение «истина», то и B принимает
значение «истина». Система F полна, т. е. каждая тавтология выводима в F .

Не нарушая общности, предположим, что F такая система Фреге, которая
содержит в своем языке связки ¬, &, ∨, ⊃, быть может, наряду с другими, и
правило Modus ponens является одним из ее правил вывода.
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Минимально возможное значение t-сложности (`-сложности) вывода в си-
стеме F (F -выводе) тавтологии ϕ обозначим через tFϕ

(
`Fϕ

)
.

Определение 4. Выводы тавтологий множества � назовем t-полиномиаль-
но (`-полиномиально) ограниченными, если существует такой полином p( ), что
tFϕ ≤ p(|ϕ|) (`Fϕ ≤ p(|ϕ|)) для каждой тавтологии ϕ из множества �.

Поскольку величина d(ϕ) для ряда систем доказательств КИВ играет важ-
ную роль в оценке сложностей выводов формулы ϕ, интересно исследовать вза-
имосвязь между tFϕ , `Fϕ и d(ϕ).

Утверждение 2. (а) Для любой минимальной тавтологии ϕ справедливы
неравенства d(ϕ) ≤ `Fϕ и d(ϕ) ≤ c · tFϕ для некоторой константы c.

(б) Существуют такие трудноопределяемые формулы ϕn, что tFϕn ≤ `Fϕn ≤
p(d(ϕn)) для некоторого полинома p( ).

Первое неравенство п. (а) тривиально. Для доказательства второго вос-
пользуемся понятием существенной подформулы тавтологии, введенным в [6].
Напомним, что подформула ψ тавтологии ϕ называется существенной, если ре-
зультат повсеместной замены в ϕ подформулы ψ переменной, не содержащейся
в ϕ, не является тавтологией. Очевидно, что каждая неэлементарная подфор-
мула минимальной тавтологии существенна.

В [6] доказано, что количество существенных подформул тавтологии ϕ не
превышает ctFϕ для произвольной системы Фреге F и константы c, зависящей
только от выбора системы, но тогда количество пропозициональных перемен-
ных формулы ϕ, а значит, и d(ϕ) не больше, чем ctFϕ . �

Доказательство п. (б) будет получено в качестве следствия из теоремы,
которая приводится далее. В частности, будет доказано, что трудноопреде-
ляемость формулы не является достаточным условием для получения нижней
экспоненциальной оценки сложностных характеристик выводов в системах Фре-
ге, т. е. свойство трудноопределяемости формулы может быть «достигнуто» в
системах Фреге с полиномиально ограниченной сложностью вывода.

Теорема. F -выводы тавтологий

�Mn,m =
∨

(σ1,... ,σn)∈En

m

&
j=1

n∨
i=1

pσiij n ≥ 1, 1 ≤ m ≤ 2n − 1,

t-полиномиально (`-полиномиально) ограничены.
Для доказательства этого утверждения будет показано, что для всех n и

m из указанных интервалов F -выводы формул �Mn,m могут быть «полино-
миально сведены» к F -выводам уже упоминаемых формул PHPm, а в [3] до-
казано, что F -выводы формул PHPm `-полиномиально (а следовательно, и
t-полиномиально) ограничены.

Будут использованы следующие два вспомогательных утверждения.

Лемма 1. F -выводы следующего множества тавтологий:
1) α ∨ ᾱ,
2) α ⊃ α ∨ β,
3) (α ⊃ β) ⊃ ((β ⊃ γ) ⊃ (α ⊃ γ)),
4) (β̄ ⊃ α) ⊃ (ᾱ ⊃ β),
5) α1 ⊃ (α2 ⊃ (. . . ⊃ (αk ⊃ α1 &α2 & . . . &αk) . . . )) (k ≥ 2),



248 С. Р. Алексанян, А. А. Чубарян

6) α∨ ᾱ ⊃ β1∨ . . .∨βk∨α∨βk+1∨ . . .∨βk+r ∨ ᾱ∨βk+r+1∨ . . .∨βk+r+t (k ≥ 1,
r ≥ 1, t ≥ 1),

7) ¬
(

k∨
i=1

m

&
i=1

αij

)
⊃

k

&
i=1

m∨
j=1

ᾱij (k ≥ 1, m ≥ 1)

8)
k

&
i=1

(β1i ∨ β2i) ⊃ ¬
(

k∨
i=1

(β̄1i & β̄2i)
)

(k ≥ 1),

где α, β, γ, αi, βi, αij , βij — произвольные формулы, t-полиномиально (`-
полиномиально) ограничены.

Доказательство очевидно. �

Для 1 ≤ i ≤ 2n и 1 ≤ j ≤ m положим qi,j = pσi11j ∨ pσi22j ∨ . . . ∨ pσinnj , где
σi1, σi2, . . . , σin — двоичное представление числа 2n − i.

Лемма 2. F -выводы формул qi,j ∨ qk,j (1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i < k ≤ 2n) t- (`-)
полиномиально ограничены.

Доказательство следует из факта существования такого s (1 ≤ s ≤ n),
что qij содержит psj , а qkj содержит p̄sj , и из утверждений пп. 1, 6 леммы 1. �

Используя обозначение qij , формулу �Mn,m можно представить в виде

�Mn,m =
2n∨
i=1

m

&
j=1

qi,j .

Пусть ψn,m — следующая подформула формулы �Mn,m:

ψn,m =
m+1∨
i=1

m

&
j=1

qi,j .

Из п. 7 леммы 1 вытекает

Свойство 1. F -выводы формул ψ̄n,m ⊃
m+1
&
i=1

m∨
j=1

q̄i,j t- (`-) полиномиаль-

но ограничены.
Пусть

PHP ′m =
m+1

&
i=1

m∨
j=1

q̄i,j ⊃
∨

1≤i<k≤m+1

∨
1≤j≤m

(q̄i,j & q̄k,j). (1)

Формулы (1) получены соответствующими подстановками из PHPm. Отсюда
вытекает

Свойство 2. F -выводы формул (1) t- (`-) полиномиально ограничены.
Пусть

An,m =
∨

1≤i<k≤m+1

∨
1≤j≤n

(q̄i,j & q̄k,j).

Используя свойства (1), (2) и п. 3. леммы 1, получим

Свойство 3. F -выводы формул ψ̄n,m ⊃ An,m t- (`-) полиномиально
ограничены.

Из утверждения леммы 2 и п. 5 леммы 1 вытекает
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Свойство 4. F -выводы формул

Bn,m = &
1≤i<k≤m+1

&
1≤j≤n

(qi,j ∨ qk,j)

t- (`-) полиномиально ограничены, и из утверждения п. 8 леммы 1 следует, что
F -выводы формулы ¬An,m также t- (`-) полиномиально ограничены.

Из свойств (3), (4) и п. 4 леммы 1 вытекает t- (`-) полиномиальная огра-
ниченность F -выводов ψn,m, и, наконец, из п. 2 леммы 1 — доказательство
теоремы. �

Учитывая трудноопределяемость формул ϕn из утверждения 1, получим

Следствие. Существуют трудноопределяемые формулы, F -выводы кото-
рых t- (`-) полиномиально ограничены.

Используя введенные в этой работе понятия, результаты § 2 работы [5] о
сложностях выводов в системах Фреге и полиномиальную эквивалентность раз-
личных систем Фреге [2], можно перефразировать вышеупомянутый результат
Кука и Рехова: NP = coNP тогда и только тогда, когда в некоторой системе
Фреге длины выводов всех трудноопределяемых формул полиномиально огра-
ничены.

Авторы выражают признательность анонимному рецензенту, критические
замечания которого позволили существенно улучшить изложение всей работы.
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