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ОПРЕДЕЛИМЫЕ ФУНКЦИИ

В ℵ0–КАТЕГОРИЧНЫХ СЛАБО ЦИКЛИЧЕСКИ

МИНИМАЛЬНЫХ СТРУКТУРАХ
Б. Ш. Кулпешов

Аннотация. Продолжено исследование аналогов о-минимальности и слабой о-ми-
нимальности для циклически упорядоченных множеств. Представлена полная ха-
рактеризация поведения унарных определимых функций в ℵ0-категоричной 1-тран-
зитивной слабо циклически минимальной структуре. Далее на ее основе дано с точ-
ностью до бинарности описание ℵ0-категоричных 1-транзитивных непримитивных
слабо циклически минимальных структур ранга выпуклости, большего 1.
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1. Введение

Пусть L — счетный язык первого порядка. Повсюду в этой статье мы
рассматриваем L-структуры и предполагаем, что L содержит символ тернарно-
го отношения K, который интерпретируется как циклический порядок в этих
структурах. Напомним, что такое отношение K является отношением цикличе-
ского порядка, если оно удовлетворяет следующим условиям:

(co1) ∀x∀y∀z (K(x, y, z) → K(y, z, x)),
(co2) ∀x∀y∀z (K(x, y, z) ∧K(y, x, z) ⇔ x = y ∨ y = z ∨ z = x),
(co3) ∀x∀y∀z (K(x, y, z) → ∀t[K(x, y, t) ∨K(t, y, z)]),
(co4) ∀x∀y∀z (K(x, y, z) ∨K(y, x, z)).
Подмножество A структуры M называется выпуклым, если для любых

a, b ∈ A имеет место следующее: для любого c ∈ M с условием K(a, c, b) име-
ем c ∈ A или для любого c ∈ M с условием K(b, c, a) имеем c ∈ A. Данная
статья продолжает исследование понятия слабой циклической минимальности,
первоначально изученного в [1]. Слабо циклически минимальная структура
есть циклически упорядоченная структура M = 〈M,=,K, . . . 〉 такая, что любое
определимое (с параметрами) подмножество структуры M является объедине-
нием конечного числа выпуклых множеств в M .

Заметим, что если M = 〈M,=, <, . . . 〉 — слабо о-минимальная структура, то
в силу факта 2.2 и предложения 2.8 из [1] M является слабо циклически мини-
мальной относительно отношения K(x, y, z) := (x ≤ y ≤ z) ∨ (z ≤ x ≤ y) ∨ (y ≤
z ≤ x), которое является ∅-определимым отношением циклического порядка
на M . Говорят, что M является 1-транзитивной, если для любых a, b ∈ M
существует g ∈ Aut(M) такой, что g(a) = b. Под конгруэнцией на M мы под-
разумеваем Aut(M)-инвариантное отношение эквивалентности на M . Говорят,
что M примитивна, если она 1-транзитивна и не существует нетривиальных
собственных конгруэнций на M .
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Пусть M,N — циклически упорядоченные структуры. Под 2-редуктом
структуры M мы подразумеваем циклически упорядоченную структуру с тем
же универсумом, что и M , имеющую символ отношения для каждого ∅-опреде-
лимого отношения структуры M арности не более 2 и также символ тернарного
отношения K для циклического упорядочения, но не имеющую никаких дру-
гих символов отношений большей арности. Мы говорим, что M изоморфна
структуре N с точностью до бинарности, если 2-редукт структуры M изомор-
фен структуре N . ℵ0-категоричные примитивные слабо циклически минималь-
ные структуры описаны с точностью до бинарности в [1]. ℵ0-категоричные 1-
транзитивные непримитивные слабо циклически минимальные структуры ранга
выпуклости 1 описаны с точностью до бинарности в [2]. Вспомним, что теория
имеет ранг выпуклости 1, если не существует определимого (с параметрами) от-
ношения эквивалентности с бесконечным числом бесконечных выпуклых клас-
сов. Здесь мы продолжаем исследование ℵ0-категоричных 1-транзитивных сла-
бо циклически минимальных структур. В разд. 2 мы представляем полную ха-
рактеризацию поведения унарных определимых функций в ℵ0-категоричной 1-
транзитивной слабо циклически минимальной структуре (теорема 2.18). Далее
в разд. 3 на основе полученной характеризации мы даем с точностью до бинар-
ности описание ℵ0-категоричных 1-транзитивных непримитивных слабо цикли-
чески минимальных структур ранга выпуклости, большего 1 (теоремы 3.3, 3.4).

Лемма 1.1. Пусть M — 1-транзитивная слабо циклически минимальная
структура. Предположим что E1(x, y), E2(x, y) — ∅-определимые отношения
эквивалентности, разбивающие M на бесконечные выпуклые классы, причем
E1 6≡ E2. Тогда для всех a ∈ M либо E1(M,a) ⊂ E2(M,a), либо E2(M,a) ⊂
E1(M,a).

Доказательство. Допустим противное: существует a ∈ M такой, что
E1(M,a) 6⊂ E2(M,a) и E2(M,a) 6⊂ E1(M,a). Не умаляя общности, предположим
что существуют a, b, c ∈M такие, что

M |= K0(a, b, c) ∧E1(a, b) ∧ ¬E1(a, c) ∧ ¬E1(b, c) ∧ ¬E2(a, b) ∧ ¬E2(a, c) ∧E2(b, c),

где K0(x, y, z) := K(x, y, z)∧y 6= x∧y 6= z∧x 6= z. Тогда рассмотрим следующую
формулу:

φ(x) := ∃y[E1(x, y) ∧ ¬E2(x, y) ∧ ∀t(E2(t, y) ∧ ¬E1(t, x) → K(y, t, x))].

Очевидно, что a ∈ φ(M), но b 6∈ φ(M); противоречие с 1-транзитивностью струк-
туры M . �

Следствие 1.2. Пусть M — ℵ0-категоричная 1-транзитивная слабо цик-
лически минимальная структура. Предположим, что E1(x, y), E2(x, y) — ∅-
определимые отношения эквивалентности, разбивающие M на бесконечные вы-
пуклые классы, причем M разбивается лишь на конечное число E2-классов.
Тогда E1(M,a) ⊂ E2(M,a) для каждого a ∈M .

Доказательство. В силу леммы 1.9 из [2] существует не более одного ∅-
определимого нетривиального отношения эквивалентности, разбивающегоM на
конечное число бесконечных выпуклых классов. Следовательно, E1 разбивает
M на бесконечное число E1-классов, откуда по лемме 1.1 E1(M,a) ⊂ E2(M,a)
для всех a ∈M . �
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Лемма 1.3. Пусть M — ℵ0-категоричная 1-транзитивная слабо цикличе-
ски минимальная структура. Предположим что E1(x, y), E2(x, y) — ∅-опреде-
лимые отношения эквивалентности, разбивающие M на бесконечные выпуклые
классы, причем E1(M,a) ⊂ E2(M,a) для некоторого a ∈ M . Тогда E1 разби-
вает каждый E2-класс на бесконечное число классов, так что индуцированный
порядок на E1-подклассах является плотным без концевых точек.

Доказательство. Допустим противное: существует a ∈M такой, что E1-
подклассы, содержащиеся в E2(M , a), не являются плотно упорядоченными без
концевых точек.

Случай 1. Существует самый левый E1-подкласс (т. е. расположенный
левее других подклассов в E2(M,a)). Пусть это будет E1(M, b) для некоторого
b ∈ E2(M,a). Так как E1(M,a) ⊂ E2(M,a), существует b′ ∈ E2(M,a) такой, что
¬E1(b′, b). Рассмотрим следующую формулу:

φ(x) := ∀y[¬E1(x, y) ∧ E2(x, y) → ∀z(¬E2(x, z) → K(x, y, z))].

Очевидно, что b ∈ φ(M), но b′ 6∈ φ(M); противоречие с 1-транзитивностью
структуры M .

Случай 2. Существует самый правый E1-подкласс. Рассматривается ана-
логично случаю 1.

Случай 3. Существуют b, b′ ∈ E2(M,a) такие, что

M |= ¬E1(b, b′) ∧ ∀y[¬E1(b, y) ∧K(b, y, b′) → E1(b′, y)].

Тогда рассмотрим следующую формулу:

θ(x) := ∃y[¬E1(x, y) ∧ E2(x, y) ∧ ∀z(¬E1(x, z) ∧K(x, z, y) → E1(y, z))].

Очевидно, что b ∈ θ(M). Тогда в силу 1-транзитивности структуры M будет
b′ ∈ θ(M), т. е. каждый E1-подкласс, содержащийся в E2(M,a), имеет непо-
средственного последователя. Таким образом, E1-подклассы, содержащиеся в
E2(M,a), являются дискретно упорядоченными без концевых точек, что проти-
воречит ℵ0-категоричности структуры M . �

Определение 1.4 [2, обозначение 7.5]. Пусть F (x, y) — ∅-определимая
формула такая, что F (M, b) является выпуклым бесконечным кобесконечным
для каждого b ∈M . Пусть F `(y) — формула, говорящая, что y является левой
концевой точкой множества F (M,y):

∃z1∃z2[K0(z1, y, z2) ∧ ∀t1(K(z1, t1, y) ∧ t1 6= y → ¬F (t1, y))
∧ ∀t2(K(y, t2, z2) ∧ t2 6= y → F (t2, y))].

Будем говорить, что F (x, y) является выпуклой вправо, если

M |= ∀y∀x[F (x, y) → F `(y) ∧ ∀z(K(y, z, x) → F (z, y))].

Очевидно, что если F (x, y) выпукла вправо, то M |= ∀yF (y, y). Если F1(x, y),
F2(x, y) — произвольные выпуклые вправо формулы, то будем говорить, что F2
больше, чем F1, если существует a ∈ M такой, что F1(M,a) ⊂ F2(M,a). Если
M является 1-транзитивной и это имеет место для некоторого a, то оно имеет
место для всех a. Это дает линейное упорядочение на (конечном) множестве
всех выпуклых вправо формул F (x, y) (рассматриваемых по модулю эквива-
лентности Th(M)). Если для некоторого a ∈M имеем dcl(a) = {a}, то F (M,a)
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не имеет правой концевой точки в M для каждой выпуклой вправо формулы
F (x, y) и любого a ∈ M . Будем писать f(y) := rendF (M,y), подразумевая,
что f(y) является правой концевой точкой множества F (M,y), которая лежит
в общем случае в определимом пополнении M структуры M . Тогда f является
функцией, которая отображает M в M .

Очевидно, что если M является плотно упорядоченной и f : M →M — ∅-
определимая нетождественная функция, то F (x, y) := ∃t[f(y) = t ∧K(y, x, t) ∧
x 6= t] и F ′(x, y) := ∃t[f(y) = t ∧K(y, x, t)] — выпуклые вправо формулы.

Факт 1.5 [2]. Пусть M — ℵ0-категоричная 1-транзитивная слабо цикличе-
ски минимальная структура. Предположим что существуют a, b1, b2 ∈M такие,
что K0(a, b1, b2) и tp(b1/{a}) 6= tp(b2/{a}). Тогда существует выпуклая вправо
формула F (x, y) такая, что F (b1, a) и ¬F (b2, a).

Пусть f — унарная функция в M с областью определения Dom(f) = I ⊆M ,
где I — открытое выпуклое множество. Мы говорим, что f является монотон-
ной на I, если она сохраняет или обращает отношение K0, т. е. либо для лю-
бых a, b, c ∈ I таких, что K0(a, b, c), имеем K0(f(a), f(b), f(c)), либо для любых
a, b, c ∈ I таких, что K0(a, b, c), имеем K0(f(c), f(b), f(a)). В частности, будем
говорить, что f монотонна вправо (влево) на I, если f сохраняет (обращает)
отношение K0. Если 〈M,K〉 циклически упорядочена, то множество открытых
интервалов является базисом топологии на M . Если I выпукло, то мы обознача-
ем через Int(I) внутренность множества I относительно данной топологии. Мы
говорим, что f является локально монотонной вправо (локально монотонной
влево, локально константой) на I, если для всех x ∈ I существует открытое
выпуклое множество J ⊆ I такое, что x ∈ Int(J) и f является монотонной
вправо (монотонной влево, константой) на J .

Из теоремы 4.3 в [1] следует

Факт 1.6. Пусть M — 1-транзитивная слабо циклически минимальная
структура, f — ∅-определимая функция в M . Тогда f является либо локально
монотонной на M , либо локально константой на M .

Обозначение 1.7. (1) K(u1, . . . , un) обозначает формулу, говорящую, что
все подкортежи кортежа 〈u1, . . . , un〉 (в возрастающем порядке) удовлетворяют
K; обозначения для K0 аналогичны.

(2) Пусть A,B,C — попарно не пересекающиеся выпуклые подмножества
циклически упорядоченной структуры M . Будем писать K(A,B,C), если для
любых a, b, c ∈ M всякий раз, когда a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C, имеем K(a, b, c). Мы
расширяем данное обозначение естественным способом, употребляя, например,
запись K0(A, b, C,D).

2. Унарные функции

Пусть f — ∅-определимая функция в M такая, что f локально монотонная
на M , E(x, y) — ∅-определимое отношение эквивалентности, разбивающее M
на бесконечное число бесконечных выпуклых классов. Будем говорить, что f
кусочно монотонная вправо (влево) на M/E, если существует ∅-определимое
нетривиальное отношение эквивалентности E′(x, y), разбивающее M на конеч-
ное число бесконечных выпуклых классов такое, что f монотонная вправо (вле-
во) на E′(M,a)/E для каждого a ∈M и не является монотонной вправо (влево)
на M/E′. Будем также говорить, что f монотонная вправо (влево) на E′/E,
если f является монотонной вправо (влево) на E′(M,a)/E для каждого a ∈M .
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Определение 2.1. Пусть f — ∅-определимая функция в M , являющаяся
локально монотонной вправо (влево) на M , n,m ∈ ω. Говорят, что f име-
ет ранг 〈n,m〉, если существуют ∅-определимые отношения эквивалентности
Ef

1 (x, y), . . . , Ef
n(x, y) такие, что Ef

i разбивает M на бесконечное число беско-
нечных выпуклых классов для каждого i ≤ n− 1, Ef

n разбивает M на m беско-
нечных выпуклых классов, так что

• Ef
1 (M,a) ⊂ Ef

2 (M,a) ⊂ . . . ⊂ Ef
n−1(M,a) ⊂ Ef

n(M,a) для любого a ∈M ,
• f монотонная вправо (влево) на каждом Ef

1 -классе,
• f монотонная влево (вправо) на Ef

j /E
f
j−1 для каждого четного 2 ≤ j ≤ n,

• f монотонная вправо (влево) на Ef
j /E

f
j−1 для каждого нечетного 2 ≤ j ≤

n,
• если m = 1 и n нечетное (четное), то f монотонная вправо (влево) на

M/Ef
n−1,
• если m 6= 1 и n нечетное, то f монотонная влево (вправо) на M/Ef

n,
• если m 6= 1 и n четное, то f монотонная вправо (влево) на M/Ef

n.
Очевидно что если f — монотонная вправо (влево) на M , то f имеет ранг

〈1, 1〉. Если f кусочно монотонная влево на M , то в силу [2] f имеет ранг 〈1,m〉
для некоторого четного m ≥ 4.

Пусть Q2 = 〈{(x0, x1) | xi ∈ Q}, <lex〉 — множество всевозможных пар из
рациональных чисел, упорядоченных лексикографически.

Пример 2.2. Пусть M = 〈M,=,K,E2, f1〉 — циклически упорядоченная
структура, M — объединение непересекающихся множеств Q2

1 и Q2
2, где Q2

i

для каждого i = 1, 2 является копией упорядочения Q2. Отношение эквива-
лентности E определяется следующим образом: E(x, y) ⇔ x0 = y0 для любых
элементов x = (x0, x1), y = (y0, y1) ∈ M , т. е. первые координаты совпадают.
Определим функцию f : f

(
Q2

1
)

= Q2
2, f

(
Q2

2
)

= Q2
1 и f((x0, x1)) = (−x0, x1) для

любого x = (x0, x1) ∈M .
Очевидно, что f — биекция, f2(a) = a для всех a ∈M , f монотонна вправо

на каждом E-классе и монотонна влево на M/E, т. е. локально монотонна
вправо ранга 〈2, 1〉. Может быть доказано, что M однородна и, следовательно,
Th(M) допускает элиминацию кванторов и является ℵ0-категоричной. Тогда
очевидно, что M является слабо циклически минимальной и 1-транзитивной.

Пример 2.3. Пусть M =
〈
M,=,K,E2

1 , E
2
2 , f

1
〉

— циклически упорядочен-
ная структура, M — объединение непересекающихся множеств Q2

1, Q2
2, Q2

3 и
Q2

4, так что K0
(
Q2

1, Q
2
2, Q

2
3, Q

2
4
)
, где Q2

i для каждого i = 1, 4 является копией
упорядочения Q2. Отношения эквивалентности E1 и E2 определяются следу-
ющим образом: (∀x = (x0, x1), y = (y0, y1) ∈ M) E1(x, y) ⇔ x0 = y0, т. е.
первые координаты совпадают; (∀x, y ∈ M E2(x, y) ⇔ ∃i ≤ 4) x, y ∈ Q2

i . Опре-
делим функцию f : f

(
Q2

1
)

= Q2
3, f

(
Q2

2
)

= Q2
4, f

(
Q2

3
)

= Q2
1, f

(
Q2

4
)

= Q2
2 и

f((x0, x1)) = (−x0, x1) для любого x = (x0, x1) ∈M .
Очевидно, что E2 — отношение эквивалентности, разбивающее M на четы-

ре бесконечных выпуклых класса; каждый E2-класс разбивается на бесконечное
число E1-классов. Также замечаем, что f — биекция, f2(a) = a для всех a ∈M ,
f монотонна вправо на каждом E1-классе, локально монотонна влево на M/E1
и монотонна вправо на M/E2, т. е. локально монотонна вправо ранга 〈2, 4〉.
Может быть также доказано что M однородна и, следовательно, Th(M) допус-
кает элиминацию кванторов и является ℵ0-категоричной. Тогда очевидно, что
M слабо циклически минимальна и 1-транзитивна.
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Обозначение 2.4. Пусть E(x, y) — ∅-определимое отношение эквивалент-
ности, разбивающее M на бесконечные выпуклые классы. Предположим, что y
лежит в M (не обязательно в M). Тогда

E∗(x, y) := ∃y1∃y2[y1 6= y2 ∧ ∀t(K(y1, t, y2) → E(t, x)) ∧K0(y1, y, y2)].

Лемма 2.5. Пусть F (x, y) — выпуклая вправо формула такая, что f(y) :=
rendF (M,y) нетождественная локально монотонная на M . Тогда для любого
∅-определимого отношения эквивалентности E(x, y), разбивающего M на бес-
конечные выпуклые классы, имеет место ¬E∗(a, f(a)) для каждого a ∈M .

Доказательство. Поскольку f нетождественная локально монотонная
на M , то существуют n,m ∈ ω такие, что f локально монотонная вправо
(влево) ранга 〈n,m〉. Следовательно, существуют ∅-определимые отношения
эквивалентности Ef

1 (x, y), . . . , Ef
n(x, y) с соответствующими в определении 2.1

свойствами. Покажем, что ¬Ef∗
i (a, f(a)) для каждого i ≤ n.

Шаг 1. ¬Ef∗
1 (a, f(a)) следует из леммы 2.8 в [2].

Предположим, что мы уже доказали лемму для всех j < l.

Шаг l. Допустим противное: Ef∗
l (a, f(a)).

Случай 1. F (M,a) ⊂ Ef
l (M,a). Рассмотрим следующие формулы:

F1(x, y) := ∃t[F (t, y) ∧ F (x, t)], Fn(x, y) := ∃t[Fn−1(t, y) ∧ F (x, t)], n ≥ 2.

Тогда Fn(M,a) ⊂ Ef
l (M,a) для каждого n ∈ ω (так как в противном случае

существует b ∈ Ef
l (M,a) такой, что F (M, b) 6⊂ Ef

l (M,a) = Ef
l (M, b)).

Случай 1a. Функция f монотонная вправо на Ef
l /E

f
l−1. По индукционно-

му предположению имеем ¬Ef∗
l−1(a, f(a)). Следовательно, существует бесконеч-

но много Ef
l−1-классов, содержащихся в F (M,a) (так как Ef

l−1-классы плотно
упорядочены). Поймем что для любого a ∈ M существует b ∈ F (M,a) такой,
что M |= ¬Ef

l−1(a, b) и F (M, b) 6⊂ F (M,a). Допустим противное: существует
a ∈ M такой, что для любого b ∈ F (M,a) с условием ¬Ef

l−1(a, b) мы имеем
F (M, b) ⊂ F (M,a). Возьмем произвольные b, c ∈ F (M,a) такие, что

M |= K0(a, b, c) ∧ ¬Ef
l−1(a, b) ∧ ¬E

f
l−1(b, c) ∧ ¬E

f
l−1(c, a) ∧ F (c, b).

В силу монотонности вправо функции f будет K0(f(a), f(b), f(c)), откуда сле-
дует F (M, c) 6⊂ F (M, b); противоречие. Следовательно, для любого a ∈ M

существует b ∈ F (M,a) такой, что M |= ¬Ef
l−1(a, b) и F (M, b) 6⊂ F (M,a). То-

гда получаем F (M,a) ⊂ F1(M,a) ⊂ . . . ⊂ Fn(M,a) ⊂ . . . , что противоречит
ℵ0-категоричности структуры M .

Случай 1b. Функция f монотонная влево на Ef
l /E

f
l−1. Покажем, что

для любого a ∈ M существует b ∈ F (M,a) такой, что ¬Ef
l−1(a, b) и F (M, b) 6⊂

F (M,a). Допустим противное: существует a ∈ M такой, что для любого
b ∈ F (M,a) с условием ¬Ef

l−1(a, b) имеем F (M, b) ⊂ F (M,a). Зафиксируем
b. Возьмем c ∈ F (M,a) такой, что K0(f(b), c, f(a)). Следовательно, K0(a, b, c).
В силу монотонности влево функции f получаем K0(f(c), f(b), f(a)), откуда
F (M, c) 6⊂ F (M, b); противоречие. Тогда вновь F (M,a) ⊂ F1(M,a) ⊂ . . . ⊂
Fn(M,a) ⊂ . . . ; противоречие с ℵ0-категоричностью структуры M .
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Случай 2. F (M,a) 6⊂ Ef
l (M,a). Поскольку Ef∗

l (a, f(a)), существуют
b1, b2 ∈ Ef

l (M,a) такие, что K0(b1, f(a), b2, a), т. е. ¬Ef
l (M,a) ⊂ F (M,a). Тогда

¬F (M,a) ⊂ Ef
l (M , a). Рассмотрим следующие формулы:

F ′
1(x, y) := ∃t[¬F (t, y) ∧ ¬F (x, t)], F ′

n(x, y) := ∃t
[
F ′
n−1(t, y) ∧ ¬F (x, t)

]
, n ≥ 2.

Покажем, что для любого a ∈M существует b ∈ ¬F (M,a) такой, что ¬Ef
l−1(a, b)

и ¬F (M, b) 6⊂ ¬F (M,a). Допустим противное: существует a ∈M такой, что для
любого b ∈ ¬F (M,a) с условием ¬Ef

l−1(a, b) выполняется ¬F (M, b) ⊂ ¬F (M,a).

Случай 2a. Функция f монотонна вправо на Ef
l /E

f
l−1. Возьмем произ-

вольные b, c ∈ ¬F (M,a) такие, что

M |= ¬Ef
l−1(b, c) ∧ ¬E

f
l−1(b, a) ∧ ¬E

f
l−1(c, a) ∧K0(c, b, a) ∧ ¬F (c, b).

В силу монотонности вправо функции f будет K0(f(c), f(b), f(a)), откуда
¬F (M, c) 6⊂ ¬F (M, b); противоречие. Тогда ¬F (M,a) ⊂ F ′

1(M,a) ⊂ . . . ⊂
F ′
n(M,a) ⊂ . . . , что противоречит ℵ0-категоричности структуры M .

Случай 2b. Функция f монотонна влево на Ef
l /E

f
l−1. Зафиксируем b ∈

¬F (M,a) такой, что ¬Ef
l−1(a, b) и ¬F (M, b) ⊂ ¬F (M,a). Возьмем c ∈ ¬F (M,a)

такой, что K0(f(a), c, f(b)). Тогда получаем K0(f(a), c, f(b), b, a). В силу мо-
нотонности влево функции f имеем K0(f(a), f(b), f(c)), откуда ¬F (M, c) 6⊂
¬F (M,a); противоречие. Тогда вновь ¬F (M,a) ⊂ F ′

1(M,a) ⊂ . . . ⊂ F ′
n(M,a) ⊂

. . . , что противоречит ℵ0-категоричности структуры M .
Таким образом, ¬Ef∗

i (a, f(a)) для любого i ≤ n.
Предположим, что существует ∅-определимое отношение эквивалентно-

сти E(x, y), разбивающее M на бесконечные выпуклые классы, так что E 6≡
Ef
i для каждого i ≤ n. В силу леммы 1.1 либо E(M,a) ⊂ Ef

i (M,a), ли-
бо Ef

i (M,a) ⊂ E(M,a) для каждого i ≤ n. Если существует i ≤ n такой,
что E(M,a) ⊂ Ef

i (M,a), то, очевидно, будет ¬E∗(a, f(a)). Предположим что
Ef
i (M,a) ⊂ E(M,a) для любого i ≤ n. Тогда доказательство аналогично дока-

зательству шага l. �

Лемма 2.6. Пусть E′(x, y) — ∅-определимое отношение эквивалентности,
разбивающее M на два бесконечных выпуклых класса, f — ∅-определимая
функция в M , E(x, y) — ∅-определимое отношение эквивалентности, разби-
вающее M на бесконечное число бесконечных выпуклых классов. Тогда если f
монотонна вправо (влево) на E′/E, то она монотонна вправо (влево) на M/E.

Доказательство. Не умаляя общности, предположим, что f монотонна
вправо на E′/E (случай монотонной влево функции рассматривается аналогич-
но). Возьмем произвольные a, b, c ∈ M такие, что M |= K0(a, b, c) ∧ ¬E(a, b) ∧
¬E(b, c) ∧ ¬E(c, a), и покажем, что имеет место K0(f(a), f(b), f(c)). Если b, c ∈
E′(M,a), то доказывать нечего, поэтому предположим, что E′(a, b) ∧ ¬E′(b, c).
Поскольку E′(M,a) бесконечно и не имеет концевых точек в M , то существует
d ∈ E′(M,a) такой, что K0(a, b, d)∧¬E(b, d). В силу монотонности вправо функ-
ции f на E′/E имеем K0(f(a), f(b), f(d)). Тогда ввиду леммы 2.2.5 E′∗(c, f(a)),
E′∗(c, f(b)), E′∗(c, f(d)) ∧ ¬E′∗(c, f(c)), т. е. E′∗(a, f(c)). Следовательно, полу-
чаем K0(f(a), f(b), f(c)), т. е. f монотонная вправо на M/E. �

Таким образом, в силу последней леммы если f имеет ранг 〈n, 2〉 для неко-
торого n ∈ ω, то f имеет ранг 〈n, 1〉.
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Обозначение 2.7. Пусть E(x, y) — ∅-определимое отношение эквивалент-
ности, разбивающее M на конечное число бесконечных выпуклых классов,
F (x, y) — выпуклая вправо формула, f(y) := rendF (M,y) и k ∈ ω. Тогда

�f,E
k (x) := ¬E∗(x, f(x))∧∃u1 . . .∃uk

[∧
i 6=j

¬E(ui, uj)∧
k∧

i=1

{¬E(ui, x)∧¬E∗(ui, f(x))}

∧K0(x, u1, . . . , uk, f(x))∧∀t

[
K(x, t, f(x)) →

k∨
i=1

E(t, ui)∨E(t, x)∨E∗(t, f(x))

]]
.

Лемма 2.8. Пусть F (x, y) — выпуклая вправо формула, E(x, y) — ∅-
определимое отношение эквивалентности, разбивающее M на бесконечное чис-
ло бесконечных выпуклых классов. Тогда f(y) := rendF (M,y) не может быть
кусочно монотонной вправо на M/E.

Доказательство. Допустим противное: f кусочно монотонная вправо на
M/E. Тогда существует ∅-определимое отношение эквивалентности E′(x, y),
разбивающее M на конечное число (скажем, n) бесконечных выпуклых классов,
так что f монотонная вправо на E′/E и не является монотонной вправо на
M/E′. В силу леммы 2.6 n ≥ 3 и существуют a, b, c ∈M такие, что

M |= K0(a, b, c) ∧ ¬E′(a, b) ∧ ¬E′(b, c) ∧ ¬E′(c, a) ∧ ¬K0(f(a), f(b), f(c)).

Докажем, что ¬K0(f(a), f(b), f(c)) влечет K0(f(c), f(b), f(a)). Для этого доста-
точно показать, что f(a) 6= f(b), f(b) 6= f(c) и f(c) 6= f(a). Допустим противное:
предположим, например, что f(a) = f(b). Не умаляя общности, предположим,
что K0(a, b, f(a)). Существует k ∈ ω такой, что M |= �f,E′

k (a). Тогда b не
удовлетворяет формуле �f,E′

k (x), что противоречит 1-транзитивности структу-
ры M . Следовательно, f(a) 6= f(b). Аналогично рассматриваются остальные
случаи. Получаем, что a, b и c не удовлетворяют �f,E′

k (x) одновременно; вновь
противоречие с 1-транзитивностью структуры M . �

Следствие 2.9. Пусть f локально монотонная вправо (влево) на M , m >
2. Тогда f не может иметь ранг 〈n,m〉 для любого нечетного (четного) n.

Доказательство. Не умаляя общности, предположим, что f локально
монотонная вправо на M . Допустим противное: f имеет ранг 〈n,m〉 для неко-
торых нечетного n и m > 2. Тогда по определению существует ∅-определимое
отношение эквивалентности E(x, y) такое, что f кусочно монотонная вправо на
M/E; противоречие с леммой 2.8. �

Лемма 2.10. Пусть E′(x, y), E(x, y) — ∅-определимые отношения экви-
валентности, разбивающие M на конечное и бесконечное число бесконечных
выпуклых классов соответственно, F (x, y) — выпуклая вправо формула такая,
что f(y) := rendF (M,y) монотонна влево на E′/E и не монотонна влево на
M/E′. Тогда f монотонна вправо на M/E′.

Доказательство. Так как f не монотонна влево на M/E′, то она не
монотонна влево на M/E и, следовательно, n ≥ 3 по лемме 2.6. В силу 1-
транзитивности структуры M существует k ∈ ω такой, что M |= �f,E′

k (a) для
любого a ∈M . Тогда для любых a, b, c ∈M таких, что

M |= K0(a, b, c) ∧ ¬E′(a, b) ∧ ¬E′(b, c) ∧ ¬E′(a, c),

имеем K0(f(a), f(b), f(c)), т. е. f монотонная вправо на M/E′. �
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Лемма 2.11. Пусть F (x, y) — выпуклая вправо формула такая, что f(y) :=
rendF (M,y) нетождественная локально монотонная на M , E(x, y) — ∅-опреде-
лимое отношение эквивалентности, разбивающее M на бесконечные выпуклые
классы. Тогда

M |= ∀x∀y[E(x, y) → ∃u(E∗(u, f(x)) ∧ E∗(u, f(y)))].

Доказательство. Так как M — ℵ0-категоричная 1-транзитивная струк-
тура, существует лишь конечное число (скажем, n) нетривиальных определи-
мых отношений эквивалентности с бесконечными выпуклыми классами
E1, E2, . . . , En, так что Ei разбивает M на бесконечное число Ei-классов для
каждого i ≤ n − 1, En разбивает M на конечное (или бесконечное) число En-
классов, причем E1(M,a) ⊂ E2(M,a) ⊂ . . . ⊂ En(M,a).

Шаг 1. Докажем, что для любых a, b ∈ M с условием E1(a, b) следует
существование c ∈M такого, что E∗

1 (c, f(a)) ∧ E∗
1 (c, f(b)). Очевидно, что f мо-

нотонна на каждом E1-классе (действительно, если f не монотонна на каждом
E1-классе, то существует ∅-определимое отношение эквивалентности E0(x, y),
разбивающее каждый E1-класс на бесконечное число бесконечных выпуклых
классов, вопреки минимальности отношения эквивалентности E1). Не умаляя
общности, предположим, что f монотонная вправо на каждом E1-классе. До-
пустим противное: существуют a, b ∈M такие, что E1(a, b) и для любого c ∈M
из условия E∗

1 (c, f(a)) следует ¬E∗
1 (c, f(b)). Без потери общности предположим,

что K(a,M, b) ⊆ E1(M,a). Рассмотрим следующие формулы:

φ0(x) := ∃y[E1(x, y) ∧ ∀t(K(x, t, y) → E1(t, x)) ∧ ∀u[E∗
1 (u, f(x)) → ¬E∗

1 (u, f(y))]],

φ1(x) := ∃y[E1(x, y) ∧ ∀t(K(y, t, x) → E1(t, x)) ∧ ∀u[E∗
1 (u, f(x)) → ¬E∗

1 (u, f(y))]].

Очевидно, что M |= φ0(a)∧φ1(b). В силу 1-транзитивности структуры M будет
M |= φ0(c) ∧ φ1(c) для любого c ∈ M . Следовательно, существуют ci ∈ M ,
i ∈ ω, такие, что ¬E1(ci, cj) для любых i 6= j и для любого i < ω существует
bi ∈ E1(M,a) с условием E∗

1 (ci, f(bi)). Рассмотрим следующую формулу:

E′
1(x, y) := E1(x, y) ∧ [∀t1(K(x, t1, y) → E1(t1, x)) → ∀t(K(x, t, y)

→ ∃u[E∗
1 (u, f(x)) ∧ E∗

1 (u, f(t))])] ∧ [∀t1(K(y, t1, x) → E1(t1, x))
→ ∀t(K(y, t, x) → ∃u[E∗

1 (u, f(x)) ∧ E∗
1 (u, f(t))])].

Докажем, что E′
1 — отношение эквивалентности. Рефлексивность и симмет-

ричность очевидны. Докажем транзитивность. Пусть M |= E′
1(a, b) ∧ E′

1(b, c).
Покажем, что E′

1(a, c).
Возможны два случая: (1) K0(a, b, c) и (2) K0(a, c, b). Не умаляя общности,

предположим, что выполняется (1). Так как E′
1(a, b), то E1(a, b) и возможны

следующие два случая: либо (a) K(a,M, b) ⊆ E1(M,a), либо (b) K(b,M, a) ⊆
E1(M,a). Не уменьшая общности, предположим, что выполняется (a). Тогда

M |= ∀t(K(a, t, b) → ∃u[E∗
1 (u, f(a)) ∧ E∗

1 (u, f(t))]).

Так как E′
1(b, c), то E1(b, c) и возможны следующие случаи: либо (i) K(b,M, c) ⊆

E1(M, b), либо (ii) K(c,M, b) ⊆ E1(M, b). Если выполняется (i), то

M |= ∀t(K(b, t, c) → ∃u[E∗
1 (u, f(b)) ∧ E∗

1 (u, f(t))]).

Тогда, очевидно, M |= ∀t(K(a, t, c) → ∃u[E∗
1 (u, f(a)) ∧ E∗

1 (u, f(t))]), т. е. E′
1(a, c)

(действительно, из условий (a) и (i) также следует, что K(a,M, c) ⊆ E1(M,a))).
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Если выполняется (ii), то M |= ∀t(K(c, t, b) → ∃u[E∗
1 (u, f(c))∧E∗

1 (u, f(t))]) и так-
же имеет место K0(c, a, b), т. е. M |= ∀t(K(c, t, a) → ∃u[E∗

1 (u, f(c))∧E∗
1 (u, f(t))]),

откуда получаем E′
1(a, c). Аналогично рассматриваются остальные случаи. Та-

ким образом, E′
1 является отношением эквивалентности, разбивающим E1(M,a)

на бесконечное число E′
1-классов. Покажем, что каждый E′

1-класс бесконечен.
Действительно, рассмотрим следующую формулу:

D(x) := ∃y[E1(x, y) ∧ x 6= y ∧ ∃u(E∗
1 (u, f(x)) ∧ E∗

1 (u, f(y)))].

Предположим, что M |= D(a). Тогда существует b ∈ E1(M,a) такой, что
a 6= b и M |= ∃u[E∗

1 (u, f(a)) ∧ E∗
1 (u, f(b))]. Не умаляя общности, полагаем, что

K(a,M, b) ⊆ E1(M,a). Тогда M |= ∀t(K(a, t, b) → ∃u[E∗
1 (u, f(a)) ∧ E∗

1 (u, f(t))]).
Следовательно, E′

1(M,a) бесконечно и выпукло, т. е. E′
1 является ∅-определи-

мым отношением эквивалентности, разбивающим каждый E1-класс на беско-
нечное число бесконечных выпуклых классов, что противоречит минимально-
сти отношения эквивалентности E1. Таким образом, M |= ¬D(a), где

¬D(x) := ∀y(E1(x, y) ∧ x 6= y → ∀u[E∗
1 (u, f(x)) → ¬E∗

1 (u, f(y))]).

Тогда получаем, что каждый E′
1-класс одноэлементен. Рассмотрим следующую

формулу:

θ(t) := ∃t1∃t2[E1(y1, a)∧E1(y2, a)∧K0(a, y1, y2)∧∀u1(K(a, u1, y2) → E1(u1, a))
∧ ¬F (t, y1) ∧ ∀u2(K0(y1, u2, y2) → F (t, u2))].

θ(M) является объединением бесконечного числа выпуклых множеств, что про-
тиворечит слабой циклической минимальности структуры M . Шаг 1 доказан.

Предположим, что лемма установлена для всех j < l.
Шаг l. Докажем что для любых a, b ∈ M с условием El(a, b) существует

c ∈ M такой, что E∗
l (c, f(a)) ∧ E∗

l (c, f(b)). Функция f монотонна на El/Ei для
некоторого 0 ≤ i ≤ l − 1 (где E0 — отношение тождества). Тогда, очевидно, f
монотонна на El/El−1. Возьмем произвольные a, b ∈M такие, что El(a, b). Если
имеет место Ei(a, b) для некоторого i ≤ l − 1, то по индукционному предполо-
жению существует c ∈M такой, что E∗

i (c, f(a))∧E∗
i (c, f(b)). Если ¬El−1(a, b) и

для любого c ∈M из условия E∗
l (c, f(a)) следует ¬E∗

l (c, f(b)), то аналогично ша-
гу 1 мы можем построить ∅-определимое отношение эквивалентности E′

l(x, y),
разбивающее M на бесконечное число бесконечных выпуклых классов, так что
El−1 ⊂ E′

l ⊂ El; противоречие с тем, что El является непосредственным после-
дователем El−1 среди ∅-определимых отношений эквивалентности. �

Лемма 2.12. Пусть E1(x, y) — ∅-определимое отношение эквивалентно-
сти, разбивающее M на бесконечное число бесконечных выпуклых классов,
F (x, y) — выпуклая вправо формула такая, что f(y) := rendF (M,y) монотонная
влево на M/E1. Тогда

(1) F ′(x, y) := F (x, y) ∧ ∃z[E1(z, x) ∧ ∀t(F (t, z) → F (t, y))] выпуклая вправо
и меньше, чем F (x, y),

(2) E(x, y) := F ′(x, y)∨F ′(y, x) — отношение эквивалентности, разбивающее
M на два бесконечных выпуклых класса без концевых точек.

Доказательство. (1) Возьмем произвольный a ∈ M . Очевидно, что
a ∈ F ′(M,a). Покажем вначале, что существует b ∈ F (M,a) такой, что ¬E1(a, b)
и b ∈ F ′(M,a). Допустим противное: для любого b ∈ F (M,a) с условием
¬E1(a, b) следует b 6∈ F ′(M,a). Рассмотрим произвольные b, c ∈ F (M,a) такие,
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что M |= K0(a, b, c)∧¬E1(a, b)∧¬E1(b, c)∧¬E1(a, c) (так как F (M,a) 6⊂ E1(M,a),
в силу плотной упорядоченности E1-классов таких элементов бесконечно мно-
го). Ввиду монотонности влево функции f на M/E1 имеем K0(f(c), f(b), f(a)),
т. е. K0(f(a), f(c), f(b)). Отсюда следует, что c ∈ F ′(M, b); противоречие. Зна-
чит, существует b ∈ F (M,a) такой, что ¬E1(a, b) и b ∈ F ′(M,a). Зафиксиру-
ем b. Возьмем произвольный c ∈ M такой, что M |= K0(a, c, b) ∧ ¬E1(a, c) ∧
¬E1(c, b). Тогда в силу монотонности влево функции f на M/E1 получаем
K0(f(b), f(c), f(a)), т. е. c ∈ F ′(M,a). Рассмотрим теперь произвольный d ∈M
такой, что K0(f(b), d, f(a)). Тогда имеем K0(b, d, a), ¬E1(a, d), ¬E1(b, d). Снова с
учетом монотонности влево функции f на M/E1 получаем K0(f(a), f(d), f(b)),
т. е. d 6∈ F ′(M,a) и тем самым F ′(M,a) ⊂ F (M,a). Возьмем произвольные
d, e ∈ F (M,a) такие, что

M |= ¬F ′(d, a) ∧K0(d, e, a) ∧ ¬E1(d, e) ∧ ¬E1(d, a) ∧ ¬E1(e, a).

В силу монотонности влево функции f на M/E1 имеем K0(f(a), f(e), f(d)), от-
куда e 6∈ F ′(M,a). Таким образом, F ′(M,a) выпукло, и a — левая концевая
точка множества F ′(M,a), т. е. F ′(x, y) — выпуклая вправо формула.

(2) Докажем, что E(x, y) — отношение эквивалентности. Рефлексивность
и симметричность очевидны. Докажем транзитивность E. Предположим, что
E(a, b) и E(b, c). E(a, b) влечет либо (i) F ′(a, b), либо (ii) F ′(b, a). Не ума-
ляя общности, предположим, что выполняется (i). Тогда имеем либо (i)′ M |=
E1(a, b) ∧ ∀t[K(b, t, a) → E1(t, b)], либо (i)′′ M |= ¬E1(a, b) ∧ ∀t[F (t, a) → F (t, b)].
E(b, c) влечет либо (a) F ′(b, c), либо (b) F ′(c, b). Не умаляя общности, предполо-
жим что выполняется (a). Тогда имеем либо (a)′ M |= E1(b, c) ∧ ∀t[K(c, t, b) →
E1(t, c)], либо (a)′′ M |= ¬E1(b, c) ∧ ∀t[F (t, b) → F (t, c)].

Случай (i)′, (a)′. Тогда M |= K0(c, b, a)∧∀t[K(c, t, a) → E1(t, c)]. Очевидно,
что a ∈ F ′(M, c).

Случай (i)′, (a)′′. Тогда M |= K0(c, b, a)∧E1(a, b)∧¬E1(b, c). Следователь-
но, F (M,a) ⊆ F (M, c), т. е. a ∈ F ′(M, c).

Случай (i)′′, (a)′. Тогда M |= K0(c, b, a)∧¬E1(a, b)∧E1(b, c). Следователь-
но, F (M,a) ⊆ F (M, c), т. е. a ∈ F ′(M, c).

Случай (i)′′, (a)′′. Очевидно, K0(c, b, a) и F (M,a) ⊆ F (M, c), т. е. F ′(a, c).
Таким образом, E — отношение эквивалентности. Покажем, что E(M,a)

выпукло для любого a ∈ M . Возьмем произвольный b ∈ E(M,a). Необходимо
доказать, что K(a,M, b) ⊆ E(M,a) или K(b,M, a) ⊆ E(M,a). Если выполняет-
ся F ′(b, a), то K(a,M, b) ⊆ F ′(M,a) в силу выпуклости F ′(M,a), т. е. E(x, a).
Если выполняется F ′(a, b), то K(b,M, a) ⊆ F ′(M, b) в силу выпуклости F ′(M,a),
т. е. E(x, b) и, следовательно, E(x, a). Таким образом, каждый E-класс явля-
ется выпуклым. Покажем, что E — не универсальное отношение. Возьмем
произвольный b ∈ F (M,a) \ F ′(M,a). Имеем ¬E1(a, b). Если a ∈ F ′(M, b),
то F (M,a) ⊆ F (M, b), откуда b не является левой концевой точкой множества
F (M, b); противоречие. Следовательно, a 6∈ F ′(M, b), т. е. ¬E(a, b). Покажем,
что E разбивает M на два класса. Возьмем произвольные a, b ∈ M такие,
что b ∈ F (M,a) \ F ′(M,a). Имеем ¬E(a, b). Докажем, что для любого c ∈ M
выполнено либо E(a, c), либо E(b, c).

Случай 1. K0(a, c, b). Имеем c ∈ F (M,a). Если c ∈ F ′(M,a), то E(a, c).
Предположим, что c 6∈ F ′(M,a). Если E1(c, b), то K(c,M, b) ⊆ E1(M, c). По
определению формулы F ′(x, y) получаем, что F ′(b, c), т. е. E(b, c). Поэтому
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предположим, что ¬E1(c, b). Так как ¬E1(a, b) и ¬E1(a, c) (в силу того, что
c 6∈ F ′(M,a)), используя монотонность влево функции f на M/E1, имеем, что
K0(a, c, b) влечет K0(f(b), f(c), f(a)). Но тогда b ∈ F ′(M, c), т. е. получаем
E(b, c).

Случай 2. K0(a, b, c). Рассматривается аналогично случаю 1. �

Пусть E(x, y) — ∅-определимое отношение эквивалентности, разбивающее
M на бесконечные выпуклые классы, F (x, y) — выпуклая вправо формула та-
кая, что f(y) := rendF (M,y) монотонная на M/E. Будем говорить, что mF

является охватом (охватывающим числом) для F (x, y), если для любого a1 ∈
M/E существуют a2, . . . , amF ∈M/E такие, что

M |= K0(a1, a2, . . . , amF ) ∧
∧

1≤k 6=l≤mF

¬E(ak, al),

ai+1 ∈ F (M,ai) для каждого i ≤ mF − 1, a1 ∈ F (M,amF ) и mF минимальное с
таким свойством.

Лемма 2.13. Пусть E(x, y) — ∅-определимое отношение эквивалентности,
разбивающее M на бесконечное число бесконечных выпуклых классов, F (x, y)
— выпуклая вправо формула такая, что f(y) := rendF (M,y) нетождественная
монотонная на M/E. Тогда существует охват mF для F (x, y), и если f моно-
тонная влево на M/E, то mF = 2.

Доказательство. Покажем вначале, что для любого a ∈ M существу-
ет b ∈ F (M,a) такой, что ¬E(a, b) и F (M, b) 6⊂ F (M,a). Если f монотон-
ная влево на M/E, то это следует из доказательства леммы 2.12. Поэтому
предположим, что f монотонная вправо на M/E. Допустим противное: суще-
ствует a ∈ M такой, что для любого b ∈ F (M,a) из условия ¬E(a, b) следует
F (M, b) ⊂ F (M,a). Тогда рассмотрим произвольные b, c ∈ F (M,a) такие, что
K0(a, b, c), c ∈ F (M, b), ¬E(a, b), ¬E(b, c), ¬E(a, c) (такие элементы существуют,
так как F (M,a) 6⊂ E(M,a) и, следовательно, в силу плотной упорядоченности
E-классов существует бесконечно много E-классов, содержащихся в F (M,a)). С
учетом монотонности вправо функции f на M/E мы имеем K0(f(a), f(b), f(c)),
откуда F (M, c) 6⊂ F (M, b); противоречие. Таким образом, для любого a ∈ M
существует b ∈ F (M,a) такой, что ¬E(a, b) и F (M, b) 6⊂ F (M,a). Допустим про-
тивное: не существует охвата mF для F (x, y), т. е. для любого m ∈ ω существует
a1 ∈M такой, что для любых a2, . . . , am ∈M таких, что

M |= K0(a1, a2, . . . , am) ∧
∧

1≤k 6=l≤m

¬E(ak, al),

ai+1 ∈ F (M,ai) для каждого i ≤ m − 1, следует a1 6∈ F (M,amF ). Рассмотрим
формулы

F 1(x, y) := ∃t[F (t, y) ∧ F (x, t)], Fm(x, y) := ∃t[Fm−1(t, y) ∧ F (x, t)], m ≥ 2.

Имеем F (M,a1) ⊂ F 1(M,a1) ⊂ . . . ⊂ Fm(M,a1) ⊂ . . . , что противоречит ℵ0-ка-
тегоричности структуры M .

Предположим, что f монотонная влево на M/E. Допустим противное:
mF ≥ 3. По определению mF имеем

K0(a1, a2, . . . , amF ),∧
∧

1≤k 6=l≤mF

¬E(ak, al), ai+1 ∈ F (M,ai) ∀ i ≤ mF − 1,
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a1 ∈ F (M,amF ).
Следовательно, K0(f(a), f(a2), . . . , f(amF )). В силу монотонности влево функ-
ции f на M/E K0(a1, a2, . . . , amF ) влечет K0(f(amF , . . . , f(a2), f(a1)); проти-
воречие. �

Лемма 2.14. Пусть F (x, y) — выпуклая вправо формула такая, что f(y) :=
rendF (M,y) локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n, 1〉 на M . Тогда если
n четно (нечетно), то f2(a) = a для каждого a ∈M (где f2(y) := f(f(y))).

Доказательство. Не умаляя общности, предположим, что f локально
монотонная вправо ранга 〈n, 1〉 на M и n четно. Тогда существует ∅-определи-
мое отношение эквивалентности E1(x, y), разбивающее M на бесконечное чис-
ло бесконечных выпуклых классов такое, что f монотонная влево на M/E1.
Тогда в силу леммы 2.12 существует ∅-определимое отношение эквивалент-
ности E(x, y), разбивающее M на два бесконечных выпуклых класса, а вви-
ду леммы 2.13 существует охват mF для F (x, y) и mF = 2. В силу лем-
мы 2.5 для любого a ∈ M имеем ¬E∗(a, f(a)), следовательно, выполняется
E∗(a, f2(a)). Так как f монотонная влево на M/E1, то f2 монотонная вправо
на M/E1. Действительно, если рассмотрим произвольные a1, a2, a3 ∈ M такие,
что K0(a1, a2, a3), ∧ ∧i 6=j ¬E1(ai, aj), то с учетом монотонности влево функции
f на M/E1 имеем K0(f(a3), f(a2), f(a1)). Очевидно, существуют b1, b2, b3 ∈ M
такие, что E∗(bi, f(ai)) для каждого i ≤ 3, ¬E1(bi, bj) при любых i 6= j. Снова
применяя f , получаем K0(f2(a1), f2(a2), f2(a3)), т. е. f2 монотонная вправо на
M/E1. Тогда E∗(a, f2(a)) влечет f2(a) = a, иначе получаем противоречие с
леммой 2.5. �

Лемма 2.15. Пусть F (x, y) — выпуклая вправо формула такая, что f(y) :=
rendF (M,y) локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n, 1〉 на M , n ≥ 2.
Тогда если n нечетно (четно), то существует четное m ∈ ω такое, что fm(a) = a
для каждого a ∈M (где fm(y) := f(fm−1(y))).

Доказательство. Не умаляя общности, предположим, что f локально
монотонная вправо ранга 〈n, 1〉 на M и n нечетно. Тогда существуют ∅-опре-
делимые отношения эквивалентности E1(x, y), E2(x, y), разбивающие M на бес-
конечное число бесконечных выпуклых классов, так что E1(M,a) ⊂ E2(M,a)
для любого a ∈ M , f монотонная влево на E2/E1 и монотонная вправо на
M/E2. Возьмем произвольные a1, a2, a3 ∈ M такие, что M |= K0(a1, a2, a3) ∧∧
i 6=j

¬E1(ai, aj) и a2, a3 ∈ E2(M,a1). Так как f монотонная влево на E2/E1,

имеем K0(f(a3), f(a2), f(a1)). Очевидно, существуют b1, b2, b3 ∈ M такие, что
E∗

2 (bi, f(ai)) для каждого i ≤ 3, ¬E1(bi, bj) при любых i 6= j. По лемме 2.11
b2, b3 ∈ E2(M, b1). Снова применяя f , получаем K0(f2(a1), f2(a2), f2(a3)) и
т. д. Значит, K0(fk(a1), fk(a2), fk(a3)) для любого четного k и K0(f l(a3), f l(a2),
f l(a1)) для любого нечетного l. Существует m ∈ ω такой, что fm(a) = a для
любого a ∈ M . Если m нечетно, то получаем K0(fm(a3), fm(a2), fm(a1)), т. е.
K0(a3, a2, a1); противоречие. Следовательно, m должно быть четно. �

Лемма 2.16. Пусть F (x, y) — выпуклая вправо формула такая, что f(y) :=
rendF (M,y) является локально монотонной вправо (влево) ранга 〈n,m〉 на M ,
где m > 2. Тогда существует охват mF для F (x, y) и mF делит m.

Доказательство. Не умаляя общности, предположим, что f локально
монотонная вправо на M . Тогда в силу следствия 2.9 n четно. Следовательно,
существуют ∅-определимые отношения эквивалентности E1(x, y), E2(x, y), так
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что E1 разбивает M на бесконечное число бесконечных выпуклых классов, а
E2 разбивает M на m бесконечных выпуклых классов, f монотонная влево на
E2/E1 и монотонная вправо на M/E2. В силу леммы 2.5 ¬E∗

2 (a, f(a)) для лю-
бого a ∈ M . Следовательно, для любого a ∈ M существует b ∈ M такой, что
¬E2(a, b), K0(a, b, f(a)) и E∗

2 (b, f(a)). Тогда очевидно, что mF ≤ m, т. е. суще-
ствует охват для F (x, y). Так как существует лишь конечное число E2-классов,
найдется k < m такой, что �f,E2

k (a) для любого a ∈ M . Очевидно, что k + 1
делит m, т. е. существует l ≤ m такой, что (k + 1)l = m. Тогда существует по-
следовательность элементов a1, a2, . . . , al ∈ M/E2 таких, что K0(a1, a2, . . . , al),
¬E2(ai, aj) для всех 1 ≤ i, j ≤ l с условием i 6= j, E∗

2 (ai+1, f(ai)) для всех
i ≤ l − 1 и E∗

2 (a1, f(al)). В силу монотонности влево функции f на E2/E1 мы
можем выбрать ai так, чтобы выполнялось K0(ai−1, ai, f(ai−1)) для каждого 2 ≤
i ≤ l − 1, и мы можем выбрать al так, чтобы выполнялись K0(al−1, al, f(al−1))
и K0(al, a1, f(al)), т. е. mF = l. �

Лемма 2.17. Пусть F (x, y) — выпуклая вправо формула такая, что f(y) :=
rendF (M,y) локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n,m〉 на M , где n четно
(нечетно), m > 2. Пусть mF — охват для F (x, y). Тогда fmF (a) = a для любого
a ∈M (где fmF (y) := f(fmF−1(y))) и mF четно.

Доказательство. Поскольку mF — охват для F (x, y), для любого a1 ∈M
существуют a2, . . . , amF ∈M такие, что

M |= K0(a1, a2, . . . , amF )∧
∧
i 6=j

¬Ef
n(ai, aj)∧

mF−1∧
i=1

Ef∗
n (ai+1, f(ai))∧Ef∗

n (a1, f(amF )).

Введем следующие обозначения:

F 1(x, y) := F (x, y), θl(x, y) := ¬F l(x, y) ∧ E∗(x, f l(y)), 1 ≤ l ≤ mF − 1,

F l(x, y) := F l−1(x, y) ∨ ∃t[θl−1(t, y) ∧ F (x, t)], 2 ≤ l ≤ mF − 1.

Докажем индукцией по l для каждого 1 ≤ l ≤ mF−1, что выполняется Ef∗
n (al+1,

f l(a1)); F l(x, y) выпуклая вправо и f l(y) = rendF l(M,y); если l нечетно, то f l

монотонная влево на Ef
n/E

f
n−1; если l четно, то f l монотонная вправо на

M/Ef
n−1. (1)

Шаг 1. Ef∗
n (a2, f1(a1)), F 1(x, y) выпуклая вправо, f1(y) = rendF 1(M,y) и

f1 монотонная влево на Ef
n/E

f
n−1 по условию. Кроме того, θ1(M,a1) выпукло,

θ1(M,a1) ⊂ Ef
n(M,a2), F 1(M,a1) ∩ θ1(M,a1) = ∅ и [F 1(M,a1) ∪ θ1(M,a1)] ∩

Ef
n(M,a2) = Ef

n(M,a2). Предположим, что (1) установлено для всех j < l.
Шаг l. По индукционному предположению Ef∗

n (al, f l−1(a1)). Тогда по
лемме 2.11 M |= ∃u

[
Ef∗
n (u, f(al)) ∧Ef∗

n (u, f l(a1))
]
. По условию Ef∗

n (al+1, f(al)),
откуда получаем Ef∗

n (al+1, f l(a1)). Рассмотрим F l(x, y). Пусть Gl(x, y) :=
∃t[θl(t, y)∧F (x, t)]. По определению F l(M , a1) = F l−1(M,a1)∪Gl−1(M,a1). По
индукционному предположению F l−1(x, y) выпуклая вправо, т. е. F l−1(M,a1)
выпукло и a1 — левая концевая точка множества F l−1(M,a1). Множество
θl−1(M,a1) также является выпуклым. В силу локальной монотонности функ-
ции f на каждом Ef

n-классе получаем, что Gl−1(M,a1) также выпукло, значит,
F l(M,a1) выпукло и a1 — левая концевая точка множества F l(M,a1). Так как
Ef∗
n (al+1, f l(a1)), то ¬Ef∗

n (a1, f l(a1)). Действительно, если Ef∗
n (a1, f l(a1)), то
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Ef∗
n (a1, al+1); противоречие с выбором a1, . . . , amF . Следовательно, F l(M,a1)

кобесконечно, и F l(x, y) выпуклая вправо и f l(y) = rendF l(M,y). Возьмем
произвольные b1, b2, b3 ∈M такие, что
M |= K0(b1, b2, b3) ∧ Ef

n(b1, b2) ∧ Ef
n(b2, b3)

∧ ¬Ef
n−1(b1, b2) ∧ ¬E

f
n−1(b2, b3) ∧ ¬E

f
n−1(b3, b1).

Если l нечетно (четно), то по индукционному предположению f l−1 монотонная
вправо на M/Ef

n−1 (f l−1 монотонная влево на Ef
n/E

f
n−1). Следовательно,

K0(f l−1(b1), f l−1(b2), f l−1(b3))[K0(f l−1(b3), f l−1(b2), f l−1(b1))],
что влечет θl−1(M, b1) ⊃ θl−1(M, b2) ⊃ θl−1(M, b3) и

K0(θl−1(M, b1) \ θl−1(M, b2), θl−1(M, b2) \ θl−1(M, b3), θl−1(M, b3)),
[θl−1(M, b1) ⊂ θl−1(M, b2) ⊂ θl−1(M, b3),

K0(θl−1(M, b3) \ θl−1(M, b2), θl−1(M, b2) \ θl−1(M, b1), θl−1(M, b1))].
Тогда в силу того, что f монотонная влево на Ef

n/E
f
n−1, получаем

K0(f l(b3), f l(b2), f l(b1))[K0(f l(b1), f l(b2), f l(b3))],
т. е. f l монотонная влево на Ef

n/E
f
n−1 (f l монотонная вправо на Ef

n/E
f
n−1).

Рассмотрим формулу �
f,Ef

n
k (x). Так как существует только конечное число Ef

n-

классов, существует k < m такой, что M |= �
f,Ef

n
k (a) для любого a ∈ M . То-

гда для любых a1, a2, a3 ∈ M таких, что K0(a1, a2, a3) ∧
∧
i 6=j

¬Ef
n(ai, aj), следует

K0(f l(a1), f l(a2), f l(a3)). Таким образом, если l нечетно, то f l кусочно моно-
тонная влево на M/Ef

n−1; если l четно, то f l монотонная вправо на M/Ef
n−1.

Шаг l доказан.
Возьмем произвольные b1, b2, b3 ∈M такие, что

M |= K0(b1, b2, b3) ∧ Ef
n(b1, b2) ∧ Ef

n(b2, b3) ∧ ¬Ef
n−1(b1, b2)

∧ ¬Ef
n−1(b2, b3) ∧ ¬E

f
n−1(b3, b1).

Мы доказали, что fmF−1 монотонная вправо или влево на Ef
n/E

f
n−1. Не умаляя

общности, предположим первое. Тогда K0(fmF−1(b1), fmF−1(b2), fmF−1(b3)) и,
следовательно,

θmF−1(M, b1) ⊃ θmF−1(M, b2) ⊃ θmF−1(M, b3).
В силу монотонности влево функции f на Ef

n/E
f
n−1 получаем, что K0(fmF (b3),

fmF (b2), fmF (b1)), т. е. fmF монотонная влево на Ef
n/E

f
n−1. Поскольку выпол-

няются Ef∗
n (amF , f

mF−1(a1)) и Ef∗
n (a1, f(amF )), имеем Ef∗

n (a1, fmF (a1)). Допу-
стим противное, т. е. что fmF (a1) 6= a1. Если K(a1,M, fmF (a1)) ⊆ Ef

n(M,a1),
то рассмотрим следующую формулу: F ′(x, a1) := K(a1, x, fmF (a1)). Можно
доказать, что F ′(x, y) выпуклая вправо и f ′(y) := rendF ′(M , y) монотонная
на Ef

n/E
f
n−1. Ясно что Ef∗

n (a1, fmF (a1)) влечет Ef∗
n (a1, f ′(a1)); противоречие с

леммой 2.5. Если K(fmF (a1),M, a1) ⊆ Ef
n(M,a1), то формула FmF (x, y) выпук-

лая вправо. Так как fmF монотонная на Ef
n/E

f
n−1, вновь имеем противоречие

с леммой 2.5. Покажем, что mF четно. Допустим противное: mF нечетно.
Тогда mF − 1 четно и, следовательно, fmF−1 монотонная вправо на M/Ef

n−1,
откуда следует что fmF монотонная влево на Ef

n/E
f
n−1. Тогда K0(b1, b2, b3) ∧

Ef
n(b1, b2) ∧ Ef

n(b2, b3) ∧
∧
i 6=j

¬Ef
n−1(bi, bj) влечет K0(fmF (b3), fmF (b2), fmF (b1)),

т. е. K0(b3, b2, b1); противоречие. �
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Теорема 2.18. Пусть M — ℵ0-категоричная 1-транзитивная слабо цик-
лически минимальная структура, F (x, y) — выпуклая вправо формула. Тогда
f(y) := rendF (M,y) имеет одно из следующих поведений на M :

(1) f локально константа;
(2) f монотонная вправо и fn(a) = a для некоторого n ∈ ω;
(3) f монотонная влево и f2(a) = a;
(4) f локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n, 1〉, n > 1, и fm(a) = a

для некоторого четного m ∈ ω; кроме того, если n четно (нечетно), то f2(a) = a;
(5) f локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n,m〉, где m > 2, n четно

(нечетно) и fk(a) = a для некоторого четного k ∈ ω и k делит m.
Доказательство. (1) Случай, когда f — константа или кусочно констан-

та, рассмотрен в [2]. Пусть E(x, y) — ∅-определимое отношение эквивалент-
ности, разбивающее M на бесконечное число бесконечных выпуклых классов.
Тогда f(y) := rendE(M,y) — локально константа (не константа и не кусочно
константа).

(2), (3) Рассмотрены в [2].
(4) Если f — локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n, 1〉, где n > 1,

то в силу леммы 2.15 fm(a) = a для некоторого четного m ∈ ω; кроме того, если
n четно (нечетно), то f2(a) = a ввиду леммы 2.14.

Пусть M =
〈
M,=,K,E2

1 , E
2
2 , . . . , E

2
n−1, f

1
〉

— циклически упорядоченная
структура, n нечетно, m четно, m делит s. Множество M есть непересекающе-
еся объединение множеств Qn

1 , Q
n
2 , . . . , Q

n
s , так что K0

(
Qn

1 , Q
n
2 , . . . , Q

n
s

)
, где Qn

i

для каждого i ≤ s является копией упорядоченияQn (Qn = 〈{(x0, x1, . . . , xn−1) |
xi ∈ Q}, <lex〉 — множество всевозможных n-ок из рациональных чисел, упо-
рядоченных лексикографически). Отношение эквивалентности Ei для каждого
i = 1, n− 1 определяется следующим образом: Ei(x, y) ⇔ ∀j < n − i xj =
yj . Определим функцию f следующим образом: f

(
Qn
i

)
= Qn

i+s/m для каж-
дого 1 ≤ i ≤ s − s/m, f

(
Qn
j

)
= Qn

j+s/m−s для каждого s − s/m < j ≤ s и
f((x0, x1, x2, . . . , xn−2, xn−1)) = (x0,−x1, x2, . . . ,−xn−2, xn−1).

Очевидно, что E1 ⊂ E2 ⊂ . . . ⊂ En−1 и f является локально монотонной
вправо ранга 〈n, 1〉, причем fm(a) = a для всех a ∈ M . Может быть доказано,
что M однородна и, следовательно, Th(M) допускает элиминацию кванторов
и является ℵ0-категоричной. Тогда очевидно, что M слабо циклически мини-
мальна и 1-транзитивна. Таким образом, случай локально монотонной вправо
функции, имеющей ранг 〈n, 1〉, где n нечетно, реализуем в ℵ0-категоричной 1-
транзитивной слабо циклически минимальной структуре. Аналогично могут
быть построены остальные случаи.

(5) Пусть f локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n,m〉, где m >
2. Если n = 1, то f должна быть кусочно монотонной влево (этот случай
рассмотрен в [2]. Предположим, что n > 1. Тогда в силу следствия 2.9 n
должно быть четно (нечетно). В силу леммы 2.17 fk(a) = a для некоторого
четного k ∈ ω, а ввиду леммы 2.16 k делит m.

Пусть M =
〈
M,=,K,E2

1 , E
2
2 , . . . , E

2
n−1, E

′2, f1
〉

— циклически упорядочен-
ная структура, n четно, k четно, k делит m. Множество M есть объедине-
ние непересекающихся множеств Qn

1 , Q
n
2 , . . . , Q

n
m, так что K0

(
Qn

1 , Q
n
2 , . . . , Q

n
m

)
,

где Qn
i для каждого i ≤ m является копией упорядочения Qn. Отношения

эквивалентности Ei для каждого i = 1, n− 1 и E′ определяются следующим
образом: Ei(x, y) ⇔ (∀j < n − i) xj = yj и E′(x, y) ⇔ (∃i ≤ m) x, y ∈ Qn

i .
Определим функцию f следующим образом: f

(
Qn
i

)
= Qn

i+m/k для каждого



372 Б. Ш. Кулпешов

1 ≤ i ≤ m − m/k, f
(
Qn
j

)
= Qn

j+m/k−m для каждого m − m/k < j ≤ m и
f((x0, x1, x2, . . . , xn−2, xn−1)) = (−x0, x1,−x2, . . . ,−xn−2, xn−1).

Очевидно, что E′ разбивает M на m бесконечных выпуклых классов, E1 ⊂
E2 ⊂ . . . ⊂ En−1 и f является локально монотонной вправо ранга 〈n,m〉,
причем fk(a) = a для всех a ∈ M . Может быть доказано, что M однород-
на и, следовательно, Th(M) допускает элиминацию кванторов и является ℵ0-
категоричной. Тогда очевидно, что M является слабо циклически минимальной
и 1-транзитивной. Таким образом, случай локально монотонной вправо функ-
ции, имеющей ранг 〈n,m〉, где n четно, m > 2, реализуем в ℵ0-категоричной
1-транзитивной слабо циклически минимальной структуре. Аналогично могут
быть построены остальные случаи. �

3. Структуры ранга выпуклости, большего 1

Для доказательства теорем 3.3, 3.4, описывающих с точностью до бинар-
ности ℵ0-категоричные 1-транзитивные непримитивные слабо циклически ми-
нимальные структуры ранга выпуклости, большего 1, нам понадобятся еще две
леммы.

Лемма 3.1. Пусть f — ∅-определимая функция в M , являющаяся ло-
кально монотонной вправо (влево) ранга 〈n, 1〉 на M , где n четно (нечетно).
Предположим, что g — ∅-определимая нетождественная локально монотонная
функция на M . Тогда f = g.

Доказательство. Допустим противное: f 6= g. Тогда для всех a ∈M ли-
бо K0(a, f(a), g(a)), либо K0(a, g(a), f(a)). Не умаляя общности, предположим
первое. Так как f локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n, 1〉, где n четно
(нечетно), существует ∅-определимое нетривиальное отношение эквивалентно-
сти Ef

n−1 такое, что f монотонная влево на M/Ef
n−1.

Случай 1: g локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n1, 1〉, где n1
четно (нечетно). Тогда существует ∅-определимое нетривиальное отношение
эквивалентности Eg

n1−1 такое, что g монотонная влево на M/Eg
n1−1. Очевидно,

что либо Ef
n−1 ⊆ Eg

n1−1, либо Eg
n1−1 ⊂ Ef

n−1. Не умаляя общности, предполо-
жим первое. Тогда f монотонна влево на M/Eg

n1−1. По лемме 2.12 существует
∅-определимое нетривиальное отношение эквивалентности E′, разбивающее M
на два бесконечных выпуклых класса. Рассматривая формулы

θ(a, x) := K0(f(a), x, g(a)), θ1(a, x) := θ(a, x),

θn(a, x) := ∃y[E′(y, a) ∧K(f(a), y, a) ∧ θn−1(a, f(y)) ∧ θ(a, x)], n ≥ 2,

получаем, что θ1(a,M) ⊂ θ2(a,M) ⊂ . . . ⊂ θn(a,M) ⊂ . . . ; противоречие с ℵ0-
категоричностью структуры M .

Случай 2: g локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n1, 1〉, где n1
нечетно (четно). Тогда существует ∅-определимое нетривиальное отношение
эквивалентности Eg

n1−1 такое, что g монотонная вправо на M/Eg
n1−1. Очевидно,

что либо Ef
n−1 ⊆ Eg

n1−1, либо Eg
n1−1 ⊂ Ef

n−1. Не умаляя общности, предполо-
жим первое. Тогда f является монотонной влево на M/Eg

n1−1. По лемме 2.12
существует ∅-определимое нетривиальное отношение эквивалентности E′, раз-
бивающее M на два бесконечных выпуклых класса. Очевидно, что существует
c ∈ M такой, что E′(c, a), ¬Eg

n1−1(c, a) и K0(c, g(c), f(c)); противоречие с 1-
транзитивностью структуры M .
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Случай 3: g локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n1,m〉, где m > 1.
Тогда существует ∅-определимое нетривиальное отношение эквивалентности
Eg
n1

, разбивающее M на m бесконечных выпуклых классов. Так как f монотон-
ная влево на M/Ef

n−1, по лемме 2.12 существует ∅-определимое нетривиальное
отношение эквивалентности E′, разбивающее M на два бесконечных выпуклых
класса. В силу леммы 1.9 из [2] E′ ≡ Eg

n1
, т. е. m = 2, откуда получаем, что

g локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n1, 1〉, т. е. приходим к случаю 1
или 2. �

Пусть f — ∅-определимая функция в M . Будем говорить, что f — ми-
нимальная нетождественная локально монотонная функция на M , если для
любой нетождественной локально монотонной функции g такой, что g 6= f ,
следует K0(a, f(a), g(a)) для всех a ∈M .

Лемма 3.2. Пусть f — ∅-определимая функция в M , являющаяся ми-
нимальной нетождественной локально монотонной функцией на M , причем
fk(a) = a для всех a ∈ M и либо f локально монотонная вправо (влево) ранга
〈n, 1〉, где n нечетно (четно), либо f локально монотонная вправо (влево) ранга
〈n,m〉, где n четно (нечетно), m > 2. Предположим, что g — ∅-определимая
нетождественная локально монотонная функция на M , не являющаяся мини-
мальной. Тогда существует l < k такой, что f l = g.

Доказательство. Так как f минимальная, то K0(a, f(a), g(a)). Допустим
противное: f l 6= g для любого l < k. Тогда существует l < k такой, что
K0(f l(a), g(a), f l+1(a)) для некоторого a ∈ M . Рассмотрим следующую фор-
мулу:

G′(x, a) := ∃y[K(a, y, f(a)) ∧ f l(y) = g(a) ∧K(a, x, y) ∧ x 6= y].

Очевидно, что G′(x, y) — выпуклая вправо формула. Покажем, что g′(y) :=
rendG′(M,y) — нетождественная локально монотонная функция. В силу ло-
кальной монотонности функции f l существует ∅-определимое нетривиальное
отношение эквивалентности Ef

1 , разбивающее M на бесконечное число бес-
конечных выпуклых классов, так что f l монотонная на каждом Ef

1 -классе.
Не умаляя общности, предположим, что f монотонная вправо на каждом Ef

1 -
классе. Аналогично в силу нетождественной локальной монотонности функции
g существует ∅-определимое отношение эквивалентности Eg

1 , разбивающее M
на бесконечные выпуклые классы, так что g монотонная на каждом Eg

1 -классе.
Очевидно, что либо Ef

1 ⊆ Eg
1 , либо Eg

1 ⊂ Ef
1 . Не умаляя общности, предпо-

ложим первое. Тогда g монотонная на каждом Ef
1 -классе. Если g монотон-

ная вправо (влево) на каждом Ef
1 -классе, то g′ монотонная вправо (влево) на

каждом Ef
1 -классе, т. е. g′ — нетождественная локально монотонная функция,

причем K0(a, g′(a), f(a)), что противоречит минимальности функции f . �

Теорема 3.3. Пусть M — ℵ0-категоричная 1-транзитивная непримитив-
ная слабо циклически минимальная структура ранга выпуклости, большего 1,
так что dcl(a) 6= {a} для некоторого a ∈ M . Тогда M изоморфна с точно-
стью до бинарности структуре Ms,m,k :=

〈
M,=,K, f1, E2

1 , . . . , E
2
s , E

2
s+1

〉
, где

M — циклически упорядоченная структура, M плотно упорядочено, s ≥ 1,
k ≥ 2, m = 1 или k делит m; Es+1 — отношение эквивалентности, разбиваю-
щее M на m бесконечных выпуклых классов без концевых точек, для каждого
1 ≤ i ≤ s Ei — отношение эквивалентности, разбивающее каждый Ei+1-класс
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на бесконечное число бесконечных выпуклых Ei-подклассов без концевых то-
чек, так что индуцированный порядок на Ei-подклассах является плотным без
концевых точек; f — биекция на M , так что fk(a) = a для любого a ∈ M и
f(Ei(M,a)) = Ei(M,f(a)), ¬Ei(a, f(a)) для каждого 1 ≤ i ≤ s + 1, причем f
имеет только одно из следующих поведений на M :

• f монотонная вправо;
• f монотонная влево, k = m = 2;
• f кусочно монотонная влево, k четно, m ≥ 4, причем f является моно-

тонной влево на каждом Es+1-классе и вправо на M/Es+1;
• f локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n + 1, 1〉 для некоторого

1 ≤ n ≤ s, причем существуют 1 ≤ i1 < i2 < . . . < in ≤ s такие, что Ef
j ≡ Eij

для каждого 1 ≤ j ≤ n, k четно, более того, если n нечетно, то k = 2;
• f локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n + 1,m〉 для некоторого

1 ≤ n ≤ s, причем существуют 1 ≤ i1 < i2 < . . . < in < in+1 = s + 1 такие, что
Ef
j ≡ Eij для каждого 1 ≤ j ≤ n+ 1, k четно, m > 2, n нечетно (четно).

Доказательство. В силу ℵ0-категоричности структуры M существует
лишь конечное число (скажем, s) ∅-определимых нетривиальных отношений
эквивалентности, разбивающих M на бесконечное число бесконечных выпук-
лых классов. Пусть {E1(x, y), E2(x, y), . . . , Es(x, y)} — полный список таких
отношений эквивалентности, причем E1(M,a) ⊂ E2(M,a) ⊂ . . . ⊂ Es(M,a) для
всех a ∈M . Так как ранг выпуклости структуры M больше 1, то s ≥ 1. В силу
леммы 1.9 из [2] существует не более одного ∅-определимого нетривиального
отношения эквивалентности, разбивающего M на конечное число бесконечных
выпуклых классов. Обозначим это отношение эквивалентности (если оно су-
ществует) через Es+1, и пусть Es+1 разбивает M на m бесконечных выпуклых
классов. В силу следствия 1.2 Es(M,a) ⊂ Es+1(M,a) для всех a ∈M .

Поскольку существует a ∈M такой, что dcl(a) 6= {a}, то существует b ∈M
такой, что b 6= a и b ∈ dcl(a). Следовательно, существует ∅-определимая форму-
ла θ(x, y) такая, что M |= θ(a, b) ∧ ∃!yθ(a, y). Определим следующую функцию:
f(x) = y ⇔ θ(x, y). В силу леммы 1.3 из [2] f является биекцией на M и суще-
ствует k ≥ 2 такой, что fk(a) = a для всех a ∈ M . Ввиду ℵ0-категоричности
существует только конечное число ∅-определимых биекций на M . Не ума-
ляя общности, предположим, что f является наименьшей нетождественной ∅-
определимой биекцией, т. е. если f ′ является ∅-определимой нетождественной
биекцией и f ′ 6= f , то имеем K0(a, f(a), f ′(a)) для всех a ∈M . Поскольку f яв-
ляется биекцией на M , в силу факта 1.7 из [2] f является локально монотонной
на M . По теореме 2.18 f имеет только одно из следующих поведений на M :

(1) f монотонная вправо;
(2) f монотонная влево;
(3) f кусочно монотонная влево;
(4) f локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n, 1〉, где n > 1;
(5) f локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n,m〉, где n > 1, m > 2,

n четно (нечетно).
В силу лемм 2.5 и 2.11 для каждого 1 ≤ i ≤ s + 1 и для всех a ∈ M имеем

¬Ei(a, f(a)) и f(Ei(M,a)) = Ei(M,f(a)). Рассмотрим следующие формулы:

F (x, y) := ∃t[f(y) = t ∧K(y, x, t) ∧ x 6= t], F ′(x, y) := ∃t[f(y) = t ∧K(y, x, t)],

F i
+(x, y) := Ei(x, y) ∧ ∀z(¬Ei(z, y) → K(y, x, z)), 1 ≤ i ≤ s,

F i
−(x, y) := F i

+(x, y) ∨ [¬Ei(x, y) ∧ ∀z(Ei(z, y) → K(y, x, z))], 1 ≤ i ≤ s,
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F s+1
1 (x, y) := Es+1(x, y) ∧ ∀z(¬Es+1(z, y) → K(y, x, z)),

F s+1
i (x, y) := F s+1

i−1 (x, y) ∨ ∀z(K(y, z, x) → F s+1
i−1 (z, y) ∨ E(z, x)), 2 ≤ i ≤ m.

Очевидно, что каждая из этих формул является выпуклой вправо. Обозначим
этот список формул через (∗).

Доказательство случаев (1)–(3) повторяет доказательство теоремы 4.4 из
[2] с незначительными изменениями.

(4) Функция f локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n + 1, 1〉 для
некоторого 1 ≤ n ≤ s. Поскольку {E1(x, y), . . . , Es(x, y)} — полный список ∅-
определимых нетривиальных отношений эквивалентности, разбивающих M на
бесконечное число бесконечных выпуклых классов, существуют 1 ≤ i1 < i2 <
. . . < in ≤ s такие, что Ef

j ≡ Eij для каждого 1 ≤ j ≤ n. По теореме 2.18 k
четно; более того, если n+ 1 четно, то k = 2.

Случай 1: n + 1 четно. Тогда f является монотонной влево на M/Ef
n,

откуда по лемме 2.12 существует ∅-определимое отношение эквивалентности
E′, разбивающее M на два бесконечных выпуклых класса. Тогда E′ ≡ Es+1, и,
следовательно, m = 2. Покажем, что если G(x, y) — выпуклая вправо формула,
то она эквивалентна одной из формул списка (∗). Действительно, пусть g(y) :=
rendG(M,y). В силу леммы 4.3 из [2] g не может быть константой. Если g —
кусочно константа (не константа), то G(x, y) ≡ F s+1

i (x, y) для некоторого 1 ≤
i ≤ m. Если g — локально константа (не кусочно константа), то G(x, y) ≡
F i

+(x, y) или G(x, y) ≡ F i
−(x, y) для некоторого 1 ≤ i ≤ s. Наконец, если g —

нетождественная локально монотонная функция, то по лемме 3.1 g = f .
Случай 2: n + 1 нечетно. В данном случае возможны два подслучая:

либо не существует ∅-определимого нетривиального отношения эквивалентно-
сти, разбивающего M на конечное число бесконечных выпуклых классов, т. е.
m = 1, либо такое отношение эквивалентности существует, т. е. m 6= 1. Пусть
G(x, y) — выпуклая вправо формула, g(y) := rendG(M,y). Если G(x, y) не эк-
вивалентна ни одной из формул списка (∗), то g — нетождественная локально
монотонная функция и по лемме 3.2 существует l < k такой, что f l = g.

(5) Функция f локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n + 1,m〉 для
некоторого 1 ≤ n ≤ s, m > 2. Поскольку {E1(x, y), . . . , Es(x, y)} — полный
список ∅-определимых нетривиальных отношений эквивалентности, разбива-
ющих M на бесконечное число бесконечных выпуклых классов, а Es+1 — ∅-
определимое отношение эквивалентности, разбивающее M на m бесконечных
выпуклых классов, существуют 1 ≤ i1 < i2 < . . . < in < in+1 = s+ 1 такие, что
Ef
j ≡ Eij для каждого 1 ≤ j ≤ n + 1. По теореме 2.18 n + 1 четно (нечетно), k

четно. Если любая выпуклая вправо формула эквивалентна одной из формул
списка (∗), то k = 2. Предположим, что существует выпуклая вправо формула
G(x, y), которая не эквивалентна ни одной из формул списка (∗). Тогда мы
опять получаем что g — нетождественная локально монотонная функция и по
лемме 3.2 существует l < k такой, что f l = g.

Таким образом, M изоморфна с точностью до бинарности структуре Ms,m,k

:=
〈
M , =, K, f1, E2

1 , . . . , E
2
s , E

2
s+1

〉
. Может быть проверено, что следующий

список аксиом аксиоматизирует Ms,m,k:
[1] M — плотный циклический порядок относительно K,
[2]1≤i≤s+1 Ei — отношение эквивалентности и каждый Ei-класс является

бесконечным и выпуклым без концевых точек,

[3] ∃x1, . . . ,∃xm
[ ∧
i 6=j

¬Es+1(xi, xj) ∧ ∀t
m∨
i=1

Es+1(t, xi)
]
,
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[4]1≤i≤s каждый Ei+1-класс разбивается на бесконечное число Ei-подклас-
сов, так что индуцированный порядок на Ei-подклассах является плотным без
концевых точек,

[5] ∀y∃x[y = f(x)]∧∀x∀y[x 6= y → f(x) 6= f(y)], т. е. f является биекцией на
M ,

[6] ∀x
[
fm(x) = x ∧

m−1∧
i=1

f i(x) 6= x

]
,

[7]1≤i≤s+1 ∀x(¬Ei(x, f(x)) ∧ ∀y[Ei(y, x) → Ei(f(y), f(x))]),

[8]m6=1 ∀x∃x1, . . . , ∃xl
[ ∧
i 6=j

¬Es+1(xi, xj)∧
l∧

i=1
{¬Es+1(xi, x)∧¬Es+1(xi, f(x))}∧

K0(x, x1, . . . , xl, f(x))∧∀t
(
K(x, t, f(x))→

l∨
i=1

Es+1(xi, t)∨Es+1(x, t)∨Es+1(f(x), t)
)]

,

где l = m/k − 1.
В зависимости от поведения функции f следующие аксиомы завершают

искомый список:
если f монотонная вправо, то
[9] ∀x∀y∀z[K0(x, y, z) → K0(f(x), f(y), f(z))];
если f монотонная влево, то
[9] ∀x∀y∀z[K0(x, y, z) → K0(f(z), f(y), f(x))];
если r кусочно монотонная влево, то
[9] ∀x∀y∀z[K0(x, y, z) ∧ Es+1(x, y) ∧ Es+1(y, z) → K0(f(z), f(y), f(x))];
[10] ∀x∀y∀z[K0(x, y, z) ∧ ¬Es+1(x, y) ∧ ¬Es+1(y, z) ∧ ¬Es+1(x, z) → K0(f(x),

f(y), f(z))].
Пусть теперь r локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n + 1,m1〉. Не

умаляя общности, предположим, что r локально монотонная вправо (случай
локально монотонной влево функции рассматривается аналогично). В этом
случае следующие аксиомы завершают искомый список:

[9] ∀x∀y∀z[K0(x, y, z) ∧ Ei1(x, y) ∧ Ei1(y, z) → K0(f(x), f(y), f(z))];
[10]+2≤j≤n1

∀x∀y∀z[K0(x, y, z)∧Eij (x, y)∧Eij (y, z)¬Eij−1(x, y)∧¬Eij−1(y, z)∧
¬Eij−1(x, z) → K0(f(z), f(y), f(x))], где j четно;

[10]−2≤j≤n1
∀x∀y∀z[K0(x, y, z)∧Eij (x, y)∧Eij (y, z)¬Eij−1(x, y)∧¬Eij−1(y, z)∧

¬Eij−1(x, z) → K0(f(x), f(y), f(z))], где j нечетно.
В аксиомах [10] если m1 = 1, то n1 = n; если же m1 6= 1, то n1 = n+ 1.
[11]+m1=1 ∀x∀y∀z[K0(x, y, z) ∧ ¬Ein(x, y) ∧ ¬Ein(y, z) ∧ ¬Ein(x, z) → K0(f(x),

f(y), (z))], где n четно;
[11]−m1=1 ∀x∀y∀z[K0(x, y, z) ∧ ¬Ein(x, y) ∧ ¬Ein(y, z) ∧ ¬Ein(x, z) → K0(f(z),

f(y), f(x))], где n нечетно;
[11]m1 6=1 ∀x∀y∀z[K0(x, y, z) ∧ ¬Es+1(x, y) ∧ ¬Es+1(y, z) ∧ ¬Es+1(x, z) →

K0(f(x), f(y), f(z))]. �

Теорема 3.4. Пусть M — ℵ0-категоричная 1-транзитивная непримитивная
слабо циклически минимальная структура ранга выпуклости, большего 1, так
что dcl(a) = {a} для некоторого a ∈ M . Тогда M изоморфна с точностью до
бинарности одной из следующих структур:

•Ms,m :=
〈
M,=,K,E2

1 , . . . , E
2
s , E

2
s+1

〉
, где M — циклически упорядоченная

структура, M плотно упорядочено, s,m ≥ 1; Es+1 — отношение эквивалентно-
сти, разбивающее M на m бесконечных выпуклых классов без концевых точек;
Ei для каждого 1 ≤ i ≤ s есть отношение эквивалентности, разбивающее каж-
дый Ei+1-класс на бесконечное число бесконечных выпуклых Ei-подклассов без
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концевых точек, так что индуцированный порядок на Ei-подклассах является
плотным без концевых точек;

• M ′
s,m,k :=

〈
M,=,K,E2

1 , . . . , E
2
s , E

2
s+1, R

2
〉
, где M — циклически упоря-

доченная структура, M плотно упорядочено, s,m ≥ 1; Es+1 — отношение
эквивалентности, разбивающее M на m бесконечных выпуклых классов без
концевых точек; Ei для каждого 1 ≤ i ≤ s есть отношение эквивалентности,
разбивающее каждый Ei+1-класс на бесконечное число бесконечных выпуклых
Ei-подклассов без концевых точек, так что индуцированный порядок на Ei-
подклассах является плотным без концевых точек; R(x, y) — выпуклая вправо
формула такая, что R(M,a) не имеет правой концевой точки в M для всех
a ∈ M и r(y) := rendR(M,y) является нетождественной локально монотонной
функцией на M , так что rk(a) = a для некоторого k ≥ 2 при всех a ∈ M , где
rk(y) := r(rk−1(y)); для каждого 1 ≤ i ≤ s+ 1 и любого a ∈M

M ′
s,m,k |= ¬E∗

i (a, r(a)) ∧ ∀y(Ei(y, a) → ∃u[E∗
i (u, r(a)) ∧ E∗

i (u, r(y))]),

m = 1 или k делит m, причем r имеет только одно из следующих поведений
на M :

• r монотонная вправо,
• r монотонная влево, k = m = 2,
• r кусочно монотонная влево, k четно, m ≥ 4, причем r является монотон-

ной влево на каждом Es+1-классе и r является монотонной вправо на M/Es+1,
• r локально монотонно вправо (влево) ранга 〈n+ 1, 1〉 для некоторого 1 ≤

n ≤ s, причем существуют 1 ≤ i1 < i2 < . . . < in ≤ s такие, что Er
j ≡ Eij для

каждого 1 ≤ j ≤ n, k четно, более того, если n нечетно, то k = 2,
• r локально монотонно вправо (влево) ранга 〈n + 1,m〉 для некоторого

1 ≤ n ≤ s, причем существуют 1 ≤ i1 < i2 < . . . < in < in+1 = s + 1 такие, что
Er
j ≡ Eij для каждого 1 ≤ j ≤ n+ 1, k четно, m > 2, n нечетно (четно).

Доказательство. В силу ℵ0-категоричности структуры M существует
лишь конечное число (скажем, s) ∅-определимых нетривиальных отношений
эквивалентности, разбивающих M на бесконечное число бесконечных выпук-
лых классов. Пусть {E1(x, y), E2(x, y), . . . , Es(x, y)} — полный список таких
отношений эквивалентности, причем E1(M,a) ⊂ E2(M,a) ⊂ . . . ⊂ Es(M,a) для
всех a ∈M . Так как ранг выпуклости структуры M больше 1, то s ≥ 1. В силу
леммы 1.9 из [2] существует не более одного ∅-определимого нетривиального
отношения эквивалентности, разбивающего M на конечное число бесконечных
выпуклых классов. Обозначим это отношение эквивалентности (если оно су-
ществует) через Es+1, и пусть Es+1 разбивает M на m бесконечных выпуклых
классов. В силу следствия 1.2 Es(M,a) ⊂ Es+1(M,a) для всех a ∈M .

Поскольку существует a ∈ M такой, что dcl(a) = {a}, любая выпуклая
вправо формула G(x, y) не имеет правой концевой точки в M . Рассмотрим
следующие формулы:

F i
+(x, y) := Ei(x, y) ∧ ∀z(¬Ei(z, y) → K(y, x, z)), 1 ≤ i ≤ s,

F i
−(x, y) := F i

+(x, y) ∨ [¬Ei(x, y) ∧ ∀z(Ei(z, y) → K(y, x, z))], 1 ≤ i ≤ s,

F s+1
1 (x, y) := Es+1(x, y) ∧ ∀z(¬Es+1(z, y) → K(y, x, z)),

F s+1
i (x, y) := F s+1

i−1 (x, y) ∨ ∀z
(
K(y, z, x) → F s+1

i−1 (z, y) ∨ E(z, x)
)
, 2 ≤ i ≤ m.

Очевидно, что каждая из этих формул является выпуклой вправо. Обозначим
этот список формул через (∗).
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Случай 1. Предположим что любая выпуклая вправо формула эквива-
лентна одной из формул списка (∗). Тогда M изоморфна структуре Ms,m :=〈
M,=,K,E2

1 , . . . , E
2
s , E

2
s+1

〉
с точностью до бинарности. Может быть проверено,

что следующий список аксиоматизирует Ms,m:
[1] M — плотный циклический порядок относительно K,
[2]1≤i≤s+1 Ei — отношение эквивалентности и каждый Ei-класс является

бесконечным и выпуклым без концевых точек,

[3] ∃x1, . . . , ∃xm
[ ∧
i 6=j

¬Es+1(xi, xj) ∧ ∀t
m∨
i=1

Es+1(t, xi)
]
,

[4]1≤i≤s каждый Ei+1-класс разбивается на бесконечное число Ei-под-клас-
–сов, так что индуцированный порядок на Ei-подклассах является плотным без
концевых точек.

Случай 2. Предположим, что существует выпуклая вправо формула
R(x, y), не являющаяся эквивалентной ни одной из формул списка (∗). В силу
леммы 4.3 из [2] r(y) := rendR(M,y) не может быть константой. Если r — кусоч-
но константа (не константа), то R(x, y) ≡ F s+1

i (x, y) для некоторого 1 ≤ i ≤ m.
Если r — локально константа (не кусочно константа), то R(x, y) ≡ F i

+(x, y) или
R(x, y) ≡ F i

−(x, y) для некоторого 1 ≤ i ≤ s. Следовательно, r является нетож-
дественной локально монотонной функцией. В силу ℵ0-категоричности суще-
ствует только конечное число нетождественных локально монотонных функций.
Не умаляя общности, предположим, что r — минимальная нетождественная
локально монотонная функция. В силу теоремы 2.18 r имеет только одно из
следующих поведений на M :

(1) r монотонная вправо;
(2) r монотонная влево;
(3) r кусочно монотонная влево; (4) r локально монотонная вправо (влево)

ранга 〈n, 1〉, где n > 1;
(5) r локально монотонная вправо (влево) ранга 〈n,m〉, где n > 1, m > 2, n

четно (нечетно).
В силу лемм 2.5 и 2.11 для каждого 1 ≤ i ≤ s+ 1 и для всех a ∈M имеем

M |= ¬E∗
i (a, r(a)) ∧ ∀y(Ei(y, a) → ∃u[E∗

i (u, r(a)) ∧ E∗
i (u, r(y))]).

Таким образом, аксиомами структуры M ′
s,m,k являются аксиомы [1]–[4] струк-

туры Ms,m, а также следующие аксиомы:
[5] R(x, y) является выпуклой вправо формулой и ∀yR(M,y) не имеет пра-

вой концевой точки в M ,
[6]1≤i≤s+1 ∀x[¬E∗

i (x, r(x)) ∧ ∀y(Ei(y, x) → ∃u[E∗
i (u, r(x)) ∧ E∗

i (u, r(y))])].
Доказательство случаев (1)–(3) повторяет доказательство теоремы 4.5 из [2]

с незначительными изменениями. Доказательство случаев (4), (5) аналогично
доказательству случаев (4), (5) в теореме 3.3.

Если r монотонная влево, то следующие аксиомы завершают список аксиом
структуры M ′

s,m,k:
[7] ∀x∀y∀z[K0(x, y, z) → K0(r(z), r(y), r(x))], т. е. r является монотонной

влево на M ,
[8] ∀x[r2(x) = x] ∧ ∀x∃y[R(y, x) ∧R(x, y)],
[9] ∀x∀y[Es+1(x, y) ↔ R′(x, y)∨R′(y, x)], где R′(x, y) := R(x, y)∧∀t(R(t, x) →

R(t, y)).
Если r не является монотонной влево, то к списку аксиом добавляются

следующие:
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[7] ∀x1∃x2 . . .∃xk+1

[
K0(x1, x2, . . . , xk+1) ∧

k∧
i=1

R(xi+1, xi) ∧ R(x1, xk+1)
]
∧

∀y2 . . .∀yk
(
K0(x1, y2, . . . , yk)∧

k−1∧
i=2

R(yi+1, yi)∧R(y2, x1) → ¬R(x1, yk)
)
∧rk(x1) =

x1,

[8]m6=1 ∀x∃x1, . . . , ∃xl
[ ∧
i 6=j

¬Es+1(xi, xj)∧
l∧

i=1
{¬Es+1(xi, x)∧¬E∗

s+1(xi, r(x))}∧

K0(x, x1, . . . , xl, r(x))∧∀t
(
K(x, t, r(x))→

l∨
i=1

Es+1(xi, t)∨Es+1(x, t)∨E∗
s+1(t, r(x))

)]
,

где l = m/k − 1.
Следующие аксиомы завершают список аксиом структуры M ′

s,m,k в зави-
симости от поведения функции r.

Если r монотонная вправо, то соответствующая аксиома [9] из доказатель-
ства теоремы 3.3. Если r кусочно монотонная влево, то соответствующие аксио-
мы [9] и [10] из доказательства теоремы 3.3. Если r локально монотонная вправо
ранга 〈n+1,m1〉 (случай локально монотонной влево функции рассматривается
аналогично), то соответствующие аксиомы [9], [10]+2≤j≤n1

(j четно), [10]−2≤j≤n1

(j нечетно), [11]+m1=1 (n четно), [11]−m1=1 (n нечетно), [11]m1 6=1 из доказательства
теоремы 3.3. �
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