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АСИМПТОТИКА ФУНКЦИОНАЛА

ЭНЕРГИИ ДЛЯ СМЕШАННОЙ

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ЧЕТВЕРТОГО

ПОРЯДКА В ОБЛАСТИ С РАЗРЕЗОМ

Е. М. Рудой

Аннотация. Рассматривается эллиптическое уравнение четвертого порядка в об-
ласти, содержащей криволинейный разрез. На разрезе заданы условия односторон-
него ограничения на решение. Для общего вида достаточно гладкого возмущении
области исследуется асимптотика функционала энергии. Выведена формула для
производной функционала энергии по параметру возмущения области.

Ключевые слова: односторонние ограничения, негладкая область, разрез, вари-
ационное неравенство, функционал энергии.

1. Введение. Рассматривается смешанная задача для уравнений Кирх-
гофа — Лява в области с разрезом. На внешней границе области заданы од-
нородные условия Дирихле, на разрезе — условия одностороннего ограничения
(условия типа Синьорини).

В работе исследуется асимптотика функционала энергии. Для этого вво-
дится общее возмущение области, зависящее от малого параметра ε. В возму-
щенной области определяется функционал энергии, который также будет зави-
сеть от ε. Основным результатом работы является формула для производной
функционала энергии по параметру ε. Данная задача моделирует равновесие
пластины с трещиной, и если рассматривать такое возмущение области, которое
соответствует квазистатическому росту трещины, то полученная производная
используется в механике разрушения [1, 2].

Широкий класс задач с ограничениями на решения имеется в работах [3–5].
Возможность дифференцирования функционалов энергии по параметру

возмущения области исследовалась во многих работах. Случаи линейных кра-
евых задач в негладких областях можно найти в [6–8]. В работах [9–20] изуча-
лись вариации решений, полной энергии, а также других различных функций
геометрических и механических параметров при изменении формы разреза.

Работы [21–31] посвящены исследованию дифференцируемости функциона-
лов энергии для краевых задач с односторонними ограничениями на границе.
Для таких задач с помощью формулы для производной выведены инвариантные
интегралы для различных возмущений области [22, 23, 28]. В работах [21–28]
предполагалось, что разрезы являются прямолинейными или плоскими, либо
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накладывались дополнительные условия на возмущение области. В [29–31] вы-
ведена асимптотика функционала энергии для криволинейных (поверхностных)
разрезов.

В настоящей работе в отличие от [22, 23, 25–27] не накладываются никакие
ограничения на функцию, задающую возмущение области, кроме ее гладкости.

2. Постановка задачи. Рассмотрим ограниченную область � в простран-
стве R2 с гладкой границей ∂�. Пусть строго внутри области расположена
кривая �0. Сделаем ряд предположений, касающихся � и �0.

Предположение 1. Пусть набор {�, ∂�, �0} удовлетворяет следующим
условиям:

(а) область � может быть разбита на две подобласти �1 и �2 с общей
границей � ;

(б) границы областей �1 и �2 липшицевы;
(в) �1 ∪ �2 = �, �1 ∩ �2 = � ;
(г) �0 ⊂ � ;
(д) �0 принадлежит классу C2,1 и является регулярной кривой;
(е) �0 может быть продолжена до гладкой замкнутой кривой � ⊂ �.
Условие (д) означает, что �0 является кривой без самопересечений, в каж-

дой точке которой существует вектор нормали.
Будем считать, что разрез �0 в пространстве R2 задается в следующем виде:

� (x) = 0, x = (x1, x2) ∈ �0, (1)

где � ∈ C2,1
loc (R2).

Определим единичный вектор нормали ν0 = (ν01, ν02) к �0. В силу (1) и
гладкости � компоненты вектора ν0 имеют вид

ν0i =
∂�

∂xi
/|∇� |, i = 1, 2.

Заметим, что∇� 6= 0 для всех x ∈ �0, так как �0 — регулярная кривая. Считаем,
что выбранное направление нормали ν0 определяет положительный берег �+

0 , а
направление (−ν0) — отрицательный берег �−0 разреза �0. Определим область
�0 = �\�0.

Пусть χ = (W,w)t — трехкомпонентный вектор-столбец, где W = (w1, w2)t;
символ t означает операцию транспонирования. Зададим тензоры {εij(W )} и
{σij(W )}, компоненты которых определяются по следующим формулам [3]:

εij(W ) = (1/2)(wi,j + wj,i),

σ11(W ) = ε11(W ) + kε22(W ), σ22(W ) = ε22(W ) + kε11(W ),

σ12(W ) = (1− k)ε12(W ), k = const, 0 < k < 1/2.

Здесь и далее нижние индексы после запятой обозначают дифференцирование
по соответствующей координате.

Будем считать, что на разрезе выполнено условие одностороннего ограни-
чения — условие непроникания [3]:

[W t]ν0 ≥ |[(∇w)tν0]| п. в. на �0,

где [u] = u|�+
0
− u|�−0 — скачок функции на разрезе �0. Пусть f = (f1, f2, f3)t —

заданный вектор внешней нагрузки, fp ∈ C1(�), p = 1, 2, 3.
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Всюду далее, если не оговорено иначе, индексы i, j, k, l принимают значения
от 1 до 2. По повторяющимся индексам производится суммирование 1 до 2.

В области �0 сформулируем следующую смешанную краевую задачу —
задачу равновесия пластины с трещиной �0:

σij,j(W0) = fi, i = 1, 2, п. в. в �0, (2)

�2w0 = f3 п. в. в �0, (3)

στi(W0) = 0, i = 1, 2, σν(W0) ≤ 0, (4)

t(w0) = 0, m(w0)
[
∂w0

∂ν

]
+ σν [W0]ν = 0, (5)

[σν(W0)] = 0, [m(w0)] = 0, |m(w0)| ≤ −σν(W0), (6)

w01 = w02 = w0 =
∂w0

∂n
= 0 п. в. на ∂�. (7)

Здесь σν(W0), στ1(W0), στ2(W0), t(w0) и m(w0) задаются следующими форму-
лами:

σν(W0) = σij(W0)νjνi, στi(W0) = σij(W0)νj − σν(W0)νi, i = 1, 2,

t(w0) =
∂

∂ν
�w0 + (1− k)

∂3w0

∂ν∂τ2 , m(w0) = k�w0 + (1− k)
∂2w0

∂ν2 ,

где τ = (−ν2, ν1) — единичный касательный вектор к �0; n — единичный вектор
внешней нормали к �. Отметим, что уравнения равновесия (2), (3) выполняют-
ся в смысле распределений, а краевые условия (4)–(6) в смысле двойственности
пространств H1/2(�0), H3/2(�0) и H−1/2(�0), H−3/2(�0) соответственно.

Кроме того, уравнения и граничные условия (2)–(7) моделируют равнове-
сие пластины, содержащей сквозную нормальную трещину �0, берега которой
могут контактировать, находящейся в равновесии под действием внешней силы
f и жестко закрепленной на внешней границе ∂�. При этом W0 — это гори-
зонтальные смещения срединной поверхности пластины, w0 — вертикальные
прогибы.

Для того чтобы дать вариационную формулировку задачи (2)–(7), введем
следующие функциональные пространства:

H1,0(�0) = {u ∈ H1(�0) | u = 0 п. в. на ∂�},

H2,0(�0) =
{
w ∈ H2(�0) | w =

∂w

∂n
= 0 п. в. на ∂�

}
,

где n — внешняя единичная нормаль к ∂�, и обозначим H(�0) = H1,0(�0) ×
H1,0(�0) × H2,0(�0). Стоит отметить, что вектор-функции из пространства
H(�0) могут принимать различные значения на берегах разреза �+

0 и �−0 .
Рассмотрим функционал энергии

�(�0;χ) =
1
2

∫
�0

σij(W )εij(W ) d�0 +
1
2

∫
�0

b(w,w) d�0 −
∫
�0

f tχd�0,

где билинейная форма b(·, ·) определяется следующим образом:

b(u, v) = u,11v,11 + u,22v,22 + ku,11v,22 + ku,22v,11 + 2(1− k)u,12v,12.
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Определим выпуклое замкнутое множество

K0(�0) = {χ ∈ H(�0) | [W t]ν0 ≥ |[(∇w)tν0]| п. в. на �0}.

Тогда вариационная задача формулируется как задача минимизации функцио-
нала энергии на множестве допустимых смещений, а именно, требуется найти
такую функцию χ0 ∈ K0(�0), что

�(�0;χ0) = inf
χ∈K0(�0)

�(�0;χ). (8)

Известно, что задача (8) имеет единственное решение, которое удовлетворяет
вариационному неравенству [3]∫
�0

σij(W0)εij(W−W0) d�0+
∫
�0

b(w0, w−w0) d�0 ≥
∫
�0

f t(χ−χ0) d�0 ∀χ ∈ K0(�0).

(9)
Определим возмущенную область. Для малого параметра ε ∈ (−ε0, ε0)

рассмотрим возмущение �ε =
(
�1
ε(x), �2

ε(x)
)
, которое задается функциями �i ∈

C1
(
−ε0, ε0;W 2,∞

loc (R2)
)

и �0(x) = x.
Зафиксируем ε и применим координатное преобразование

y = �ε(x) (10)

для x ∈ �0, x ∈ ∂� и x ∈ �0. В результате получим возмущенную область
�ε(�) и возмущенный разрез �ε = �ε(�0). Определим возмущенную область с
разрезом как �ε = �ε(�) \ � ε.

Будем считать, что для обратного преобразования x = �−1
ε (y), где �−1

ε =(
�−1
ε1 , �

−1
ε2

)
, имеют место включения �−1

i ∈ C1
(
−ε0, ε0;W 2,∞

loc (R2)
)
.

Предположение 2. Для каждого ε ∈ (−ε0, ε0) набор {�ε(�), �ε(∂�), �ε}
удовлетворяет условиям предположения 1.

Аналогично пространству H(�0) определим пространство H(�ε). Соглас-
но взаимной однозначности преобразования (10), строгой положительности его
якобиана (будет показано ниже) и предполагаемой гладкости �ε, отображение
(10) также задает взаимно однозначное соответствие между пространствами
H(�0) и H(�ε), т. е. если χ(x) ∈ H(�0), то χ

(
�−1
ε (y)

)
∈ H(�ε) и, обратно, если

χ(y) ∈ H(�ε), то χ(�ε(x)) ∈ H(�0).
Пусть νε — единичный вектор нормали к возмущенному разрезу �ε. Опре-

делим множество допустимых смещений срединной поверхности для возмущен-
ной задачи:

Kε(�ε) = {χ ∈ H(�ε) | [W t]νε ≥ |[(∇w)tνε]| п. в. на �ε}.

Важно отметить, что, в то время как между пространствамиH(�0) иH(�ε)
есть взаимно однозначное соответствие при действии отображения (10), множе-
ство допустимых смещений K0(�0) в общем случае не переходит в множество
допустимых смещений Kε(�ε). Даже для прямолинейного разреза такого со-
ответствия нет [24]. Это связано, во-первых, с тем, что единичная нормаль ν0
к �0 не переходит в единичную нормаль νε к �ε, а во-вторых, условие непро-
никания содержит оператор градиента, который меняет свой вид при действии
преобразования координат (10).
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Сформулируем теперь в возмущенной области �ε задачу минимизации
функционала энергии �(�ε;χ) на множестве допустимых смещений Kε(�ε):
найти такую функцию χε ∈ Kε(�ε), что

�(�ε;χε) = inf
χ∈Kε(�ε)

�(�ε;χ), (11)

где

�(�ε;χ) =
1
2

∫
�ε

σij(W )εij(W ) d�ε +
1
2

∫
�ε

b(w,w) d�ε −
∫
�ε

f tχd�ε.

Задача (11) имеет единственное решение, для которого справедливо вариаци-
онное неравенство [3]∫
�ε

σij(W ε)εij(W−W ε) d�ε+
∫
�ε

b(wε, w−wε) d�ε ≥
∫
�ε

f t(χ−χε) d�0 ∀χ ∈ Kε(�ε).

(12)

3. Вспомогательные утверждения и формулы. Введем обозначение
для функциональной матрицы преобразования (10):

∂�ε
∂x

=
(
�1
ε,1 �2

ε,1
�1
ε,2 �2

ε,2

)
.

Определим следующие векторы, соответствующие частным производным
первого и второго порядков:

∂

∂x
=

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2

)t

,
∂2

∂x2 =
(
∂2

∂x2
1
,

∂2

∂x1∂x2
,
∂2

∂x2
2

)t

.

Аналогично задаются векторы ∂
∂y и ∂2

∂y2 . Определим функциональные матрицы

A =

�1
ε,11 �2

ε,11
�1
ε,12 �2

ε,12
�1
ε,22 �2

ε,22

 ,
∂2�ε
∂x2 =

 (�1
ε,1)2 2�1

ε,1�
2
ε,1 (�2

ε,1)2

�1
ε,1�

1
ε,2 �1

ε,1�
2
ε,2 + �1

ε,2�
2
ε,1 �2

ε,1�
2
ε,2

(�1
ε,2)2 2�1

ε,2�
2
ε,2 (�2

ε,2)2

 .

Используя введенные выше обозначения, можно преобразование производ-
ных записать в матричном виде

∂

∂x
=
∂�ε
∂x

∂

∂y
,

∂2

∂x2 =
∂2�ε
∂x2

∂2

∂y2 +A
∂

∂y
. (13)

В силу гладкости �ε имеет место разложение по ε

�ε(x) = x+ εV (x) + r1(ε, x) в R2, (14)

где V = (V1, V2) = ∂�ε
∂ε

∣∣
ε=0, r1(ε, x) ∈ C

(
−ε0, ε0;

[
W 2,∞

loc (R2)
]2), и при ε→ 0

r1(ε, x)
ε

→ 0 сильно в
[
W 2,∞

loc (R2)
]2
.

Из (14) следует, что якобиан Jε(x) преобразования (10) допускает представ-
ление

Jε(x) ≡
∣∣∣∣∂�ε∂x

∣∣∣∣ = 1 + ε div V + r2(ε, x) в R2,
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где r2 ∈ C
(
−ε0, ε0;W 1,∞

loc (RN )
)
, и при ε→ 0

r2(ε, x)
ε

→ 0 сильно в W 1,∞
loc (R2).

Видно, что для малых ε якобиан Jε(x) строго положителен.
В свою очередь, функциональные матрицы ∂�ε

∂x , A и ∂2�ε
∂x2 допускают пред-

ставление

∂�ε
∂x

= I + ε
∂V

∂x
+ r3(ε, x), ‖r3(ε, x)‖[W 1,∞

loc (R2)]4 = o(ε),

A = ε

V1,11 V2,11
V1,12 V2,12
V1,22 V2,22

 + r4(ε, x), ‖r4(ε, x)‖[L∞loc(R2)]6 = o(ε),

∂2�ε
∂x2 = I + ε

 2V1,1 2V2,1 0
V1,2 V1,1 + V2,2 V2,1
0 2V1,2 2V2,2

 + r5(ε, x), ‖r5(ε, x)‖[W 1,∞
loc (R2)]9 = o(ε)

(15)
п. в. в �0; I — единичная матрица. Определитель матрицы ∂2�ε

∂x2 может быть
разложен по ε:

jε(x) =
∣∣∣∣∂2�ε
∂x2

∣∣∣∣ = 1 + 3ε div V (x) + r6(ε, x), ‖r6(ε, x)‖L∞loc(R2) = o(ε) п. в. в �0.

Для достаточно малых ε определитель jε(x) строго положителен, следователь-
но, существует обратная функциональная матрица ψ =

(
∂2�ε
∂x2

)−1. В силу (13)
и того, что Jε(x) > 0, jε(x) > 0, мы можем выписать обратное преобразование
производных в следующем матричном виде:

∂

∂y
= �

∂

∂x
,

∂2

∂y2 = ψ
∂2

∂x2 + a
∂

∂x
, (16)

где � =
(
∂�ε
∂x

)−1, a = −
(
∂2�ε
∂x2

)−1
A

(
∂�ε
∂x

)−1. Ввиду формул (15) справедливо
разложение по ε матриц �, a и ψ:

� = I − ε
∂V

∂x
+ r7(ε, x), ‖r7(ε, x)‖[W 1,∞

loc (R2)] = o(ε),

a = −εā(V ) + r8(ε, x), ‖r8(ε, x)‖[L∞loc(R2)]6 = o(ε),

ψ = I − εψ̄(V ) + r9(ε, x), ‖r9(ε, x)‖[W 1,∞
loc (R2)]9 = o(ε)

(17)

п. в. в �0, где

ā(V ) =

V1,11 V2,11
V1,12 V2,12
V1,22 V2,22

 , ψ̄(V ) =

 2V1,1 2V2,1 0
V1,2 V1,1 + V2,2 V2,1
0 2V1,2 2V2,2

 .

Определим невырожденную постоянную матрицу

K =

 1 0 k
0 2(1− k) 0
k 0 1

 .
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Тогда билинейную форму b(u, v) можно переписать в матричном виде

b(u, v) =
(
∂2u

∂x2

)t

K
∂2v

∂x2 .

Применяя обратное преобразование к области �ε, получим, что разрез �ε
перейдет в разрез �0, при этом вектор нормали νε перейдет в новый вектор νε,
определенный на �0, который, вообще говоря, не совпадает с вектором нормали
ν0 к �0.

При этом множество Kε(�ε) перейдет взаимно однозначно в новое множе-
ство, которое будем обозначать через Kε(�0),

Kε(�0) = {χ ∈ H(�0) | [W t]νε ≥ |[(∇w)t�tνε]| п. в. на �0}.

Применим координатное преобразование (10) к функциям и интегралам,
входящим в вариационное неравенство (12). Получим следующее вариационное
неравенство:∫

�0

JεcijklEkl(�;Wε)Eij(�;W −Wε) d�0

+
∫
�0

Jε

(
ψ
∂2wε
∂x2 + a

∂wε
∂x

)t

K

(
ψ
∂2(w − wε)

∂x2 + a
∂(w − wε)

∂x

)
d�0

≥
∫
�0

Jεf
t
ε(χ− χε) d�0 ∀χ ∈ Kε(�0), (18)

где χε(x) = χε(�ε(x)), т. е. функция χε(x) ∈ Kε(�0), записанная в невозмущен-
ных координатах, является решением χε(y) ∈ Kε(�ε) возмущенной задачи (11).
Аналогично для f имеем fε(x) = f(�ε(x)), x ∈ �0; Eij(�;W ) — трансформиро-
ванный тензор деформаций,

Eij(�;W ) =
1
2

(
∂ui
∂xk

�kj +
∂uj
∂xk

�ki

)
.

Здесь {cijkl} — тензор коэффициентов упругости такой, что c1111 = c2222 = 1,
c1122 = c2211 = k, c1212 = c1221 = c2112 = c2121 = 1/2(1 − k), а остальные
коэффициенты равны нулю.

Таким образом, справедлива следующая

Теорема 1. При достаточно малых ε решение χε ∈ Kε(�ε) возмущенной
задачи (12), отображенное на исходную область �0 с помощью обратного преоб-
разования к (10), является единственным решением χε ∈ Kε(�0) вариационного
неравенства (18).

Подставим полученные выше разложения в (18). В результате получим∫
�0

JεcijklEkl(�;U)Eij(�;W ) d�0

=
∫
�0

(σij(U)εij(W ) + εA1(V ;U,W )) d�0 + o(ε)R1(U,W ), (19)
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�0

Jε

(
ψ
∂2u

∂x2 + a
∂u

∂x

)t

K

(
ψ
∂2v

∂x2 + a
∂v

∂x

)
d�0

=
∫
�0

(b(u, v) + εA2(V ;u, v)) d�0 + o(ε)R2(u, v), (20)

∫
�0

Jε(fε)tχd�0 =
∫
�0

(f tχ+ ε div(V fi)wi + ε div(V f3)w) d�0 + o(ε)R3(χ), (21)

где

A1(V ;U,W ) = div V σij(U)εij(W )− σij(U)Eij

(
∂V

∂x
;W

)
− σij(W )Eij

(
∂V

∂x
;U

)
,

(22)

A2(V ;u, v) = b(u, v) div V −
(
∂2u

∂x2

)t (
Kψ̄(V ) + ψ̄t(V )K

)∂2v

∂x2

−
(
∂2u

∂x2

)t

Kā(V )
∂v

∂x
−

(
∂u

∂x

)t

āt(V )K
∂2v

∂x2 ,

а R1, R2, R3 — некоторые ограниченные полилинейные формы.
Подставим в неравенство (18) тестовые функции χ = 0 и χ = 2χε. Исполь-

зуя формулы (19)–(22), получим равномерную по ε оценку

‖χε‖H(�0) ≤ c. (23)

Рассмотрим разрез �0. При действии преобразования (10) �0 перейдет в
кривую �ε, которая будет задаваться уравнением

� (y) = �
(
�−1
ε (y)

)
= 0, y ∈ �ε.

При этом единичную нормаль νε к �ε можно определить по формуле

νε =
∇y�

|∇y� |
.

Используя формулу (16), получим, что преобразованный вектор νε единичной
нормали νε, определенный уже на �0, будет иметь вид

νε =
�∇x�

|�∇x� |
.

В силу того, что отображение (10) невырожденное, его якобиан отличен от нуля,
кривая �0 регулярная, имеем |∇x� | 6= 0 и |�∇x� | 6= 0. Кроме того, ∇x� =
ν0|∇x� |, и поэтому множество Kε(�0) можно определить в эквивалентном виде:

Kε(�0) = {χ ∈ H(�0) | [W t]�ν0 ≥ |[(∇w)t�t�ν0]| п. в. на �0}.

Рассмотрим теперь произвольную функцию χ = (W,w), принадлежащую
множеству Kε(�0). Она удовлетворяют условию

[W t]�ν0 ≥ |[(∇w)t�t�ν0]| п. в. на �0. (24)
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Подставим разложение (17) матрицы � в (24). В результате получим

[W t]ν0 − ε[W t]
(
∂V

∂x
− r7(ε)

ε

)
ν0

≥
∣∣∣∣[(∇w)tν0 − ε(∇w)t

(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

)
ν0

]∣∣∣∣ (25)

п. в. на �0, где

r10(ε) = ε2
(
∂V

∂x

)t
∂V

∂x
−ε(r7(ε))t

∂V

∂x
−ε

(
∂V

∂x

)t

r7(ε)+r7(ε)+(r7(ε))t+(r7(ε))tr7(ε),

‖r10(ε)‖[W 1,∞
loc (R2)]4 = o(ε).

Докажем ряд вспомогательных утверждений.

Лемма 1. Пусть χ0 ∈ K0(�0) — решение невозмущенной задачи (9), χε ∈
Kε(�0) — решение задачи (18). Тогда существуют функции λ1

ε и λ2
ε такие, что∥∥λiε∥∥H(�0)

≤ c, i = 1, 2, (26)

где c не зависит от ε. При этом справедливы следующие включения:

χ1
ε = χ0 + ελ1

ε ∈ Kε(�0), χ2
ε = χε − ελ2

ε ∈ K0(�0).

Доказательство. Для того чтобы построить последовательность λ1
ε, рас-

смотрим в �0 матричное уравнение

U tB1 = bt1, (27)

B1 = I − ε

(
∂V

∂x
− r7(ε)

ε

)
, bt1 = W t

0

(
∂V

∂x
− r7(ε)

ε

)
,

где χ0 = (W0, w0)t — решение невозмущенной задачи (8).
Элементы матрицы B1 принадлежат пространству W 1,∞

loc (R2), а вектор b1 —
пространству H1,0(�0) × H1,0(�0). Кроме того, для всех достаточно малых ε
определитель |B1| матрицы B1 отличен от нуля в �0. Следовательно, уравне-
ние (27) имеет единственное решение для почти всех x ∈ �0. Пусть U1

ε явля-
ется решением данного уравнения. Покажем, что U1

ε ∈ H1,0(�0) × H1,0(�0).
Действительно, элементы матрицы B1 принадлежат W 1,∞

loc (R2), поэтому они
принадлежат пространству C0,1

loc (R2) [32]. Отсюда следует, что |B1| ∈ C0,1
loc (R2).

Из того, что |B1|(x) не обращается в нуль при всех x ∈ �0, заключаем, что
1/|B1| ∈ C0,1

loc (R2), поэтому 1/|B1| ∈ W 1,∞
loc (R2) [32]. Следовательно, элементы

обратной матрицы B−1
1 принадлежат пространствуW 1,∞

loc (R2). Вектор-функция
b1 из пространства H1,0(�0)×H1,0(�0), поэтому решение U1

ε системы (27) тоже
будет из H1,0(�0)×H1,0(�0).

Далее, функция w0 нормальных прогибов срединной поверхности невозму-
щенной пластины принадлежит пространству H2,0(�0). Следовательно, спра-
ведливы следующие включения:

w±0 ∈ H3/2(�0), (∇w0)± ∈ {H1/2(�0)}2, [w0] ∈ H3/2
00 (�0), [∇w0] ∈ H1/2

00 (�0).
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Последнее включение означает, что для любой гладкой замкнутой кривой �,
лежащей целиком в � и содержащей �0, функция [∇w0], продолженная ну-
лем на �\�0, принадлежит пространству H1/2(�). В силу того, что ∂V

∂x , r10 ∈[
W 1,∞

loc (R2)
]4, имеем

bt2 = (∇w0)t
(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

)
∈

{
H1/2(�±0 )}2

,

[
bt2

]
= ([∇w0])t

(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

)
∈

{
H1/2

00 (�0)
}2
.

(28)

Теперь на берегах �+
0 и �−0 разреза �0 рассмотрим матричные уравнения

(U±)tB2 = bt2, (29)

B2 =
(
I − ε

(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

))
.

Очевидно, что для достаточно малых ε существуют единственные решения
уравнения (29). Обозначим их через U+

ε и U−ε . Проводя для уравнений (29)
рассуждения такие же, как и для (27), в силу (28) и гладкости нормали ν0,
придем к выводу, что справедливы включения(

U±ε
)t
ν0 ∈ H1/2(�±0 )

,
(
U+
ε − U−ε

)t
ν0 ∈ H1/2

00 (�0).

Следовательно, существует [3] такая функция p1
ε ∈ H2,0(�0), что

p1
ε = w±0 ,

(
∇p1

ε

)t
ν0 =

(
U±ε

)t
ν0 п. в. на �±0 .

В этом случае говорят, что существует оператор поднятия, строящий продолже-
ние функций, определенных на границе, в область �0. Такой оператор подня-
тия определяется неоднозначно, но известно, что он линейный и ограниченный
[3, 33].

Из (29) следует, что для функции p1
ε справедливо равенство

[
∇p1

ε

](
I − ε

(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

))
ν0

= ([∇w0])t
(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

)
ν0. (30)

Положим λ1
ε =

(
U1
ε , p

1
ε

)
и покажем, что χ1

ε =
(
W 1

ε , w
1
ε

)
= χ0 +ελ1

ε принадле-
жит множеству Kε(�0). Для этого достаточно проверить, что χ1

ε удовлетворяет
условию (25). Учитывая, что U1

ε является решением уравнения (27), ∇p1
ε на �±0

удовлетворяет (28), а функция χ0 = (W0, w0) принадлежит множеству K0(�0),
будем иметь следующую цепочку равенств и неравенств:[(

W 1
ε

)t]
ν0 − ε

[(
W 1

ε

)t](
∂V

∂x
+
r7)(ε
ε

)
ν0

=
[
W t

0
]
ν0 + ε

[(
U1
ε

)t]
ν0 − ε

[
W t

0
](

∂V

∂x
− r7(ε)

ε

)
ν0 − ε2

[(
U1
ε

)t](
∂V

∂x
− r7(ε)

ε

)
ν0

=
[
W t

0
]
ν0 + ε

[(
U1
ε

)t](
I − ε

(
∂V

∂x
+
r7(ε)
ε

))
− ε2

[
W t

0
](

∂V

∂x
+
r7(ε)
ε

)
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≡
[
W t

0
]
ν0 ≥

∣∣[(∇w0)tν0
]∣∣

≡
∣∣∣∣([∇w0])tν0 + ε

([
∇p1

ε

])t(
I − ε

(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

))
ν0

− ([∇w0])t
(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

)
ν0

∣∣∣∣
≡

∣∣∣∣([∇(
wt

0 + εp1
ε

)])t
ν0 − ε

([
∇

(
w0 + εp1

ε

)])t(∂V
∂x

+
(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

)
ν0

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣[(∇w1
ε

)t]
ν0 − ε

[(
∇w1

ε

)t](∂V
∂x

+
(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

)
ν0

∣∣∣∣.
Это значит, что χ1

ε = χ0 + ελ1
ε ∈ Kε(�0) для всех достаточно малых ε.

Построим теперь последовательность λ2
ε. Рассмотрим следующие функции:

ψ±ε = (∇wε)t
(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

)
,

определенные на �±0 соответственно.
Третья компонента wε вектор-функции χε — решения задачи (18) — принад-

лежит пространству H2,0(�0). Поэтому справедливы следующие включения:

w±ε ∈ H3/2(�0), (∇wε)± ∈ {H1/2(�0)}2, [wε] ∈ H3/2
00 (�0), [∇wε] ∈

{
H1/2

00 (�0)
}2
.

В силу гладкости V и нормали ν0 имеют место следующие включения:

ψ±ε ν0 ∈ H1/2(�0), (ψ+ − ψ−)ν0 ∈ H1/2
00 (�0).

Тогда существует p2
ε ∈ H2,0(�0) такая, что(

p2
ε

)± = w±ε ,
(
∇p2

ε

)±
ν0 = (∇wε)t

(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

)
ν0 (31)

п. в. на �±0 .
Положим λ2

ε =
(
U2
ε , p

2
ε

)
, где(
U2
ε

)t = W t
ε

(
∂V

∂x
− r7(ε)

ε

)
. (32)

Покажем, что функция χ2
ε = χε − ελ2

ε принадлежит K0(�0). Очевидно, что
χ2
ε =

(
W 2

ε , w
2
ε

)
∈ H(�0), поэтому достаточно проверить условие на �0:[

W 2t
ε

]
ν0 ≥

∣∣[(∇w2
ε

)t
ν0

]∣∣ п. в. на �0.

Имеем[
W 2t

ε

]
ν0 =

[
W t

ε

]
ν0 − ε

[
U2t
ε

]
ν0 =

[
W t

ε

]
ν0 − ε

[
W t

ε

](
∂V

∂x
− r7(ε)

ε

)
ν0

≥
∣∣∣∣[(∇wε)tν0 − ε(∇wε)t

(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t

+
r10(ε)
ε

)
ν0

]∣∣∣∣
=

∣∣[(∇wε)tν0 − ε
(
∇p2

ε

)t
ν0

]∣∣ =
∣∣[(∇w2

ε

)t
ν0

]∣∣ п. в. на �0,

откуда вытекает, что χ2
ε = χε − ελ2

ε ∈ K0(�0).
Оценки (26) следуют из неравенства (23) и непрерывности линейного опе-

ратора поднятия. Лемма доказана.
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Теорема 2. Пусть χε — решение задачи (18), χ0 — решение задачи (9).
Тогда

‖χε − χ0‖H(�0) ≤ cε, (33)

где константа c не зависит от ε.
Доказательство. В силу леммы 1 мы можем подставить функции χ2

ε ∈
K0(�0) и χ1

ε ∈ Kε(�0) в вариационные неравенства (9) и (18) соответственно
в качестве пробных. После сложения полученных неравенств, использования
разложений (19)–(22) и применения неравенства Корна [34] получим оценку
(33). Теорема доказана.

Лемма 2. Существует вектор-функция λ0 = (W̃0, w̃0) ∈ H(�0) такая, что

λ1
ε → λ0 сильно в H(�0), λ2

ε → λ0 сильно в H(�0).

При этом на разрезе �0 вектор-функция λ0 удовлетворяет следующим условиям:

W̃0 =
(
∂V

∂x

)t

W0 п. в. на �±0 ,

(∇w̃0)tν0 = (∇w0)t
(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t)
ν0 п. в. на �±0 .

(34)

Доказательство. Рассмотрим построенные в лемме 1 функции U1
ε и U2

ε .
В силу сильной сходимости (33) можно перейти к пределу в (27) и (32) при
ε→ 0. Тогда получим, что при ε→ 0

U1
ε →

(
∂V

∂x

)t

W0 в H1,0(�0)×H1,0(�0),

U2
ε →

(
∂V

∂x

)t

W0 в H1,0(�0)×H1,0(�0).

Затем рассмотрим построенные в лемме 1 последовательности p1
ε и p2

ε. Вви-
ду сильной сходимости невозмущенной последовательности решений χε к реше-
нию χ0 и непрерывности вложения пространства H2,0(�) в H

3
2
(
�±0

)
×H

1
2
(
�±0

)
получаем, что следы p1

ε и p2
ε сходятся сильно к w0 в H

3
2
(
�±0

)
, а

(
∇p1

ε

)
ν0 и(

∇p2
ε

)
ν0 — к (∇w0)t

(
∂V
∂x +

(
∂V
∂x

)t)
ν0 в H

1
2
(
�±0

)
(следует из (29) и (31)).

Далее, так как оператор поднятия, действующий изH
3
2
(
�±0 ∪∂�

)
×H 1

2
(
�±0 ∪

∂�
)

в H2,0(�0), линеен и непрерывен, последовательности p1
ε и p2

ε сходятся в
H2,0(�0) и при ε→ 0 ∥∥p1

ε − p2
ε

∥∥
H(�0)

→ 0.

Значит, последовательности λ1
ε и λ2

ε сходятся к одному и тому же пределу λ0,
для которого справедливы равенства (34). Теорема доказана.

4. Производная функционала энергии. Введем обозначение

α(ε) =
�(�ε;χε)−�(�0;χ0)

ε
,

где χ0 и χε — решения задач (9) и (11) соответственно. Цель этого пункта —
вычислить предел функции α(ε) при ε → 0, который определяет производную
функционала энергии �(�ε;χε) по параметру возмущения области.
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Рассмотрим функционал �(�ε;χ) потенциальной энергии тела, занимаю-
щего возмущенную область �ε. Применим преобразование координат (10) к
интегралам, входящим в �(�ε;χ). В результате получим новый функционал
�ε(�0;χ), который, используя формулы (19)–(22), можно записать в виде

�ε(�0;χ) =
1
2

∫
�0

σij(W )εij(W ) d�0 +
1
2

∫
�0

b(w,w) d�0 −
∫
�0

f tχd�0

+
1
2
ε

∫
�0

(A1(V ;W,W ) +A2(V ;w,w)) d�0

− ε

∫
�0

(div(V fi)wi + div(V f3)w3) d�0 + o(ε)R4(χ),

где R4 — некоторая ограниченная форма. Так как множество Kε(�ε) отобра-
жается на Kε(�0) взаимно однозначно, имеем

�(�ε;χε) = �ε(�0;χε) (35)

для всех достаточно малых ε > 0.
Итак, в силу (35) и леммы 1

�(�ε;χε)−�(�0;χ0)
ε

=
�ε(�0;χε)−�(�0;χ0)

ε
≤ �ε(�0;χ0 + ελ1

ε)−�(�0;χ0)
ε

.

Отсюда следует, что выполнено неравенство

lim sup
ε→0

α(ε) ≤ lim sup
ε→0

�ε

(
�0;χ0 + ελ1

ε

)
−�(�0;χ0)

ε
. (36)

Найдем предел, стоящий в правой части (36). В силу теоремы 2, лемм 2 и 3 и
ограниченности формы R4 получаем

lim sup
ε→0

�ε

(
�0;χ0 + ελ1

ε

)
−�(�0;χ0)

ε
= lim

ε→0

�ε

(
�0;χ0 + ελ1

ε

)
−�(�0;χ0)

ε

=
∫
�0

σij(W0)εij(W̃0)d�0 +
∫
�0

b(w0, w̃0) d�0 −
∫
�0

λt0f d�0

+
1
2

∫
�0

A1(V ;W0,W0) d�0 +
1
2

∫
�0

A2(V ;w0, w0) d�0

−
∫
�0

(div(V fi)w0i + div(V f3)w0) d�0.

С другой стороны, справедливы следующие соотношения:

�(�ε;χε)−�(�0;χ0)
ε

=
�ε(�0;χε)−�(�0;χ0)

ε
≥
�ε(�0;χε)−�

(
�0;χε − ελ2

ε

)
ε

,

поэтому выполнено неравенство

lim inf
ε→0

α(ε) ≥ lim inf
ε→0

�ε(�0;χε)−�
(
�0;χε − ελ2

ε

)
ε

.
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Принимая во внимание теорему 2, леммы 2 и 3 и ограниченность формы R4,
находим, что

lim inf
ε→0

�ε(�0;χε)−�
(
�0;χε − ελ2

ε

)
ε

= lim
ε→0

�ε(�0;χε)−�
(
�0;χε − ελ2

ε

)
ε

=
∫
�0

σij(W0)εij(W̃0) d�0 +
∫
�0

b(w0, w̃0) d�0 −
∫
�0

λt0f d�0

+
1
2

∫
�0

A1(V ;W0,W0) d�0 +
1
2

∫
�0

A2(V ;w0, w0) d�0

−
∫
�0

(div(V fi)w0i + div(V f3)w0) d�0.

В силу вышесказанного справедлива

Теорема 3. Для любого возмущения � ∈ C1(−ε0, ε0;W 2,∞(RN )) существу-
ет первая производная функционала энергии �(�ε;χε) по параметру возмуще-
ния ε при ε = 0, которая задается формулой
d�(�ε;Uε)

dε

∣∣∣∣
ε=0

=
∫
�0

σij(W0)εij(W̃0) d�0 +
∫
�0

b(w0, w̃0) d�0

−
∫
�0

λt0f d�0 +
1
2

∫
�0

A1(V ;W0,W0) d�0 +
1
2

∫
�0

A2(V ;w0, w0) d�0

−
∫
�0

(div(V fi)w0i + div(V f3)w0) d�0. (37)

где χ0 — решение невозмущенной задачи (8).

Замечание. В формулу (37) входит функция λ0 = (W̃0, w̃0), которая стро-
ится неединственным способом, так как оператор поднятия неединствен. Тем
не менее формула для производной функционала не зависит от функции λ0,
так как предел функции α(ε) существует при ε → 0 и, следовательно, он мо-
жет быть только единственным. Ниже покажем, что производная (37) зависит
только от решения χ0 и скорости V .

Обозначим первые три слагаемые в формуле (34) через �(χ0), т. е.

�(χ0) =
∫
�0

σij(W0)εij(W̃0) d�0 +
∫
�0

b(w0, w̃0) d�0 −
∫
�0

λt0f d�0.

Применим обобщенную формулу Грина [3]. В результате получим

�(χ0) = −
∫
�0

(σij,j(W0) + fi)w̃0i d�0 −
〈
σν(W0),

[
W̃ t

0
]
ν0

〉
�0
− 〈στi(W0), [w̃0τi]〉�0

+
∫
�0

(�2w0 − f3)w̃03 d�0 − 〈m(w0), [(∇w̃0)tν0]〉�0 + 〈t(w0), [w̃0]〉�0 .

В силу уравнений равновесия (2), (3), краевых условий (4)–(7) и леммы 2
имеем

�(χ0) = −
〈
σν(W0),

[
W t

0
]∂V
∂x

ν0

〉
�0

−
〈
m(w0), [(∇w0)t]

(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t)
ν0

〉
�0

.
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Таким образом, формулу (37) можно переписать в виде

d�(�ε;Uε)
dε

∣∣∣∣
ε=0

=
1
2

∫
�0

A1(V ;W0,W0) d�0 +
1
2

∫
�0

A2(V ;w0, w0) d�0

−
∫
�0

(div(V fi)w0i + div(V f3)w0) d�0

−
〈
σν(W0),

[
W t

0
]∂V
∂x

ν0

〉
�0

−
〈
m(w0), [(∇w0)t]

(
∂V

∂x
+

(
∂V

∂x

)t)
ν0

〉
�0

.

Видно, что она зависит лишь от решения невозмущенной задачи χ0 = (W0, w0),
скорости V и внешней силы f .

В заключение стоит отметить, что если решение задачи равновесия χ0 тако-
во, что берега разреза не контактируют между собой, то формула (37) совпадает
с аналогичной формулой для пластины с трещиной, на берегах которой заданы
классические краевые условия с σν(W0) = 0 и m(w0) = 0.
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