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Аннотация. Обобщено понятие квадратичного бистохастического оператора и вве-
дено понятие произвольного бистохастического оператора. Доказано необходимое
условие для бистохастичности оператора. Также получено, что для бистохастиче-
ских операторов выполняется эргодическая теорема.
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1. Введение

Ряд задач физики, биологии сводятся к изучению нелинейных отображе-
ний. Например, в популяционной генетике такие операторы называются опера-
торами эволюции. Квадратичный стохастический оператор определяется сле-
дующим образом:

(V x)k =
m∑

i,j=1

pij,kxixj , k = 1,m, (1)

где x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Sm−1 =
{
x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm : xi ≥ 0 ∀i = 1,m,

m∑
i=1

xi = 1
}
,

pij,k = pji,k ≥ 0 ∀i, j, k = 1,m,
m∑
k=1

pij,k = 1 ∀i, j = 1,m. (2)

Условия (2) обеспечивают сохранение симплекса, т. е. оператор отображает
симплекс в себя. Изучение квадратичных стохастических операторов восходит
к работам С. Н. Бернштейна [1]. Далее теория была развита в работах [2–5].
Основные результаты в двумерном симплексе получены C. С. Валландером [3].
В работе Р. Н. Ганиходжаева [5] обобщен результат Валландера на случай любой
конечной размерности.

В [6] выделен класс квадратичных стохастических операторов, которые на-
званы бистохастическими квадратичными операторами, и получено необходи-
мое и достаточное условие для бистохастичности оператора. Недавно начато
изучение кубических стохастических операторов [7], т. е. операторов вида

(V x)k =
m∑

i,j,l=1

pijl,kxixjxl, k = 1,m, (3)
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где x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Sm−1, и

pijl,k = pilj,k = pjil,k = pjli,k = plij,k = plji,k ≥ 0 ∀i, j, l, k = 1,m,
m∑
k=1

pijl,k = 1 ∀i, j, l = 1,m.
(4)

Аналогично определению бистохастического квадратичного оператора в дан-
ной работе, вводится понятие произвольного бистохастического оператора, опре-
деленного в конечномерном симплексе. В п. 2 изучаются свойства бистохасти-
ческих операторов и доказывается необходимое условие бистохастичности. В
п. 3 доказана эргодическая теорема для бистохастических операторов.

2. Свойства бистохастических операторов

Для каждого вектора x = (x1, x2 . . . xm) ∈ Rm положим x↓ = (x[1], x[2], . . . ,
x[m]), где x[1] ≥ x[2] ≥ · · · ≥ x[m] — компоненты вектора x, упорядоченные по
невозрастанию.

Определение 1. Говорят, что x мажорируется y (или y мажорирует x),
и пишут x ≺ y, если

1)
k∑

i=1
x[i] ≤

k∑
i=1

y[i], k = 1,m− 1,

2)
m∑
i=1

x[i] =
m∑
i=1

y[i].

Очевидно, что для любого x ∈ Sm−1 выполняется соотношение

(1/m, 1/m, . . . , 1/m) ≺ x ≺ (1, 0, . . . , 0).

Квадратная матрица P = (pij) порядка m называется бистохастической,
если

pij ≥ 0 ∀i, j = 1,m,

m∑
i=1

pij = 1 ∀j = 1,m,
m∑
j=1

pij = 1 ∀i = 1,m.

Лемма 1 [8]. Следующие условия эквивалентны:

1) x ≺ y, т. е.
k∑

i=1
x[i] ≤

k∑
i=1

y[i], k = 1,m− 1,
m∑
i=1

x[i] =
m∑
i=1

y[i];

2) x = Py для некоторой бистохастической матрицы P ;
3) вектор x принадлежит выпуклой оболочке, порожденной m! векторами,

полученными при всевозможных перестановках компонент вектора y.

Определение 2. Произвольный непрерывный оператор V , определенный
на симплексе Sm−1, будем называть стохастическим, если

(V x)k = x′k =
m∑

i1,i2,...,in=1

pi1i2...in,kxi1xi2 . . . xin ∀k = 1,m, (5)

где
pi1i2...in,k ≥ 0 ∀ij = 1,m, j = 1, n, k = 1,m;

pi1i2...in,k = piπ(1)iπ(2)...iπ(n),k, k = 1,m,
(6)
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для любой перестановки π и

m∑
k=1

pi1i2...in,k = 1 ∀ij = 1,m, j = 1, n.

Условия (6) обеспечивают сохранение симплекса, т. е. оператор отображает
симплекс в себя.

Число n называется порядком этого оператора. При n = 1 оператор (5) —
линейный стохастический оператор, при n = 2 — квадратичный стохастический
оператор, при n = 3 — кубический стохастический оператор.

Определение 3. Стохастический оператор (5) называется бистохастиче-
ским, если

V x ≺ x ∀x ∈ Sm−1.

Например, линейный оператор, матрица которого бистохастична, является
бистохастическим оператором. Квадратичные случаи рассмотрены в работе [9].

Следует отметить, что для квадратичных операторов понятие бистохастич-
ности введено таким же образом.

Пусть I = {1, 2, . . . ,m} ∀α ⊂ I. Через |α| обозначим мощность множества α.

Теорема 1. Пусть V : Sm−1 → Sm−1 — бистохастический оператор. Тогда
1) V

( 1
m , 1

m , . . . , 1
m

)
=

( 1
m , 1

m , . . . , 1
m

)
,

2)
m∑

i1,i2,...,im=1
pi1i2...im,k = mn−1 для всех k = 1,m,

3)
∑

i1,i2,...,im∈α
pi1i2...im,k ≤ |α|n−1 для любых α ⊂ I, k = 1,m.

Свойство 1 означает, что центр симплекса является неподвижной точкой
для оператора V . Свойства 2 и 3 являются необходимыми условиями для би-
стохастичности оператора.

Доказательство. 1. Пусть C =
( 1
m , 1

m , . . . , 1
m

)
. По определению имеем

V (C) ≺ C, но, с другой стороны, C ≺ x для любого x ∈ Sm−1. Поэтому
V (C)↓ = C↓, и так как C↓ = C, то V (C) = C.

2. Поскольку V (C) = C, то

m∑
i1,i2,...,in=1

pi1i2...in,k
1
mn

=
1
m

∀k = 1,m.

Следовательно,
m∑

i1,i2,...,in=1

pi1i2...in,k = mn−1 ∀k = 1,m.

3. Пусть V x ≺ x. Тогда по лемме 1 существует бистохастическая матрица
такая, что V x = Px. Так как для каждого вектора x существует бистохастиче-
ская матрица, то P зависит от x. Поэтому если V — бистохастический оператор,
то V x = P (x)x, где

P (x) = {pij(x)}i,j=1,m, pij(x) ≥ 0,
m∑
i=1

pij(x) =
m∑
j=1

pij(x) = 1.
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Положим x0
i = 1

|α0| для i ∈ α0 и x0
i = 0 для i /∈ α0, где α0 ⊂ I. Очевидно,

что |α0| ≤ m, следовательно, x0 ∈ Sm−1. Имеем

(V x0)k =
m∑

i1,i2,...,in∈α0

pi1i2...in,k
1

|α0|n
=

|α0|∑
i=1

pij(x0)
1
α0

≤
m∑
i=1

pij(x0)
1
|α0|

=
1
|α0|

.

Так как множество α0 произвольно, то∑
i1,i2,...,im∈α

pi1i2...im,k ≤ |α|n−1 для любых α ⊂ I, k = 1,m.

Замечание. Рассмотрим случай, когда n = 1. Тогда оператор (5) имеет
вид

(V x)k =
m∑
i=1

pi1,jxi ∀j = 1,m. (7)

Очевидно, что в этом случае условия 2 и 3 теоремы выполняются автоматиче-

ски, так как
m∑
k=1

pi1j = 1, а для бистохастичности (7) необходимо и достаточно,

чтобы матрица линейного оператора (7) была бистохастической (лемма 1).
При n = 2 в работе [9] доказано, что условия 2 и 3 теоремы 1 необходимы

и достаточны.

Предположение. Условия 2 и 3 теоремы 1 являются необходимыми и
достаточными для бистохастичности стохастического оператора.

3. Эргодическая теорема
для бистохастических операторов

Определение 4. Говорят, что для оператора V : Sm−1 → Sm−1 выполня-
ется эргодическая теорема, если существует следующий предел средних:

lim
t→∞

x + V (x) + V 2(x) + · · ·+ V t−1(x)
t

∀x ∈ Sm−1.

В работе Улама [2] на основе численных экспериментов высказана гипо-
теза, что для любого квадратичного стохастического оператора, определенно-
го в конечномерном симплексе, выполняется эргодическая теорема. Однако
М. И. Захаревич [10] показал, что гипотеза Улама верна не всегда. В качестве
контрпримера он рассмотрел следующий оператор:

(V x)1 = x2
1 + 2x1x2, (V x)2 = x2

2 + 2x2x3, (V x)3 = x2
3 + 2x1x3.

Теорема 2. Для любого бистохастического оператора выполняется эрго-
дическая теорема.

Доказательство. Пусть V : Sm−1 → Sm−1 — бистохастический оператор.
По определению имеем

x � V x � V 2x � . . . .

Последнее означает, что

x[1] ≥ (V x)[1] ≥ (V 2x)[1] ≥ . . . ,

x[1] + x[2] ≥ (V x)[1] + (V x)[2] ≥ (V 2x)[1] + (V 2x)[2] ≥ . . . ,

. . . ,
k∑

i=1

x[i] ≥
k∑

i=1

(V x)[i] ≥
k∑

i=1

(V 2x)[i] ≥ . . . .
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Последовательности
{

k∑
i=1

(V x)n[i], n = 1, 2, . . .
}

при каждом k = 1,m убывающие

и ограниченные, следовательно, сходятся. Это означает, что также сходятся по-
следовательности {(V x)n[k], n = 1, 2, . . . } ∀k = 1,m. Обозначим yk = lim

n→∞
(V nx)[k]

и y = (y1, y2, . . . , ym).
Если z = (z1, z2, . . . , zm) ∈ ω(x0), где ω(x0) — предельное множество тра-

ектории, начинающейся с точки x0, то существует xnj такой, что V (xnj ) → z.
Следовательно, V (xnj )↓ → z↓. Но, с другой стороны, V (xnj ) → y. Поэтому
z↓ = (y1, y2, . . . , ym) = y. Стало быть, любая точка из ω(x0) есть некоторая
перестановка координат точки (y1, y2, . . . , ym). Поэтому ω(x0) не может иметь
более чем m! точек.

Пусть |ω(x0)| = p. Тогда траектория {V nx} стремится к циклу порядка p,
т. е. вся траектория разбивается на p сходящихся подпоследовательностей, на
пределах которых оператор V действует как циклическая подстановка. Поэто-
му предел

lim
t→∞

x0 + V (x0) + V 2(x0) + · · ·+ V t−1(x0)
t

∀x0 ∈ Sm−1

существует.
Замечание. Существуют общие теоремы, при которых для нелинейных

операторов выполняется эргодическая теорема [11, с. 288–296]. Например, в
[12] доказана слабая сходимость чезаровских средних для (нелинейных!) нерас-
тягивающих операторов, действующих в замкнутом выпуклом подмножестве
гильбертова пространства и имеющих неподвижную точку. Отсюда в случае
конечномерности пространства сразу следует и сильная сходимость. Однако
бистохастические операторы не всегда являются нерастягивающими. Рассмот-
рим следующий бистохастический квадратичный оператор:

(V x)1 = x2
1 +x2

2 +x2
3, (V x)2 = x1x2 +x2x3 +x1x3, (V x)3 = x1x2 +x2x3 +x1x3.

Пусть x = (1, 0, 0) и y =
( 9

10 , 0,
1
10

)
. Тогда ||V x− V y|| > ||x− y||.

Автор выражает благодарность научному руководителю профессору
Р. Н. Ганиходжаеву за полезные обсуждения задачи.
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